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ABSTRAKTI

Veti té ndryshme jané gjetur té fshehura né trekéndéshin e Paskalit. Né kété punim, do té paragiten
disa veti shumé té njohura pér trekéndéshin e Paskalit si dhe vetité gé lidhen né zgjerime té

ndryshme té trekéndéshit, pérkatésisht piramidés sé Paskalit.

Duke pasur parasysh gé né librat e klasés sé dhjeté pérkatésisht né shkollén ku punoj po né
pérgjithési edhe né shkollat e tjera, réndésia e trekéndéshit té Paskalit nuk éshté né nivelin e duhur
atéheré, né kété punim éshté treguar shumé miré réndésia e Paskalit né zgjidhjen e shume detyrave

té ndryshme né matematike.

Qé&llimi i kétij punimi éshté gé té shikohet dallimi dhe réndésia e spjegimit té njésive matematikore
kunddrejté njésive gé nxénésit nuk kané njohuri, e konkretisht té spjegimit té trekéndéshit té

Paskalit né efikasitetin e zgjidhjeve té detyrave té ndryshme matematikore.

Ky hulumtim éshté i bazuar kryesisht né metodén pérshkruese dhe sasiore, kurse instrumentet e
hulumtimit jané dy testet.

Nga studimi i trekéndéshit té Paskalit, dolén né pah shumé zgjidhje detyrave né matematiké me
ané té Kkeétij trekéndéshi duke filluar nga formula e binomit zgjerimi i formulés sé binomit,
kombinatorika e poashtu edhe probabiliteti. Pra nxénésit kuptuan gé trekéndéshi i Paskalit
mundéson zgjidhjen e gjithé kétyre detyrave né ményré mé té lehté dhe mé té kuptueshme e kjo

doli edhe nga rezultatet e dy testeve.

Poashtu, nxénésit u treguan té hapur dhe té motivuar pér idené e pérdorimit té trekéndéshit té
Paskalit edhe pér detyra té tjera por gé mbetet tani tek ata pér té gjetur zgjidhje té tjera té mundshme

té detyrave me ané té trekéndéshit té Paskalit.

Fjalét kycé: trekéndéshi i Paskalit, piramida e Paskalit, testi i paré, testi i dyté



ABSTRACT

Various features have been found hidden in the Pascal triangle. In this paper, some very well-
known properties of the Pascal triangle will be presented, as well as the properties related to

different extensions of the triangle, namely the Pascal pyramid.

Given that in the textbooks of the tenth grade, respectively in the school where | work but also in
general in other schools, the importance of the Pascal triangle is not at the right level, then in this

paper it has been shoén very well that many different tasks in mathematics.

The purpose of this paper is to look at the difference and importance of explaining mathematical
units against units that students do not have knowledge, namely the explanation of Pascal's triangle

in the efficiency of solutions to various mathematical tasks.

This research is mainly based on descriptive and quantitative method, while research instruments

are two tests.

From the study of Pascal's triangle, many solutions of problems in mathematics emerged through
this triangle, starting from the binomial formula, the extension of the binomial formula, the
combinatorics as well as the probability. So the students realized that Pascal's triangle enables the
solution of all these tasks in an easier and more understandable way and this also came from the
results of two tests.

Also, the students were open and motivated for the idea of using Pascal's triangle for other tasks
but what now remains for them to find other possible solutions to the tasks through Pascal's
triangle.

Keywords: Pascal's triangle, Pascal’s pyramid, first exam, second, exam.



Lista e tabelave

Tabela 1 Tabela € TATIAGIIA'S........cc.coeueevueeeieiieieeeeeee ettt ettt 17
Tabela 2 Metodat e hulumtimit SASIOF [16] .....c.ccvveveirieieiecteeieseeee ettt 69
Tabela 3 Frekuenca dhe pergindja SiPas QAZELES ........ccvevvevveeieceeeeeeeieeeee ettt 72
Tabela 4 Rezultatet e nxénésve né testin e paré dne t& dyt..........ocvevveevieeeiieieeeeee e 82
Tabela 5 Paragitja e zgjidhjeve té detyrave Né teStin @ PAr..........cccovveveeeevrieeesieeeeiece et 83
Tabela 6 Paragitja e zgjidhjeve té detyrave Né testin @ dYté...........cocoverererieieieeeerereeeeee e 84



Lista e figurave

Fig.

Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.

1 TreKENAESRI i PASKQIIt ...........oeeeueeeeiieeeieeeeiee ettt ettt stt e st e st e et e e sate e s aasessessseassstessssesesaseenns 13
2 Trekéndéshi i Paskalit e strukturuar mé NAryShe ........cccoeeeeererineeeeeee e 14
3 Numri A gé paraget shumén e rreshtave t& mEParsNEM...........ccccvevveveeveviieieieseeeese e 15
4 Numri A gé paraget shumén e numrave né kolonat € méparshme ..........cccccveveevevveeevveeeciesreeenne, 15
5 Pér ¢do A shuma e pjesés sé hijezuar éshté e barabart me A — 1..ooovevevveeeeevieeeeceeeeeee 16
6 trekéndésh barabrinjés ku baza pérbéhet nga m- sferat..........ccovevvevvevecicieeceeeceeeee e 19
7 Piramida trekéndore me bazé té njé trekéndéshi barabrinjés...........ccceevevvvvvevievieciesicieeseeie, 20
8 Trekéndéshi i Paskalit né termin e KombiNAtOriKES...........coecvevveeieceeieeeeeeeee e 42
9. SNEMBUIT (B.5) PEI 71 = 2 oottt ettt et e et e e e s et e ereeesasseenserens 43
10 Teknika € €CJES NE DHOGE........ccveeveeeieeiieeeeeetee sttt ettt e ettt e teereessesteeaeerens 44
11 Piramida @ PASKAIIL...........ccveriereieieeiieceee ettt ettt sttt tesna e e steensenens 45
12 Zgjerimi i piramidés sé Paskalit per (a + b+ c)n pern = 1,2,3 e 46
13 Konstruktimi i piramidés sé Paskalit Ré SAIFITTEN € 5 .......cocceeveerveeeoeeeieeeseeseeeeee e 46
14 Shtrirja e 5 e piramidés SE PASKQIIL...........c.ccocueeeeeieseeieieiieieisesesiesieetet ettt 47
15 Trekéndéshi | PASKQIIE, MOGUIO 2.......c.ocooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee et e e e ettt eee e e e e e eeeeereaaens 48
16 Trekéndéshi | PASKQIIE, MOMUIO 4 ......cooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee et e e ettt eee e e e e e eereereaaens 49
17 Trekéndéshi i PaSkalit, MOAUIO 12 .......ccoooeeeeeeeieieieeeeeeeieeeeeeeeeeeeeee e eeeeetvvtea e veeessataraaasesesesans 50
18 Trekéndéshi | PASKQIIE, MOMUIO 16 .....cocooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt e e e e e e eeereereeaens 51
19 Numrat natyror né trekéndéshin @ PASKQIIL .............cvevveveeseisiiiiieiieeseesieesieesee st ssie et 52
20 FUQGTE € 2- SN, 270 ettt sttt ettt ettt e s s e s e s e eaeeaeas 53
B B 7 1 ) s 1 PSSR 54
22 Numprat trekéndésh né trekéndeshin @ PASKQLIL..............cc.oecvveecevecieeeiieeiiieeeiieeesiieesiieeecieesiresenns 55
23 Numprat katérkéndor né trekéndéshin € PaSKQlil.................cccveeeevecveeeiieieiiiieeiieesieesieeecieesiree e 56
24 Numrat katalan né trekéndéshin € PASKalit..............covevveveeiieeieeeeieeeeieeee et e eeve e eeaeens 59
25 Informatat para se me SNENU VIEIEN € N-t..........coovvreeeieiieeiee ettt 64
26 Hapi i SNENIMIT LB VIEIES Nu..evieeeeeeeeeee ettt sttt et e tesra e sesaeensesens 64
27 Rezultati per vlieren N=3 dne N=5 t8 IEXUAT .....ccuvevieeeeiicieeieecteeee ettt 65
28 REZUIALT PEI NTL5...ceeiieieeieeeee ettt ettt ettt et e et e e s te e s et e s st entasse s s esseasassensennsensens 65
29 REZUIALT PEF NT20... ... ittt ettt ettt e e e et e e s te e s e se s st estassesasesseasessansennsensens 66
30 Shpérndarja dhe perqindja SIPas VITEVE ........ccueeeeeiieeeeiicieeiesie ettt et sveste e ne s 73



HYRJE

Trekéndéshi dhe piramida e Paskalit kané njé réndési shumé té madhe né zgjidhjen e detyrave né

matematiké.

Konfigurimi  klasik i trekéndéshit té Paskalit mund té pérshkruhet si njé trekéndésh tabela
numerike ku ¢cdo numér éshté i barabarté me shumén e dy numra mbi té [1]. Hyrja mé e larté né
trekéndésh éshté 1. Trekéndéshi i Paskalit konsiderohet té jeté njé nga skemat mé elegante
matematikore. Ai gjithashtu siguron ndérlidhjen midis teorisé sé kombinatorikés dhe teorisé sé

probabilitetit dhe mund té pérdoret mbi demonstrimi i njé shpérndarjeje Gaussian [1-3].

Né klasat e tona té matematikés si dhe né kurrikulén toné, zakonisht jemi mésuar té hasim né njé
rol té vecant té zgjidhjes sé problemeve matematikore, té cilat zakonisht shtrohen karshi nxénésve
nga mésimdhénésit, librat e ndryshém shkollor si dhe shumé burime tjera informacioni pér
nxénésit. Poashtu jemi mésuar sidomos né Iéndén e matematikés qé pér ¢do kapitull té ri nxénésit
té fillimisht t& informohen pér até mésim e pastaj té zgjidhin detyra té ndryshme. Né kété punim
éshté treguar réndésia e dhénies sé informatave té réndésishme té njésisé pérkatésisht té kapitullit
gé do té spjegohet. Ndérsa né kété punim nxénésit ende pa pasur informata pér trekéndéshin e
Paskalit, jané nénshtruar testit té paré dhe pas disa javésh edhe testit té dyté dhe jané analizuar

rezultatet.

Trekéndéshi i Paskalit gjené zbatim né zgjidhjen e shumé detyrave né matematiké, duke filluar
nga formula e Binomit, gjetja e koeficientéve, pastaj né kombinatoriké e gjithashtu edhe né

zgjidhjen e detyrave né probabilitet.



Shqyrtimi i literaturés

Trekéndéshi i Paskalit &shté njé grup numrash tre-dimensionale.[4] Kjo ju jep njé ményré pér té
zgjidhur ¢éshtjet né kombinatoriké, teoriné e numrave dhe madje edhe algjebér duke pérdorur kété
metodé. Flusser dhe Francia publikuan njé punim teorik mbi historiné e teoremés Binomial nga
koha e Euklidit deri né matematikén Njutoniane.[5] Qéllimi i tyre ishte té pérdornin pamjet vizuale
pér té nxjerré té dyja teoremat Binomial dhe Multinomial pér pérdorim né shkollén e mesme dhe
dy vitet e para té matematikés universitare. Ata filluan me elementet e Euklidit, zgjerimin specifik
té Librit 11 t& (a + b)*dhe pérfunduan me njé formulé té pérgjithshme pér zgjerimine (a + b)" .
Sé fundi, autorét paragitén origjinén dhe vértetimin e teoremés shuménomiale pér numrat e ploté
pozitiv m dhe n (x; + x, + -+ + x,)™. Studimi i shtoi njohurité mbi origjinén dhe derivimin e
teoremés binomiale; zgjerimi i serisé binomiale nuk u pérftua, por u trajtua si njé néngrup i
teoremés sé binomit. Kjo u arrit duke zévendésuar n me 1 né formulén pér zgjerimin e (1 + b)",

pa asnjé shpjegim té dhéné pér kalimin nga zgjerimi i fundém né até té pafundém.

Gjetja e koeficientéve té (x + y)™ éshté aplikimi mé tipik i trekéndéshit, ku n éshté numri i rreshtit
té trekéndéshit té Paskalit gé pérmban koeficientét né té njéjtin rend (nga e majta né té djathté) .[4]
Vlen gjithashtu té pérmendet se kéto rreshta fillojné té numérohen nga zero né vend té njé.

Duke filluar me 1, ne pérdorim sistemin toné tradicional t€ numérimit. Pérkundér faktit se
trekéndéshit té lartpérmendur iu dha njé emér, sipas Blaise Pascal, njé matematikan francez i cili
gjithashtu vlerésohet si njé nga té parét gé shpiku kalkulatorét mekaniké, ka prova gé ai u pérdor
né qytetérime shumé pérpara kohés sé Paskalit né 1654.[6] Ky trekéndésh éshté déshmuar té jeté
njé mjet i dobishém pér pércaktimin e rezultatit té situatave té tilla si hedhja e monedhave, numri
i hedhjeve t& monedhés mund té pérfagésohet nga njé rresht né trekéndéshin e Paskalit, i cili
pérmban rezultatet e mundshme né koeficientét e tij. Trekéndéshi i Paskalit éshté njé minieré ari e
kombinatorikés, teorisé sé numrave dhe matematikés né pérgjithési, me gjithcka nga numrat e
thjeshté deri te sekuenca e Fibonagit. Pérvec Blaise Pascal, ekziston njé matematikan tjetér i
famshém nga antikiteti, i cili dha njé kontribut kaq té réndésishém né kété fushé, sagé teoremat e
tij pérdoren ende sot dhe jané studiuar me rigorozitet nga matematikanét pér mijévjecaré. Ky
punim Kkryesisht éshté bazuar tek libri [15] i cili éshté pérkthyer dhe pérshtatur nga David J. Sookne
dhe Timothy McLarnan.
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1. TREKENDESHI | PASKALIT
Konsiderojmé vargun e numrave do,dl,dg,---,dn,pér disa n=012,3,...,n( pér n=0 ky varg
konsiston né numrin e vetém do. Nga kétu le té gjenerojmé tani njé varg té ri pér numrat

So1511++4 5541, Nga rregullat e méposhtme.

SO :dO (11)
S =0y +dy (@<k<n) (1.2)
S =0, (1.3)

Shohim qé ky varg i ri i vargjeve rrjedh nga origjinali i relacionit té Paskalit. Pér shembull nga

vargu 2,0,—2, mund té fitohet ( duke pérdorur relacionet e Paskalit) vargu i ri 2,2,—2,—2, nga ky

varg pastaj mund té fitohet vargu tjetér ge éshté 2,4,0—4,-2.

Matematikani dhe filozofi frances Blaise Pascal (1623-1662) filloi té hulumtonte pér vetité e njé
tabele trekéndéshe té numrave, ashtu qé secili rresht rrjedh nga relacionet paraprake (1.1)- (1.3).

Kjo tabelé, té cilin do t’a shqyrtojmé mé tutje, éshté i njohur si “Trekéndéshi i Paskalit”.

Vérejtje 1: Né qofté se vargu £ rrjedh nga vargu « nga relacionet e Paskalit, atéheré shuma e
elementeve té vargut g éshté e barabarté me dyfishin e shumés sé elementeve té vargut « . Duke

i pérdorur relacionet (1.1)- (1.3) marrim:

S +S, +S, +S;+..+S, +S, 4
=d, +(d,+d,)+(d, +d,)+..+(d , +d ) +d

=(d,+d,)+(d,+d,)+(d,+d,)+..+(d, +d )

=2(dy+d, +...+d,) (1.4)

11



VEérejtje 2: Themi gé vargu i numrave d0 + d1 +..t+ dn éshté simetrik né qofté se pér ¢do numér

té ploté k nga 0 né n vlen,
d, =d (1.5)

Pér shembull, vargu prej katér numrave 1,0,0,18shté simetrik. Vargu i numrave S;,S;,.--,S;, i cili

rrjedh nga vargu simetrik do,dl,dz,---,dn ynga relacionet e trekéndéshit té Paskalit éshté simetrik

ndaj vetvetés. Pér ta treguar kété sé pari duhet t’a vértetojmé relacionin e méposhtém,

Sk = S(n41)k (1.6)

Pér k =0,1,2,...,n+1. Por pér k =0dhe k =n+1 ekuacioni (1.6) rrjedh nga relacionet (1.1) dhe

(1.3) dhe kushti d, =d, (gé rrjedh nga (1.5) pér k =0). Pér (1 <k <n), kemi:

s, =d, , +d,
= dn—(k—l) +dn—k

= d(n+1)—k + d[(n+l)—k]—1 (1-7)

d[(n+l)—k]—1 + d(n+l)—k

= S(ne1)—k

NEé rastin e shembullit toné, aplikimi i relacioneve te Paskalit né vargun 1,0,0,1, e jep vargun prej
pesé elementeve 1,1,0,1,1qé éshté simetrik ndaj vetvetés. Té shqyrtojmé rastin kur vargu pérmban
numrin e vetém 1. Mund t’a thérrasim kété si “ vargu zero i Paskalit ”. Prej kétu, me ndihmén e
relacioneve te Paskalit mund té gjenerohet vargu, té cilin mund ta quajmé vargu i paré i Paskalit.
Duke aplikuar vargun e Paskalit, mund té gjenerohet vargu i dyté i Paskalit nga vargu i paré i
Paskalit dhe késhtu vazhdon.

Pérderisa né secilin kalim né vargun e ri, numri i elementeve té vargut rritet pér njé, atéheré mund
té jené n+1 numra né vargun e n -té. Pa kryer asnjé llogaritje, shohim gé nga vérejtjet 1 dhe 2

konkludojmé:

12



1. Shuma e numrave né vargun e n -té té Paskalit éshté 2"(pérderisa né procedurén prej
vargut té paré né vargun e ardhshém, shuma e numrave dyfishohet dhe shuma e vargut zero
gshté 2° =1).

2. Teé gjitha vargjet e Paskalit jané simetrike (derisa vetia e simetrisé éshté ruajtur nga e

kaluara nga njé varg ne tjetrin dhe vargu zero éshté simetrik).

L€ ta shkruajmé vargun e Paskalit, njérin pas tjetrin, né ményré gé ¢do numeér i ¢do vargu té gjendet
ndérmjet dhe poshté atyre numrave té rreshtit t¢ méparshém nga i cili éshté llogaritur. Fitojmé njé
tabelé té& pafundme gé quhet trekéndéshi i Paskalit, g¢ mbush brendésiné e njé kéndi té& c¢do
segmenti té tij, i pérbéré nga rreshti zero deri te rreshti i n -té qé formon trekéndéshin. Segmenti i
trekéndéshit té Paskalit gé pérmban 15 rreshtat e para( prej zeros deri tek i pesémbédhjeti) éshté

paragitur né Fig. 1.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 1 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 33 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1
1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1
1 [1a 91 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001 364 91 w1

Fig. 1 Trekéndéshi i Paskalit

Trekéndéshi i Paskalit éshté simetrik pér pérgjysmuesin e kéndit brendésiné e té cilit e plotéson,
pasojé e faktit qé c¢do rresht i tij éshté simetrik. Numrat né té poashtu i plotésojné njé numér té
vetive. Pér shembull, shuma e katroréve té elementeve té ndonjé rreshti, éshté e barabarté me
ndonjérin nga elementet té shtyllave vertikale pérgjaté pérgjysmuesit té kéndit. Pér ¢cdo numér té

thjeshté p , té gjitha elementet e rreshtit p pérpos numrit té paré dhe té fundit jané té pjesétueshém
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nga p .[7] ( Numri i thjeshté éshté pozitiv té gjithé numrat té cilét jané numra pozitiv té gjithé

pjesétuesit e numrave té ploté jané vetvetja dhe 1.)

Eshté e garté gé metoda e konstruktimit té trekéndéshit té Paskalit, mund té jipet duke mos u
mbéshtetur tek “ Relacionet ¢ Paskalit” ose tek “Vargjet e Paskalit”. Trekéndéshi i Paskalit éshté
thjeshté njé tabelé numerike e pafundme né formé té trekéndéshit né té cilin ¢do hyrje pérgjaté
anéve éshté 1 dhe né té cilin né secilin prej hyrjeve tjera éshté shuma e dy hyrjeve mé pérpara (né
té djathté dhe né té majté). Trekéndéshi fillimisht u paraqit né gazetén e Paskalit “ Treatise on the
arithmetic triangle ” publikuar pas vdekjes né vitin 1665. Né até punim tabela e rikrijuar né Fig.
2 u publikua, né té cilin ¢do hyrje éshté shuma e hyrjes sé méparshme né té njejtin rresht horizontal
dhe hyrja e méparshme né shtyllén e njejté vertikale. [8]

1/1{1 |1 |1 1 111 |11
1123 |4 |5 6 7 18 |9
1/3|6 [10(15 |21 |28 |36
1/4(10[20|35 |56 |84
1/5(15|35|70 | 126
1(6|21|56]|126

1(7]28]|84

18|36

1(9

1

Fig. 2 Trekéndéshi i Paskalit e strukturuar mé ndryshe

Pra, ¢ka quajmé “ trekéndésh té Paskalit ““ ndryshon nga “trekéndéshi” té gjetur nga vet Paskali

duke rrotulluar pér 45°.

Paskali hulumtoi né detaje vetité dhe pérdorimin e “trekéndéshit” té tij shumé prej kétyre vetive
do té shqyrtohen né kapitujt e ardhshém. Né fillim do té shqyrtojmé tri nga vetité e “trekéndéshit”

te té cilat fillimisht u béné té njohura nga veté Paskali. Pér kété géllim (dhe vetém né kété piké té
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shpjegimit toné) do té shqyrtojmé rregullin pér trekéndésh né rrafsh gé pérdori Paskali dhe do té

flasim pér “rreshta” dhe “kolona”.

Vetia 1: Cdo numér A i dhéné né tabelé paraget shumén e numrave té rreshtit t& méparshém, duke
filluar nga ana e majté deri tek numri i cili direkt géndron poshté (shih Fig. 3 né té cilin katrorét

gé pérmbajné shumat gé japin shumén A jané té hijezuara).

Fig. 3 Numri A gé paraget shumén e rreshtave té méparshém

Vetia 2: Cdo numér A né tabelé paraget shumén e numrave né kolonat e méparshme, nga pjesa e

sipérme deri te numri gé géndron direkt né té majté té A (Fig. 4).

Fig. 4 Numri A gé paraget shumén e numrave né kolonat e méparshme
Vetia 3: Pér ¢do numér A né tabelé, A — 1 éshté i barabarté me shumén e té gjithé numrave gé

gjenden né drejtékéndéshin té kufizuar nga veté kolona dhe veté rreshti ku piképrerja éshté A (ky

rresht dhe kjo koloné nuk jané té pérfshira né drejtékéndésh, shih Fig. 5).
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Fig. 5 Pér ¢do A shuma e pjesés sé hijezuar éshté e barabarté me A — 1

Veértetimi 1 vetisé 1 béhet me induksion matematik, metodé e pérshtatshme pér véretimin e
pohimeve rreth numrave té ploté jo negativ (té gjithé numrat). Vértetimi i njé pohimi té tillé pér té
gjithé numrat e ploté jonegativ pérfshiné dy hapa: (1) vendosjen e pohimit pér m=0 dhe (2)
vértetohet se nése pohimi vlen per m =k implikon vlefshmériné pér m=k +1. Pasi té plotésohen
kéto dy kérkesa, pohimi i déshiruar éshté vértetuar pér té gjithé numrat e ploté jo negativ m,
pérderisa pohimi pér m =0 té vendosur né hapin e paré, atéheré né hapin e dyté na lejohet gé té
konkludojmé gé pohimi vlen edhe pér m=1. Nga zbatimi i hapit té dyté pérséri, mund té

konkludojmé gé pohimi éshté i vérteté pér m =2, e késhtu me radhé.

Vetia e paré mund té vértetohet me ané té induksionit matematik si mé poshté: numéroni rreshtat

dhe kolonat (duke filluar nga lart dhe majtas) té trekéndéshit né foto, duke filluar nga zero. Le té

jeté Al qé tregon se numri ndodhet né rreshtin e n-té dhe né kolonén e m-té. Pohimi éshté qé

Al paraget shumén e (m-+1) hyrjeve té para nga (n—1) rreshtat, ose

A=A+ AT LA (1.8)
Hapi 1: Nése m =0 , atéheré ekuacioni (1.8) merr formén:

A=A

Megé A) = AJ™ =1 atéheré pohimi vlen pér m=0.

Hapi 2: Duke supozuar qé ekuacioni (1.8) vlen pér m =k, dhe duke pérdorur faktin gé ¢do hyrje
e “brendshme” paraget shumén e hyrjes menjéheré para saj né kolonén pérkatése dhe hyrjen

menjéheré para saj né rreshtin pérkatés, marrim:
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A=A+ AL
=ATHFA T LA AT A (1.9)
Nga hipoteza induktive pér m=k , qé:

A=A AT LA

Meqé (1.9) éshté njé rideklarim i ekuacionit (1.8) pér m=k +1, treguam gé e vérteta e pohimit
toné ( vetia e paré ) pér m =Kk nénkupton vértetésiné e saj pér m=k+1. Kjo dhe tregon

pérfundimin e vértetimit té hapit té dyta.

Vetia e dyté mund té vértetohet duke kryer njé induksion nga nné m. Ndérsa vetia e treté rrjedh

gjithashtu nga vetia e paré nga induksioni né nose nga vetia e dyté nga induksioni né¢ m.

Mé shumé se njé shekull para traktatit té Paskalit, megjithaté, tabela interesante jo né formén té
“trekéndéshit” por si té “drejtékéndéshit” u publikua né Traktatin e pérgjithshém mbi numrin dhe
masén (botuar né vitin 1556-1560), e cila u shfaq edhe pas vdekjes sé autorit, i dalluari
matematikati Italian Niccolo Tartaglia (1506-1559). Tabela e Tartaglia’s ka formén e cila éshté e

paragitur tek Tabela 1.[9]

10 20 35 56

15 35 70 126
21 56 126 252
28 84 210 462
36 120 330 792

R R R R R R Rk
o N o g M W N

Tabela 1 Tabela e Tartaglia’s
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Kétu ¢do numer né rreshtin zero éshté 1, né secilin nga rreshtat e mbetur numri nga e majta éshté
1 dhe ¢do numér tjetér pasues formohet si shumé e dy numrave direkt para dhe mbi té. Tabela gé

prezantoi Taraglia quhet natyrisht drejtékéndéshi i Tartaglia’s.

Elementet e secilit varg té Paskalit numérohen zakonisht nga e majta né té djathté duke filluar prej

zeros. Késhtu, vendi i dyté né rrethin e pesté pérmban numrin 10. Numri gé zé vendin e k -té né

rreshtin e n-té do t& shénohet me T," késhtu gé&, pér shembull, T =1, T, =10, T* =1001.

Prandaj shprehja T," padyshim mund té shprehet pér ¢do n >0 dhe k =01,...,n.

Le té shqyrtojmé vargun e pafundmé té formuar nga numrat T," pér ¢do numér té fiksuar k dhe

pér ndryshoren n, pra vargu:

TS, TS T2 LT (1.10)

Ky varg fillon me termin T derisa rreshti i k-t& éshté rreshti i paré i cili ka hyrjen e k -té.

Elementet e tyre jané numrat né trekéndéshin e Paskalit gé ndodhen né “ vijén e k -té nga e majta,
paralele me anén e majté « dhe gjithashtu duke u bazuar né simetriné e trekéndéshit, numrat qé
ndodhen né “ vijén e k-té né té djathté, paralele me anén e djathté “. Né drejtékéndéshin e

Tartaglia-s, kéta numra plotésojné kolonén e k -té dhe rreshtin e k -té.
Pér k =0 fitojmé vargun:

111171,...

( kolona zero ose rreshti zero i trekéndéshit té Tartaglia’s)

Pér k =1marim vargun e numrave natyror

1,2,3,4,5,6,...

( kolona e paré ose rreshti i paré i trekéndéshit té Tartaglia’s)

Pér k = 2marim vargun:

1,3,610,15,21,...
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(kolona e dyté ose rreshti i dyté i trekéndéshit té Tartaglia’s). Elementet e kétij vargu quhen numrat
trekéndésh, numri i m-té i trekéndéshit éshté T, , prandaj 1 éshté numri i paré i trekéndéshit, 3
éshté numri i dyté i trekéndéshit, e késhtu me rradhé. Ky emér éshté rezultat nga fakti gé numri i
trekéndéshit té m-té, T,” éshté numri i sferave (ose objekteve identike) té cilét mund té mbushen

né formén e njé trekéndéshi barabrinjés, baza e té cilit pérbéhet nga m sferat (shih Fig. 6).
Vecanérisht, numri i trekéndéshit t¢ m-té éshté numri i elementeve té pérmbajtura né rreshtin e

paré té trekéndéshit té Paskalit, nga zero deri tek (m—1).

(1) (3) 6)

Fig. 6 trekéndésh barabrinjés ku baza pérbéhet nga m- sferat

Le té jeté k =3, fitojmé vargun:
1,410,20,35,56,...
( kolona e treté ose rreshti i treté i trekéndéshit té Tartaglia’s). Numrat e kétij vargu quhen numat
piramidalé, ose mé sakté, numat katérkéndor, 1 &shté numri i paré katérkéndor, 4 i dyti, 10 i treti,
e késhtu me radhg, pra numri katérkéndor méshté numri T,"*>. Numri katérkéndor i rendit m
gshté numri T,""*dhe paraget numrin e sferave té cilat mund t& mbushen né formé té njé
katérkéndéshi (piramide trekéndore) me bazé té njé trekéndéshi barabrinjés té brinjés m (shih Fig.
7).

1) (4) (8)
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Fig. 7 Piramida trekéndore me bazé té njé trekéndéshi barabrinjés

Veprimet e Paskalit

Né bazé té pérkufizimit té tyre, numrat T," jané subjekt i relacioneve té méposhtme:

TOO = 1’ (21)
T =T, =1 pérn=012,.., (2.2)
T =T, +T, pérn=0412,....k=12,...,n (2.3)

Numrat T," jané plotésisht té pércaktuara nga kéto relacione, duke i pérdorur ekuacionet (2.1)-(2.3)

mund té ndértohen rreshta té shumté té trekéndéshit té Paskalit.

Pérkufizimi i T, mund té zgjérohet né ményré natyrale gé mund té keté sens edhe pér té gjithé
numrat e ploté jonegativ dhe ¢do numér té ploté k. Pér té realizuar kétg, formojmé T, = 0 pér
n>0 dhe pér k ashtu gé k <0 ose k > n. Késhtu gé, T," =0 pér té gjitha giftet (n,k) pér té cilin
n>0, k<0 dhe pér té gjitha c¢iftet (n,k) ashtu gé¢ n>0, k>n. Atéheré relacioni
T =T, +T," éshté i pérshtatshém pér té gjitha numrat k ( e jo vetém pér k nga 1 deri tek n sig
éshté paragitur né (2.3)) dhe né fund té gjitha numrat T," jané té pércaktuara nga ekuacionet e

méposhtme:

T, =1, (2.4)
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T2 =0 pér k=0, (2.5)
T =T, +T," pér n>0 dhe pér té gjitha k -té (2.6)

Atéheré, kéto relacione té mésipérme na lejojné gé t’i prezantojmé grafikun e gjeneruar té
trekéndéshit té Paskalit.

Konsiderojmé tabelén e pafundme té zerove, té rregulluar sipas rreshtave té shkallézuara sikur

méposhte:

...0000....
...00000....
...0000....
...00000....

Eshté e garté qé kjo tabelé i plotéson relacionet e Paskalit, i cili kérkon qé cdo numér té parages
shumén e dy numrave mé té afért té rreshtit paraprak [7]. Mund té imagjinojmé gé njéra nga zerot
tek tabela e mésipérme té zévendésohet me 1. Nése relacionet e Paskalit duhet té ruhen, atéheré
“trazimi” do té “zmadhohet né njé kénd” -ashtu si dallga né pérrua kur shqgetésohet nga njé shkop

—né formén e trekéndéshit té Paskalit:

...00100....
...001100...
...0121 0....
...013310...

Né ményré té réndomt jipen n dhe k (n=0,12,,...;k =01,...,n), do té jeté e mundshme té gjendet
T," nése kemi kohé dhe durim té mjaftueshém, duke shkruar njéheré trekéndéshin e Paskalit dhe
duke vazhduar deri sa té arrijmé tek shtylla e k -té dhe rreshti i n-té. Ose mund té pérfitonim nga
relacionet (2.1)-(2.3) té cilét na lejojné gé té pércaktojmé T,"duke kryer njé numér té fundém

mbledhjesh.

Le té konsiderojmé vargun e pafundém si mé poshté:
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T 5_3, S_Z, S—l! So, 51, Sz,
té jeté i derivueshém nga rreshti i pafundém:
v, d_y,d_q,dy,dq, dy, ...

Nga ligjet e Paskalit, kur s, = dj_; + dy pér cdo k. Ndérsa pérkufizimi i ligjit té Paskalit pér

rreshtat e fundém rrjedh nga secili rresht i fundém:
X1, X2, o) Xp
éshté i pércaktuar nga rreshtat e pafundém:
..,0,0,0, xq, x4, ... x5, 0,0,0, ...

Le té thirremi tek operatorét pér llogaritjen e T;' pér numrat n dhe k, operatorét e Paskalit.
Operatorét e Paskalit jané té pércaktuar pér ¢cdo n dhe k pér té cilin n>0, 0 < k < n .[8] Por nése
e ripércaktojmé T,* duke u bazuar tek relacionet (2.4)- (2.6), atéheré operatorét e Paskalit mund té

pércaktohen pér ¢do numér té ploté jonegativ n dhe ¢do numér té ploté k.

Punimet e méposhtme jané marré nga kéta autoré: [10], [11], [12],

Gjetjae numrit e

Njé tjetér veti e njohur gjerésisht e Trekéndéshit té Paskalit éshté se shumat e rreshtave té
Trekéndéshit té Paskalit éshté e barabarté me fugité e numrit 2. Prodhimet e rreshtave jané shumé

mé pak té drejta pérpara. Produkti i rreshtit n do té shénohet si mé poshté:

ap = ﬁ F.(k)
k=0

Duke pércaktuar pér rreshtat e paré, produkti duket se rritet jashtézakonisht shpejt:
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9
96
2500
162000
26471025
11014635520

CO =1 O U1 = W= D=

Duke shqgyrtuar raportet e produkteve té njépasnjéshme, ende nuk shfaget asnjé model i dukshém.
Megjithaté, duke ekzaminuar raportin e raporteve, kjo sekuencé tani duket té jeté aférsisht

gjeometrike, me njé raport té pérbashkét diku midis 2 dhe 3:

~0p41/0n
1.0

2.0
4.5
10.7
26.0
64.8
163.4
416.1
1067.6

O =1 oV W= o=

Duke hartuar raportin e raporteve té njépasnjéshme, mund té pérafrojmé shkallén e rritjes sé késaj

serie té re:
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iy
2.000
2.250
2.370
2.441
2.488
2.522
2.546

Oy N W= o3

2.715

oL
=

Sé fundi, raportet e raporteve té produkteve té rreshtave té njépasnjéshém i afrohen monotonisht

limitit: e (~2.71828). Kjo analizé numerike sugjeron si vijon:

. Qpiz/nia
lim ——— =

noe Ay /an

Ky pohim mund té tregohet né ményré analitike. Shénimi i paré, duke kombinuar termat e
ngjashém:

n ( ) n+1
an = H(Z) (H . k|)2

k=0

Limiti mund té rishkruhet duke pérdorur kété fakt:

(n!)n+1 . ((Tl + 2)!)n+3
lim ap " Apy2 _ (l_[;clzo k!)z (Hﬁ:o k!)z
n=>00yyq " Apyq ((n + 1)|)n+2 . ((n + 1)|)n+2
(Hn+1 k|)2 (Hn+1 k|)2

. (Hn+1 k')z (Hn+1 k|)2 (n!)n+1 . ((n + 2)!)n+3
oo ([ kD? - (M=o kD? ((n+ DH™Z - ((n+ DH+2

i ((n+1H? _ 1 . 1 (n+ 2)"3(n + 1)!
T s 1 ((n+2)D2 (n+ Drepl 1

3 (n+ 1H2 (n+ 2)"3(n + 1)!
Tate(m+ D"l ((n+2))?2
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o (m+ D! (n+2)nt?
now (m+ D (n+ 2)!

_ n! (n+ 2)"*1
= lim .
noo(n+2)" (n+1)!

s (Tl + 2)n+1
- nl_r,Eo (n + 1)n+1

_ n+2
=11m< )
n-oo \n + 1

n+1

Zévendésojmé x me n + 1 dhe marrim:

Pérkufizimi i numrit e:

Si pérmbledhje, e mund té gjendet nga Trekéndéshi i Paskalit duke marré fillimisht prodhimin e
cdo rreshti, llogaritja e raporteve té prodhimeve té njépasnjéshme, dhe pércaktimi i limitit té

raporteve té njépasnjéshme.[10]

Gjetjae ¢

Raportii Arté, i shénuar si ¢ pércaktohet si zgjidhja pozitive e ekuacionit kuadratik x? — x — 1 =
0. Zbatimi i ekuacionit kuadratik jep:

1++/5
¢ = ——~ 161803

Raporti i Arté shfaget né shumé vende né matematiké dhe mund té gjendet edhe né natyré.
Vecanérisht, ¢ shfaget si raport midis termave té njépasnjéshém té vargut té Fibonacci.
Vargu i Fibonaccit pércaktohet si mé poshté:

Fn = Fn_z + Fn—l; Fl = 1, F2 =1
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Raportet e kétyre termave konvergojné shpejt. Pércaktimi i 10 termave té paré jep ¢ né njé saktési

prej 3 shifrash dhjetore:

n|F | ~Fui/F
1|1 | 1.000
2|1 2.000
3|2 1.500
413 1.667
505 1.600
6| 8 1.625
7113 1615
8 |21 1.619
9 34| 1618
1055| 1618

Ky fakt mund té tregohet né ményré analitike. Duke supozuar se raportet konvergojné né njé vleré

té fundme jo zero r,

— 1: Fn+1 BERT Fn+2
r = lim = lim
n-oo n—oo Fyyq
Zbatimi i pérkufizimit té vargut té Fibonacci-it:
Fn + Fn+1

r = lim
nooo  Fpig

Fy

r = lim +1

n=% fnes

1
r=—+1
T

Pérkufizimi i ¢:
r’i—r—1=0

r=¢

Leonardo Pisano Bigollo ishte njé matematikan italian i cili u b& mé i njohur nga pseudonimi
Fibonacci. Né 1202 ai shkroi Liber Abaci gé kur pérkthehet do té thoté Libri i Abacus. Ky libér
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éshté i famshém pér prezantimin e numrave hindu-arabé dhe sistemin dhjetor né botén
peréndimore, por pérmbante gjithashtu njé sekuencé té famshme numrash pér té cilén ai mbahet
mend sot. Kjo sekuencé numrash ishte e njohur pér matematikanét indiané gé né fillimet e shekuliit
té 6- t& por ishte Fibonacci ai gé e prezantoi kété né Peréndim. Dy numrat e paré té serisé
Fibonacci jané 1 dhe 1, dhe mé pas ¢cdo numér pas késaj né seri &shté shuma e dy té méparshém
késhtu gé sekuenca Fibonacci éshté njé sekuencé rekursive e numrave. Gjithashtu, njé tjetér
shénim interesant né lidhje me sekuencén Fibonacci éshté si shkon sekuenca mé larg, raporti i
termave té njépasnjéshém i afrohet raportit té arté. [14]

Sekuenca e Fibonaccit mund té gjendet lehtésisht né Trekéndéshin e Paskalit duke ekzaminuar
shumat e "diagonaleve té cekéta". Shuma e n*" e diagonaleve té cekéta éshté e barabarté me (n +

1) numri i Fibonacci-it. Ndértimi i kétyre diagonaleve éshté paragitur mé poshté:

Kjo veti mund té shprehet duke shénuar:

In/2]
Faii= ) Poi(B)
k=0

Tani mund ta gjejmé ¢ drejtpérdrejt nga Trekéndéshi i Paskalit duke gjetur shumat e diagonaleve

té cekéta, dhe pércaktimi i limitit té raporteve té shumave té njépasnjéshme.[10]

F1’l+1

¢ = lim
n—->oo n

27



6 = lim —2ed Paoic ()
n—>ooz(n 1)/2JP k—1(k)

Gjetjae numrit o

Njé tjetér vecori e famshme e Trekéndéshit té Paskalit mund té gjendet duke ekzaminuar elementin
e treté né ¢do rresht: numrat trekéndésh. Numri trekéndésh i nt" pércaktohet si shumé e numrave
natyroré nga 1 deri né n. Eshté e lehté té tregohet pse kéta numra shfagen né Trekéndéshin e
Paskalit:

i e="CED (Yo p L@
k=1

Mé poshté jané rrethuar 5 numrat e paré numrat trekéndésh:

Né vitin 2007, matematikani Jonas Castillo Toloza zbuloi njé lidhje té garté midis numrave

trekéndésh dhe numrit 7.

SR S S SN N S SO S BN
B eT T3 6710 15721 28 26

1 1+[n/2]
ST

Vértetimi i kétij pohimi éshté paraqitur méposhté. Duke u bazuar né me formulén e Leibniz’ pér

.
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_2+2<1 2+2 2+2 2 )
B 1 3 5 7 9 11

_2+2(1 1+1 1 +1 1+1+1 1+1 1 )
B 1 2 2 3 3 5 5 6 6 7

22§90 G-D-6-D- G- G-D+G-H-)

Aplikojmé:

1 1 1
n n+l nn+1)

1 1 1 N 1 N 1 >
1-2 2-3 34 4-5 56 67

2 2 2 2 N 2 N 2

1-2 2-3 3-4 4-5 56 6-7

1 1 1 1 1

1
=24+ _4______ - ..
+1+3 6 15

11+n/2j
2+z< )

Duke pérdorur kété lidhje, numri = mund té nxirret nga trekéndéshi i Paskalit duke shtuar 2 né

shumén e reciproke té elementit té treté té ¢do rreshti, ku shenja para ¢do termi alternohet me njé

periodé prej 2.[10]
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Njé tjetér punim mjafté interesant si: Pércaktimi i algoritmit t€ shumézimit me bazé né

trekéndéshin e Paskalit éshté paragitur méposhté.[11]

Algoritmi i ri i shumézimit me qasje té trekéndéshit té Paskalit

0 1 1 0 --- Komponentet e 1 jane (0, 1)
| 2 | --- Komponentet 2 jane (1,3)
1 3 3 1  --- Komponentet e 3 jane (3, 6)

1 4 6 4 1 --—-Komponentet e 4 jane (6, 10)
1 5 10 10 5 1 ---Komponentet e 5 jane (10, 15)
1 6 15 20 15 6 | -—Komponentet e & jane (15, 21)
21 7 ]  -—-Komponentet e 7 jane (21, 28)
28 8 | ---Komponentet e 8 jane(28, 36)
36 9 | —-9(36, 45)

45 10 1-—10(45,55)

Kéta pérbérés té numrave kryesoré né trekéndéshin e Paskalit pérfagésojné numrat e trekéndéshit.
Pas veprim i mbledhjes sé t€ dy numrave té njépasnjéshém gé na lejon té shohim katrorin e

numrave kryesoré. Kur shikojmé skemén, éshté mjaft e thjeshté té zhvendosésh komponentét:

Numri kryesor 1; 0 +1 =1 =12 Numri kryesor 7; 21+28 =49 =72
Numri kryesor 2; 1+3 =4 = 22 Numri kryesor 8; 28+36 = 64 = 82
Numri kryesor 3; 3+6 =9 = 32 Numri kryesor 9; 36+45 =81 =92
Numri kryesor 4; 6+10 = 16 =42 Numri kryesor 10; 45 +55 =100= 102

Numri kryesor 5 ; 10+15 =25 =52

Numri kryesor 6; 15+21 =36 = 62
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Shembulli 1:

3x5=?

Ky shumézim i thjeshté do té zgjidhet nga njé metodeé e re:
3=(36)=3%3; 3,6

5=(10,15) = 5 * 5; 10,15

Numrat e brendshém jané anuluar dhe kemi 3 dhe 15, gé korrespondojné me: A,q, Byq;3 + 15 =
18 numrat kryesoré té véné né operatorin e zbritjes gé éshté 5 — 3 = 2, numri 2 (ndryshimi i
numrit éshté C=B-A) e cila i ka komponentet (1,3), né fund zgjidhet komponenti i dyté qé éshté 3
(3 i referohet C,, gé quhet komponenti i dyté i numrit té diferencés), 18 —3 = 15 do té jeté

rezultati kryesor i operacionit 3 * 5.[11]
A*B=A,+B,-(C,=3+15-3=15
Shembulli 2:

Trajtimi i numrave me shifra t& médha né veprimet e shumézimit, pércaktimi i komponentéve
numri kryesor mund té jeté i véshtiré kur pérdorim trekéndéshin Paskalit. Pra, ne duhet té gjejmé
njé ményré e cila éshté efikase pér t€ marré komponentét e numrit kryesor gqé zgjedhim né

trekéndéshin e Paskalit.
113 * 135 =?

Kur numri mé i madh éshté i pari kryesor dhe shkruhet i pari, logjika e algoritmit do té jeté pak

ndryshuar. Né pjesén tjetér kjo situaté éshté interpretuar.

A= 113 dheB = 125,B— A = 12 éshté numri i diferencés dhe ne duhet t€ marrim
komponentin e dyté té 12. Komponenti i paré i A dhe komponenti i dyté i B zgjidhen pér té

finalizuar operacionin.
Ax, Ay jané komponentét e paré dhe té dyté té A = 113.

Bx, By jané komponentét e paré dhe té dyté té B = 125.

31



Ax + Ay = A? dhedy — Ax = A
Bx + By = B*dhe By — Bx = B
Kéto ekuacione do té tregohen si mé poshté:
Ax = (A (A + 1))/2 — A

Ay = (A * (A + 1))/2

Bx = (B * (B + 1))/2 — B

By = (B * (B + 1))/2

C = B — A dhe komponentét e C jané:
Cx = (C + (C + 1)/2-C

Cy = (C+ (C+1))/2

dhe formula bazé éshté:
A*xB = Ax + By-Cy

Kur té gjithé pérbérésit e A, B dhe B — A(C) kombinohen, mé né fund marrim até formulé e cila

rezulton si vijim i gasjes matematikore:

Ax(A+1) B+ (B+1) L€+

AxB=(—S—=M+(—5—) - (€r—5=)

Axy By, Cy,

Kjo formulé ka dhéné njé mundési pér té kérkuar komponentét e numrave kryesoré (komponentét e
shumézuesit, té shumézuesit dhe té numrit té diferencés). formulat (3), (6), (8) jané i kombinuar dhe rezultati

tregohet si mé poshté:[11]

113 %114
2
= 6441 — 113) + 7875 — 78) = 14125

113 * 125 = ( ) — 113) + (125 * 126)/2) — (12 * 13)/2

Vertetimi:

Nése A dhe B € N*,B > Adhe B — A = C éshté numri i diferencés
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(A*(A+1)_ Bx(B+1

A*xB = > A)+(f)—(6*(6+1))/2)

1
E*((A*(A+1)—2A+(B*(B+1))_(C*(C+1))=A*B

= A2+ A—-2A+B>+B—C*—C=2(A * B)

A> —A+B>+B-C*-¢

2(A * B)

A> + B2 —C?> — A+ B - C = 2(A * B)
B — A ireferohet C,
A> + B2 — (B — A)?=2(A * B)
A®> + B2 — (B> + A? — 2(A * B)) = 2(A * B)

A? + B2 — B2 — A2 + 2(A * B) = 2(A * B)

A+«B =A%B

Ax(A+1) B (B + 1) C+ 1\ A? + B? — (?
A% B = f—A+ — _<c* > ): >

= Ax + By- Cy

Nése fillimisht shkruajmé njé numér mé té madh, ai ndryshon vargun e formulés né algoritmin e
trekéndéshit t&€ Paskalit. Kur A > B, duhet t& supozojmé se A éshté numri i paré kryesor (mé i
madh se B); tjetri korrespondon me numrin e dyté kryesor. Logjika e algoritmit té¢ shumézimit do

té béhet si mé poshté:

Ax(A+1 B* (B +1 c+1
AeB - (2 )4 ¢ (2 )_B)_(C*(2>

)

Kur A < B dhe nése shkruhet sé pari njé numér mé i vogél, formula éshté pércaktuar né seksionin

e méparshém si né vijim:[11]

Ax(A+1) B x (B + 1) C+1
A*“(f“‘)*(f)‘(c* )
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Njé tjetér punim mjafté i vecanté éshté punimi “Eksplorimi i trekéndéshit té Paskalit”.[12] Ky
punim ofron materiale pér té ndihmuar njé mésues té udhéhegé njé klasé né njé aventuré zbulimi

matematikor duke pérdorur trekéndéshin e Paskalit dhe ide té ndryshme té lidhura si temé.

Disa vézhgime té thjeshta pér trekéndéshin e Paskalit

Té gjithé numrat jané pozitivé. Ne fillojmé vetém me njé pozitiv 1, dhe ne mund té gjenerojmé
numra vetém duke pérfshiré 1 shtesé, ose duke shtuar numrat ekzistues pozitiv. (Vini re se kjo
éshté vértet njé prové induktive, nése shkruhet zyrtarisht.)

Numrat jané simetrik né lidhje me njé vijé vertikale pérmes majés sé trekéndéshit. Rreshti
fillestar me 1 i vetém né té éshté simetrik, dhe ne béjmé té njéjtat gjéra né té dyja anét, késhtu gé
megjithaté njé numér u krijua né majtas, e njéjta gjé u bé pér té marré numrin pérkatés né té djathté.
Kjo éshté njé ide themelore né matematiké: nése béni té njéjtén gjé me té njéjtat objekte, merrni té

njéjtin rezultat.

Shikoni modelet né vija paralele me skajet e trekéndéshit. Ka modele té bukura. Ai gé éshté

ndoshta shembulli mé i bukur éshté ai qé thoté:
1,3,6,10,15,21,...

Kéto jané vetém shumat: (1),(1 + 2),(1 + 2 + 3),(1 + 2 + 3 + 4), etj. Njé ekzaminim i
shpejté tregon pse trekéndéshi gjeneron kéta numra. Vini re se ata nganjéheré quhen "numra
trekéndésh™ pasi nése béni njé trekéndésh barabrinjés monedhash, pér shembull, kéta numra

numeérojné numrin e pérgjithshém té monedhave né trekéndésh. Né fakt, rreshti tjetér:
1,4,10, 20, 35, ...

quhen “numrat piramidalé&”. Ata do t€ numéronin numrin e, t€ themi, topave gé jané grumbulluar
né piramidat trekéndore té madhésive té ndryshme. A é&shté e garté pse mbledhja e numrave

trekéndésh sé bashku jep numrat piramidalé?

A éshté e garté se si trekéndéshi i Paskalit arrin t&é mbledhé numrat trekéndésh né kété ményré? Né

té njéjtén ményré, nése ato rreshtat pérfagésojné numérime té ngjashme né dimensionet 2 dhe 3, a
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nuk duhet gé dy rreshtat e paré té pérfagésojné disi numérimin e di¢cka né dimensione 0 dhe 1? Ata
e béjné - dhe kjo mund té jeté njé pércjellje e bukur né sjelljen e modeleve né 4 dhe dimensione

mé té larta.

Ekziston njé "aplikim" tjetér i késaj diagonale té katért. Ato jané shumat e numrave trekéndésh,
dhe nése ju mendoni pér kéngén "Dymbédhjeté ditét e Krishtlindjeve"”, numrat trekéndésh jané
numri i dhuratave té béra nga dashuria joné e vérteté né cdo dité, késhtu qé shuma e numrave

trekéndésh éshté numri total i artikujve té dhéné deri né até dité.

Mé voné né kété dokument do té nxjerrim formula pér elementet né trekéndésh dhe njé llogaritje
e paréndésishme do té tregonte ne qé pas dités sé dymbédhjeté té Krishtlindjeve, do té kishim

marré nga dashuria joné e vérteté gjithsej 364 artikuj.

Nése alternoni shenjat e numrave né ¢do rresht dhe mé pas i mblidhni sé bashku, shuma
éshté 0.

Kjo éshté e lehté pér té paré pér rreshtat me njé numér c¢ift termash, pasi disa eksperimente té
shpejta do té tregojné se nése njé numér né té majté éshté pozitiv, atéheré numri simetrik né té
djathté do té jeté negativ, siné: 1 —5 + 10 — 10 + 5 — 1. Njé drejtim pér té paré kété éshté se dy
numrat e barabarté né mes do té kené shenja té kundérta, dhe mé pas éshté e lehté té gjurmosh

pérpara dhe mbrapa dhe konkludoni se ¢do c¢ift simetrik do té keté shenja té kundérta.
Vlen té ngatérroni pak pér té paré pse kjo mund té funksionojé pér rreshtat me njé numér tek.
Ne déshirojmé gé rreshti tjetér (i gjashti, né kété rast) té duket késhtu:

+1 -6+ 15 —-20 + 15 - 6 + 1.

Nése u japim emrat e shkronjave numrave né rreshtin sipér tij:

a=+1b=-5c=+10;d = -10; e = +5; f = —1,

atéheré si mund t'i shkruajmé elementet né rreshtin 6 pér sa i pérket atyre né rreshtin 5? Kétu éshté

njé ményré e miré pér ta béré até:
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41 =a-0,-6=b—a;,+15 =c —b; -20=d — c; +15 = e — d; —6

Tani thjesht shtoni kushtet:
a—-0+b—-a+c—-—b+d-c+e—-—d+f—-e+0-Ff
dhe shuma éshté padyshim zero pasi ¢do term shfaget dy heré, por me shenja té kundérta.

"Rregulli i shkopit té hokejit™: Filloni nga ¢do 1 né té djathté skajin e trekéndéshit dhe ndigni
numrat majtas dhe poshté pér ¢do numér hapash. Ndérsa shkoni, shtoni numrat i takojné. Kur
ndaloni, mund ta gjeni shumén duke marré njé kthesé 90 shkallé né rrugén tuaj né té djathté dhe

duke shkelur poshté njé.

Quhet rregulli i shkopit té hokejve qé nga numrat té pérfshiré formojné njé vijé té gjaté té drejté si
doreza e njé hokej- shkop, dhe kthesa e shpejté né fund ku shfaget shuma e cila éshté si pjesa gé
kontakton topin. Figura e méposhtme ilustron dy prej tyre. E sipérmjashton 1+ 1+ 1+ 1 + 1 pér
té marré 5, dhe tjetra shton 1 + 4 + 10 + 20 pér té marré 35. (Pér shkak té simetrisé s¢ trekéndéshit

té Paskalit, shkopinjté e hokejit mundén té fillojné gjithashtu nga skaji i majté.)

Me kété interpretim, shikoni diagonalet e trekéndéshit té Paskalit si zero, njé, dy, tre, . . .
trekéndéshat dimensionale dhe shikoni se si rregullon shkopi i hokejit shton artikujt né secilén

diagonale pér té formuar diagonalen tjetér pikérisht né ményrén e pérshkruar mé sipér.

Ka modele interesante nése thjesht marrim parasysh nése termat jané tek apo cift. Nése shohim
figurén e méposhtme tek figura, né vend té numrave té zakonshém né trekéndéshin e Paskalit jané
vendosur rrathé gé jané ose té zinj ose té bardhé, né varési nése numri né até pozicion éshté tek

apo c¢ift, pérkatésisht.
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Shikoni modelin e pérgjithshém, por éshté gjithashtu interesant gé vihet re se disa rreshta jané
plotésisht té zinj. Cfar€ jane ata numra rreshtash? Ato jané rreshtat 0, 1, 3, 7, 15, 31 dhe secili prej

kétyre numrave éshté njé mé pak se njé fuqi e pérsosur e 2.
Sekuenca e Fibonagit éshté e fshehur né trekéndéshin e Paskalit:

Bazuar né figurén e méposhtme:

SN T

O e i Ny
SN ONTHENTHE N 2
NN SN NN T
5 10 10 5 S

8

Pra trekéndéshin e Paskalit dhe vizatojmé vijat e pjerréta si¢ tregohet dhe shtoni numrat gé

krygézojné c¢do vijé, shumat rezultojné té jené vlerat né seriné Fibonacci:

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, 233,377, ....
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Dy numrat e paré jané 1 dhe ¢do numér pas paraget thjesht shumén e dy numrave té

méparshém.[12]

Aplikim né aritmetiké

Njé hyrje e mundshme né seksionin e méparshém mund té jeté véshtrimi né fuqité e numrit 11:

11° = 1

11' = 11
112 = 121
113 = 1331
11* = 14641
115 = 161051

116 = 1771561
Eshté interesante se deri né fuginé e katért, shifrat né pérgjigje jané vetém shénimet né rreshtat e
trekéndéshit té Paskalit. Ajo gé po ndodh, sigurisht, éshté se 11 = 10 + 1, dhe pérgjigjet jané
vetém (10 + 1)", pér n té ndryshme. Gjithcka funksionon shkélgyeshém deri né rreshtin e pesté,
ku hyrjet né trekéndéshin e Paskalit béhen 10 ose mé shumé, dhe ka njé bartje né rreshtin tjetér.
Megjithése trekéndéshi i Paskalit &shté i fshehur, ai shfaget né kuptimin e méposhtém. Merrni

parasysh numri pérfundimtar, 11°:

(10 + 1)¢ = 10° = 1000000
+6-10° = 600000
+15-10° = 150000
+20-103 = 20000
+15- 102 = 1500
+6-10? =60
+1-10° =1
= 1771561
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Duke zhvendosur kolonat né ményré té pérshtatshme, numrat né ¢do rresht té trekéndéshit té

Paskalit mund té shtohen pér té llogaritur 11™ duke pérdorur numrat né rreshtin n.[12]
Aspekte kombinuese té trekéndéshit té Paskalit

Pérpara se té hyni né teori, éshté njé ide e miré té shikoni disa shembuj konkreté pér té paré se si
mund té béni duke numéruar pa ndonjé teori té caktuar nga njé lloj problemi i caktuar (i quajtur
"kombinacionet™) dhe pér té vérejtur se numérimet gé marrim ndodh gé té gjithé té jené numra qé
mund t'i gjejmé né trekéndéshin e Paskalit. Le té fillojmé me njé té thjeshté: Sa ményra ka pér té
zgjedhur dy objekte nga njé grup prej katér objektesh? nuk merr shumé gjaté pér t'i renditur ato
pér njé grup té caktuar, té themi {A, B, C, D}. Pas njé kérkimi té vogél, duket se kjo &shté njé lista

e ploté:

AB,AC,AD,BC,BD,CD.

Herén e paré gé studentét pérpigen t'i numérojné ato, éshté e garté gé ata nuk mund ti gjejné
kombinimet me ané té ndonjé renditje logjike si¢ éshté paraqitur mé lart, por ata do té kérkojné
pér njé kohé, do té gjejné gjashté dhe pas disa kérkimeve té kota, do té binden se i kané gjetur té
gjithé kombinimet. Pyetja e qarté éshté: "Si e dini se i keni té gjitha?"

Ka gasje té ndryshme, por njé mund té jeté dicka e tillé, "Ne do t'i rendisim ato sipas rendit
alfabetik. Sé pari gjeni té gjitha gé fillojné me A. Pastaj té gjitha qé fillojné me B, e késhtu me
radhé.” Provoni disa té tjera le té themi, 3 objekte nga njé grup prej 5. Seti éshté {A, B, C, D, E}

dhe kétu jané 10 té mundshmet grupe objektesh (té renditura sipas rendit alfabetik):

ABC,ABD,ABE,ACD,ACE,ADE,BCD,BCE,BDE,CDE

Vini re se strategjia ende funksionon, por duhet té jemi té kujdesshém pasi edhe kur jemi duke
punuar né pjesén ku ne gjejmé té gjitha treshet gé fillojné me A, ne ende duhet té gjejmé té gjitha
ciftet g8 mund ta ndjekin. Vini re se kjo ka, né njé faré kuptimi, éshté zgjidhur né shembullin e
méparshém, pasi nése e dini se po filloni me A, kané mbetur katér artikuj dhe Ushtrimi i

méparshém na tregoi se ekzistojné gjashté ményra pér ta béré até. Tani numéroni numrin e
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ményrave pér té zgjedhur 2 artikuj nga njé grup prej pesé. Pérdorni té njéjtin grup: {A, B, C, D,
E} dhe kétu jané 10 rezultatet:

AB,AC,AD,AE,BC,BD,BE,CD,CE,DE

A éshté thjesht fat gé ka té njéjtin numér ményrash pér té marré 3 artikuj nga njé grup me 5 dhe 2
artikuj nga nj€ grup prej 5? Celési kryesoré kétu éshté se nése ju them se cilat nuk po marr, kjo ju
tregon se cilat po marr. Késhtu pér ¢do grup prej 2 artikujsh, uné mund t'ju them se cilat 2 jané,
ose cilat 3 nuk jané! Pra, duhet té keté té njéjtin numér ményrat e zgjedhjes sé 2 nga 5 ose 3 nga
5.

Pasi shikojmé disa nga kéto, vérejmé se numérimet gé marrim jané té njéjta me numrat gé gjejmé
né trekéndéshin e Paskalit. Jo vetém kaq, por, té paktén pér ato pak situata gé kemi paré, numri i
meényrave pér té zgjedhur k gjéra nga njé grup prej n duket se éshté numri né kolonén k (duke
filluar numérimin e kolonave nga zero) dhe né rreshtin n (pérséri, duke filluar numérimin e
rreshtave nga zero). E vetmja hyrje gé mund té duket pak e guditshme éshté ajo pér rreshtin zero,
koloné zero, por edhe atéheré, duhet té jeté 1, pasi né té vérteté ka vetém njé ményré pér té zgjedhur

asnjé artikull nga njé grup bosh: thjesht nuk merr asgjé.

Me kété inkurajim, ne mund té pérpigemi té shohim pse mund té jeté e vérteté gé kombinimet dhe

numrat né trekéndéshin e Paskalit jané té njéjté.

S€ pari, njé shénim i vogél. Pér t€ shmangur thénien vazhdimisht té digkaje si, “numri i ményrave
pér té zgjedhur k objekte nga njé grup prej n objektesh”, do té€ themi thjesht “n zgjidhni k”. Ka

ményra té ndryshme pér ta shkruar até, por “(n zgjidhni k)” éshté sakté, me kllapat qé tregojné njé
grupim. Forma mé e zakonshme, natyrisht, éshté ajo e koeficienti binomial: (Z) , Jé do té rezultojé

té jeté e njéjta gjé. Pra, nga puna joné e méparshme, mund té themi se (5 zgjidhni 2) = (5 zgjidhni

5

3) = 10.

3) = 10, ose, né ményré alternative, (g) = (
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Vetité elementare

Hyrjet né trekéndéshin e Paskalit pérfagésojné koeficientat e zgjerimit binomial (a + b)", ku a, b
jané ¢do numér real ndérsa n éshté ¢do numér i ploté jonegativ. Duke zgjeruar disa nga rastet e

para fitojmé:

(a+b)° =1

(a+b)=a+b

(a + b)? = a? + 2ab+b?

(a + b)3 = a3+ 3a?b + 3ab? + b3

(a + b)* = a* + 4a3b + 6a?b? + 4ab® + b*

Pra nése n = 0, koeficientat e zgjerimit binomial &shté rreshti fillestar i trekéndéshit té Paskalit qé
ndryshe njihet si rreshti zero. Nése n = 1,2,3,4, koeficientat e zgjerimit binomial jané rreshti i
paré, i dyté, i treté, i katért, respektivisht. Prandaj hyrjet né trekéndéshin e Paskalit mund té

shprehen nga:

n !
(k) - k!(:—k)!' (nk)€Z =0 (3.1)

Identiteti 1 Paskalit: ¢cdo hyrje e trekéndéshit té Paskalit paraget shumén e dy vlerave té ngjitura né

rreshtin e méparshém.

D-07+C7D mwezzo 62

Identiteti i Paskalit luan njé rol té réndésishém né vértetimin e disa vetive té trekéndéshit té
Paskalit. Eshté faktori kryesor né pérfundimin e disa vértetimeve té induksionit né trekéndéshin e
Paskalit. Gjithashtu,

r r

(5)=(C)=1 rez=o (3.3)

r

Duke u bazuar né kombinatoriké trekéndéshi i Paskalit mund té shprehet né formén si mé poshté:
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Fig. 8 Trekéndéshi i Paskalit né termin e kombinatorikés

Ekzistenca e fugive té 2-shit paragitet né secilin rresht té trekéndéshit té Paskalit [16]. Prandaj,

shuma e rreshtit té n-té éshté 2™. Konsiderojmé shumén e rreshtit té katért:
1+4+6+4+1=16=2"

Prandaj pér ¢do rresht n,
()= k=0 @4

Veértetim: Ekuacioni (3.4) lehté vértetohet me ané té induksionit matematik dhe identitetit té
Paskalit (3.2) i cili luan njé rol té réndésishém né pérfundimin e vértétimit. Rasti i paré éshté kur
n = 0, éshé e garté gé 2° = 1. Tani supozojmé qé ekuacioni éshté i vérteté pér n = [ dhe kemi

i _o = 2! dhe vértetojmé gé ekuacioni vlen pér n = [ + 1. Konsiderojmé:
[+1 [+1 [+1 [+1
( 0 )+( 1 )+( 2 )+'"+(z+1)

Duke pérdorur identitetin e Paskalit dhe faktin gé (l -5 1) = (é) dhe (5 i D

(ﬁ) mund ta

rishkruajmé shprehjen si:

)+ )+ QD+ Q=+ L)+ Q)+ () =2[(Q)+ Q) +-+ ()]

Shohim gé shuma té cilén e supozuam éshté e vérteté. Prandaj, shprehja éshté:
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2 _21 — 21+1

Me kété e pérfundojmé induksionin matematik dhe poashtu treguam gé ekuacioni (3.4) géndron.

Polya ka prezantuar shumén e katroréve té cdo hyrje né rreshtin n i cili éshté i barabarté me hyrjen

e mesme té rreshtit 2n [16]. Kjo éshté,

sa() =), nkzo

Konsiderojmé shumén e katroréve té rreshtit té 4:

2
Z(i)2=12+22+12=6

k=0

Gjithashtu,

4!
() =3r7=6

Né vazhdim po e paragesim figurén e shembullit té€ mésipérm gé punuam:

Fig. 9. Shembulli (3.5) pérn = 2

(3.5)

Poashtu (3.5) mund té tregojmé qgé é&shté i sakté duke pérdorur teknikén e ecjes me blloge, kjo ide

éshté paragitur nga Polya [16]. Pér ta thjeshtésuar, do t’a vértetojmé duke marré né konsideraté

shembullin e mésipérm pra té shumave té katroréve té rreshtit té dyté. Nga (3.5) e dijmé gé kjo

shumé éshté (;L) = 6. Duke pérdorur teknikén e ecjes né blloge, supozojmé gé fillojmé nga maja

e trekéndéshit, pra nga rreshti 0. Qellimi joné éshté té pérfundojmé tek 6. Fig. 10 nén (a) tregon tri

rrugé té ecjes nga rreshti 0 tek numri 6. Pérderisa trekéndéshi i Paskalit éshté simetrik ndaj boshtit
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vertikal, e dijmé gé ekzistojné edhe tri rrugé tjera né drejtimin e kundért gjé gé éshté paragitur né
Fig. 10 nén (b).

1
e
1 1 27
1 1 1 ¥ % 1
1 4 6 4 1 1 4 87 4 1
(@) (b)

Fig. 10 Teknika e ecjes né blloge

Shohim gé kombinimi i kétyre kombinimeve formojné njé rrugé té jashtme té diamantit me
rreshtin e mesém gé éshté rreshti i dyté. Prandaj, pér té arritur tek numri 6 duhet té kalojné pérmes
¢do hyrje né rreshtin e dyté. Shohim gé éshté vetém njé rrugé pér té arritur te hyrja 1 né rreshtin e
dyté, pastaj ekzitojné dy rrugé pér té arritur tek hyrja 2 né rreshtin e dyté dhe ekziston vetém njé
rrugé pér té arritur tek hyrja e e fundit 1 né rreshtin e dyté. Pérderisa diamanti éshté simetrik ndaj
boshtit horizontal, ekziston vetém njé rrugé pér té arritur tek numri 6 nga hyrja 1 e rreshtit té dyteé,
atéheré jané dy rrugé pér té arritur tek hyrja 6 nga hyrja e fundit 1 né rreshtin e dyté. Né total jané
1-1+2-2+1-1=6rrugé té ecjes nga rreshti 0 deri tek hyrja 6.

Piramida e Paskalit

Piramida e Paskalit &shté njé zgjerim tredimensional i trekéndéshit té Paskalit, e cila gjenerohet
duke filluar nga 1 né rreshtin e paré, pastaj rreshti i ri fitohet duke shtuar tre vlerat ngjitur ne lidhje
me rreshtin e méparshém. Duke e pérséritur katér heré algoritmin e njejté fitohet piramida e

méposhtme [17]:
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Fig. 11 Piramida e Paskalit

Té hyrat e vendosura ne rreshtin e n-té paragesin koeficientat e zgjerimit (a + b + ¢)"™, ku a, b, c
jané numra realé dhe n éshté cdo numér i ploté jo negativ. Duke e zbérthyer disa nga rastet e para

marrim:

(a+b+c)° =1

(a+b+c)=(a+b+0)

(a+b+c)*=a?+2ab + b?+ 2ac + 2bc + ¢?

(a+b+c¢)® =a®+3a’b + 3ab? + b® + 3a®c + 6abc + 3ach? + 3ac? + 3bc? + ¢3

Shohim qé koeficientét pérputhen me hyrjet né secilin rresht. Poashtu ato mund té shihen lehtésisht

méposhté:
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la +1b a? +2ab +1b%* ad +3a’b + 3ab? + 1c?

NN

+2ac 2bc +3a?c

+1c +3ac? + 3bc?
+1c? +1c3

Fig. 12 Zgjerimi i piramidés sé Paskalit pér (a + b + ¢)™ pérn = 1,2,3.
Nga [18], ne mund té ndértojmé ¢do shtrirje né piramidén e Paskalit. Pér té marré shtrirjen n,
fillimisht duhet té ndértojmé trekéndéshin e Paskalit deri né rreshtin n. Mé pas shkruajmé rreshtin
n si koloné, prané trekéndéshit té Paskalit dhe shumézojeni ¢do hyrje né koloné né rreshtin
pérkatés né trekéndéshin e Paskalit. Pér shembull, pér t¢ marré shtresén 5 fillimisht shkruajmé

rreshtat 0 — 5 te Trekéndéshi i Paskalit, pérvec késaj do té shkruajmé rreshtin 5 né anén e majteé.

1 1

5] 1 1

10 1 2 1

10 1 3 3 1

] 1 4 6 4 1

1 1 5 1 1w 5 1

Fig. 13 Konstruktimi i piramidés sé Paskalit né shtrirjen e 5

Produkti i hyrjeve né kolonén e majté me hyrjet né rreshtin pérkatés e trekéndéshit té Paskalit jep

shtresén e pesté té piramidés sé Paskalit.

10 20 10
10 30 30 10
520 30 20 5
1 5 10 10 5 1
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Fig. 14 Shtrirja e 5 e piramidés sé¢ Paskalit
Ngjashém me koeficientét binomial, ne mund té gjejmé koeficientét piramidén e Paskalit nga. [19]
n .y _nl . _ s
(i,j,k)_m’ i+j+k=nn,ijk=0.

Pérvec késaj,

(QZO}Zan):%gm)=L n=0

Shohim @g, (i ]nk) éshté koeficienti i a'h/c* né zgjerimin e (a + b + ¢)™. Ngjajshém me
identitetet e Paskalit né vijim nga [17] kemi:

BARAEARBRAN N
Lik) = \i—-1jk) " \ij-1,k) " \ijk-1)

Trekéndéshi i Sierpinskit

Trekéndéshi i Sierpinskit éshté njé fraktal i famshém qgé formon njé model té ngjashém gé
pérséritet gjithmoné trekéndéshat pasi jané té lidhura mesi i brinjéve té njé trekéndéshi. Ai u
emérua pas Waclaw Sierpinski, njé matematikan polak, i cili né vitin 1916 pérshkroi disa nga vetité
interesante té trekéndéshit. Ndér vetité qé ai pérshkroi éshté veté-ngjashméria e gjetur brenda

trekéndéshit..[14] Figurat e méposhtme tregojné trekéndéshin e Paskalit pér modulet 2,4,12,16.
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Fig. 15 Trekéndéshi i Paskalit, Modulo 2
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Fig. 16 Trekéndéshi i Paskalit, modulo 4

49



Fig. 17 Trekéndéshi i Paskalit, modulo 12
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Fig. 18 Trekendéshi i Paskalit, modulo 16

Punimet me méposhtme jané marré nga [20], [21], [22] si referenca parésore ndérsa si referenca
dytésore jané né shénimet e méposhtme.
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Disa modele té trekéndéshit té Paskalit

Numrat natyror

Fig. 19 Numrat natyror né trekéndéshin e Paskalit
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Fugite e 2-shit

2?!

24=16

]

6

25=64

25=32

27=128

28 =256

29=512

(o
g l 211 =2048

210 = 1024

afhaaana

o
1 5

—_—

n=11

Fig. 20 Fugqité e 2- shit, 2™
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Fugite & 1l-shit

ll?!

114 = 14641

115 = 161051

116 = 1771561

Fig. 21. Fuqité e 11-shit 11™
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Fig. 22 Numrat trekéndésh né trekendéshin e Paskalit
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Numrat katerkendor

Fig. 23 Numrat katérkendor né trekéndéshin e Paskalit

1T nNé trekéndéshin e Paskalit népérmjet numrave trekéndor

Njé seri e pazakonté gé prodhon r u zbulua nga Jonas Castillo Toloza né 2007, seria pérbéhet nga

numrat reciprok trekéndor dhe si e tillé, mund té zbulohet né trekéndéshin e Paskalit:

,_t,1 11 11 1 1 1 1
T e=17376 10715721 28 36 ' 45 55

1 1 1 1 1 1 1 1 1

Mé poshté, jané té paraqitura dy zgjidhje: njé té shkurtér gé e redukton né seriné e Nilakantha-s
dhe njé tjetér, pér shkak té Jonas Castillo Toloza, gé jep késhtu njé derivim té pavarur té késaj té
fundit.
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Njé vézhgim i réndésishém pér té dyja provat éshté se seria e mésipérme shfaq konvergjencé
absolute, duke nénkuptuar se shuma e saj éshté e pavarur nga renditja e termave: ajo mbetet e

njéjté né c¢do rirregullim té serisé.
Grupohen ciftet e njépasnjéshme té termave me shenja té ndryshme:

, t,1 11 11 1 1 1
T e=1737 671071521 28 36 ' 45

_1+1 1_+1 1
B 6 30 84 180

4 4 4 4 4 4
2:3:4 4-5-6 6-7-8 8:9-10 ’

=1

qé éshté pikérisht seria e Nilakantha-s. Derivimi bazohet si vijon:

2 2 _ 4
mn—Dn nn+1) -1 'n-(n+1

Vértetimi i dyté:

Prova origjinale nga Jonas Castillo Toloza éshté shumé mé e pérfshiré, por gjithsesi varet nga
konvergjenca absolute e serisé. Rigruponi termat né dy seri, me shumat A dhe B, duke vendosur

né secilin term tjetér:

1 1 1

A—1 1+ +
"1 6 15 28 45

Dhe

B_1 1+1 1+1
3 10 21 36 55

Le t€ gjejmé A fillimisht:

1 1 1 1 1

A1 s 5 8t

2 2 2 2 2

=2732756 7.8 910
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e para éshté seria Leibniz, formula e dyté e Taylor-it pér In(1 + x) né x = 1.
Vazhdojmé né ményré té ngjashme pér té llogaritur B:

B_1 1+1 1+1
3 10 21 36 55

2 2 N 2 2 N 2
23 45 6:-7 8:9 10-11

2-D-2-Yerl-D -2l

_(1 1+1 1+1 ) 2(1 1+1 1+ )
B 3 5 7 9

—1n2+2(5—1) —lm2+2-2
N 4 N 2 7
Pérfundimisht:;

A+B=(§—ln2>+(ln2+g—2)=7t—2
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Numrat katalan né trekéndéshin e Paskalit

Tony Foster gjeti praniné e fshehur té numrave katalan né trekéndéshin e Paskalit:

25 - 11 = [14]

91 - 49 = 42

336 - 204 =

Fig. 24 Numrat katalan né trekéndéshin e Paskalit

Numri i n —té katalan C,, = ﬁ (Znn) mund té zbulohet né kombinimin e méposhtém:

=)+ () - ) -G)
Ose mé saktésisht:

(2n —3)! 2n-2) (2n-3)! (2n —2)!

Cn:(n—1)!(n—2)!+n!(n—2)!_n!(n—3)!_(n+1)!(n—3)!

Pérn = 5, termat pozitivé jané né ngjyré blu, ato negative né portokalli:
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Njé ményré tjetér - mé e thjeshté dhe mé e njohur - mund té gjendet né [Grimaldi, 154-155].
Eshté ilustruar nga diagrami i méposhtém:
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Ekzistojné dy ményra té tjera pér t€ marré numrat katalan si diferencé kéto jané paragitur mé

poshté:



Aplikimi i trekéndéshit té Paskalit né programet paralele

Trekéndéshi i Paskalit ofron njé fushé loje interesante pér algoritmet numerike pér llogaritjen e
koeficientit binomial. Paralelizimi i tij, né vecanti, éshté njé detyré e véshtiré gé i lejon studiuesit
té hetojné disa vecori thelbésore té programimit paralel. Jané pérshkruar disa gasje algoritmike, si

dhe performanca e tyre serike dhe paralele.

Llogaritja e koeficientéve té binomit:

(&) = 7o

nga trekéndéshi i Paskalit (Fig 3.1.) ofron njé fushé té lojrave shumé interesante pér algoritmet
numerike. Secili rresht i Fig. 1. i korrespondon njé vlere t& n dhe pérmban kéto vlera té (Z) pér

n =0,1,2, ..., n. Softueri né kété tekst bazohet né vetité:

() =G+ @1
Treguar me shigjeta pér vlerat jo té paréndésishme dhe relacionin e simetrisé.
()= (20 @2)

Treguar nga vija me pika gé shkon poshté tek gendra e grafikut.

Ideja mé e thjeshté pér té pérdorur trekéndéshin e Paskalit, pér té llogaritur (Z) bazohet né

re s c A .. /m—1 n—1 ..
zvogélimin rekurziv té secilés vleré (k) né dy komponentet e tij <k B 1) dhe ( K ) Rekurzioni
ndérpritet kur vlerat e paréndésishme (111) = (ni 1) = n 0se (3) = (Z) = 1 jané arritur. Vlerat

nga ana e djathté e trekéndéshit té Paskalit, jané pasqyruar né anén e majté nga relacioni i simetrisé

(4.2), i cili redukton numrin e klauzolave “if”.

Me ané té Visual Studio éshté punuar kodi pér trekéndéshin e Paskalit, megenése drejtimi ka té
béjé edhe me pjesén e informatikés pra té programimit atéheré éshté punuar kodi pér paragitjen e
trekéndéshit té Paskalit varésisht se me sa rreshta déshirojmé ta paragesim. Mé poshté éshté
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paragitur kodi ku jané té pérfshira edhe komentet pér secilén hap té kodit dhe pastaj ekzekutimi i

kodit ne vareési té rreshtave qé duam ta paragesim kété trekéndésh.

static void Main(string[] args)

{

int nrRreshtave, mbledhesi= 1, blk, i, j;

Console.Write("\n\n");
Console.Write("Trekendeshin e Paskalit:\n");

Console.Write("---------cmmm e "y
Console.Write("\n\n");

While (true)
{

Console.ForegroundColor = (ConsoleColor)_random.Next(0, 16);

if(Console.ForegroundColor == ConsoleColor.Black)

{
¥

Console.WriteLine();

Console.ForegroundColor = (ConsoleColor)_random.Next(0, 16);

Console.WriteLine("Trekendeshi i paskalit per n =");

nrRreshtave = int.Parse(Console.ReadlLine());

for (i = @; i < nrRreshtave; i++)

{

// krijimi I hapesirave ne varesi nga numri I rreshtave
Shembull nese nrRreshtave eshte 4, atehere krijohen tri hapesira para mbledhesit.
Console.Write(neé String(' ', (nrRreshtave - i) * 3));

for (blk = 1; blk <= nrRreshtave - i; blk++)
Console.Write("");

for (j = 0; j <= 1i; j++)
{
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0)

[
|
1}

if (j ==0||
mbledhesi = 1;

else
mbledhesi
mbledhesi = mbledhesi * (i - j + 1) / j;

Console.Write("{0,6}", mbledhesi);

}

Console.WritelLine();

Console.Write("\n");

}
}
}

Ekzekutimi i kodit

Procesi i ekzekutimit té kodit

JTrekenshin e Paskalit:

Fig. 25 Informatat para se me shénu vlerén e n-té

Trekenshin e Paskalit:

Fig. 26 Hapi i shenimit té vlerés n
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ITrekenshin e Paskalit:

Fig. 27 Rezultati per vleren n=3 dhe n=5 té lexuar

Fig. 28 Rezultati pér n=15
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Fig. 29 Rezultati pér n=20

2. DEFINIMI | HULUMTIMIT

Trekéndéshi i Paskalit, éshté rast i vecant i zgjidhjes sé detyrave matematikore dhe i referohet
zgjidhjes sé detyrave binomiale dhe detyrave té kombinatorikés me ané té trekéndéshit té Paskalit.
Konkretisht, réndésia e kétij trekéndéshi bazohet né até se mundéson gjetjen e koeficienteve té
formulés sé binomit, kombinimet e ndryshme tek pjesa e kombinatorikés, probabiliteti, etj.

Qéllimi i problemit

Qéllimi kryesor i kétij hulumtimi &shté shqyrtimi dhe analizimi i zgjidhjes sé detyrave nga veté
nxénésit pér trekéndéshin e Paskalit ku detyrat poashtu jané té lidhura ngushté me formulén e
Binomit dhe njékohésisht ky hulumtim tregon gé réndésia e trekéndéshit té Paskalit éshté

jashtézakonisht e madhe sidomos tek pjesa e kombinatorikeés.
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Metodologjia

Ky hulumtim éshté hulumtim sasior, i cili synon té eksplorojé té kuptuarit nxénésve pér efikasitetin

e zgjidhjeve té problemeve matematikore me ané té trekéndéshit té Paskalit.

Cfaré éshté kérkimi sasior

Procesi i mbledhjes dhe analizimit té t€ dhénave numerike njihet si hulumtim sasior. Mund té
pérdoret pér té kérkuar modele dhe mesatare, pér té béré parashikime, pér té testuar marrédhéniet
shkakésore dhe pér té ekstrapoluar rezultatet né grupe mé té médha.

Hulumtimi sasior éshté e kundérta e hulumtimit cilésor, né té cilin mblidhen dhe analizohen té

dhénat jo-numerike (p.sh. teksti, video ose audio).

Né shkencat natyrore dhe sociale, si biologjia, kimia,matematika, psikologjia, ekonomia,

sociologjia dhe marketingu, hulumtimi sasior pérdoret gjerésisht.

Metodat e hulumtimit sasior

Metodat sasiore té kérkimit mund té pérdoren né studime pérshkruese, korrelative ose
eksperimentale.

e Ju thjesht déshironi njé pérmbledhje té pérgjithshme té variablave tuaj té studimit né
kérkimin pérshkrues.

e Hulumtimi korrelativ shqyrton marrédhéniet midis variablave né studimin tuaj.

e Ju kryeni kérkime eksperimentale pér té paré nése ekziston njé marrédhénie shkak-pasojé

midis variablave.

Hulumtimet korrelative dhe eksperimentale mund té pérdoren pér té pérdorur statistika pér té
testuar zyrtarisht hipoteza ose parashikime. Bazuar né metodén e kampionimit té pérdorur,

rezultatet mund té pérgjithésohen né njé popullaté mé té madhe.
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Shpesh do t'ju duhet té pérdorni pérkufizime operacionale pér té kthyer konceptet abstrakte (si
disponimi) né masa té vézhgueshme dhe té matshme kur mblidhni té dhéna sasiore (p.sh.,

vetévlerésimet e ndjenjave dhe nivelet e energjisé).

Metodat sasiore té kérkimit

Metodat

hulumtimit

e

Si té pérdoren

Shembuj

Eksperiment

Pér té matur efektin e njé
ndryshoreje té pavarur né
njé variabél té varur,
kontrolloni ose

manipuloni até.

Pér té testuar nése njé ndérhyrje mund té
zvogélojé zvarritjen tek studentét e kolegjit, ju u
jepni grupeve me pérmasa té barabarta ose njé

ndérhyrje  zvarritése o0se njé detyré té

krahasueshme. Ju krahasoni vetévlerésimet e

(sistematik).

ose dukuri me interes dhe

monitoroni até né

mjedisin e saj natyror.

sjelljeve té zvarritjes midis grupeve pas
ndérhyrjes.

Anketa Béni pyetje njé grupi | Ju shpérndani pyetésoré me shkallé vlerésimi pér
njerézish  personalisht, | studentét e universiteteve ndérkombétare té vitit
pérmes telefonit ose né | t€ paré pér té hetuar pérvojat e tyre té goditjes
internet. kulturore.

Vézhgim Identifikoni njé sjellje | Pér té studiuar pjesémarrjen né klasén e kolegjit,

ju uleni né klasa pér t'i vézhguar ato, duke
numéruar dhe regjistruar mbizotérimin e sjelljeve
aktive dhe pasive nga studenté me prejardhje té
ndryshme.
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Hulumtimi Mblidhni té dhéna gé | Pérté vlerésuar nése géndrimet ndaj ndryshimeve
sekondar jané  mbledhur  pér | klimatike kané ndryshuar gé nga vitet 1980, ju
géllime té tjera, p.sh., | mbledhni té dhéna pérkatése té pyetésorit nga
sondazhe kombétare ose | studime gjatésore gjerésisht té disponueshme.

té dhéna historike.

Tabela 2 Metodat e hulumtimit sasior [16]

Analiza sasiore e té dhénave

Pasi t¢ mblidhen té dhénat, mund t'ju duhet t'i pérpunoni ato pérpara se té analizohen. Pér shembull,
té dhénat e sondazhit dhe testimit mund té kené nevojé té transformohen nga fjalé né numra. Pastaj,
mund té pérdorni analizén statistikore pér t'iu pérgjigjur pyetjeve tuaja kérkimore.

Statistikat pérshkruese do t'ju japin njé pérmbledhje té té dhénave tuaja dhe do té pérfshijné masat
e mesatareve dhe ndryshueshmérisé. Ju gjithashtu mund té pérdorni grafikét, grafikét e
shpérndarjes dhe tabelat e frekuencave pér té vizualizuar té dhénat tuaja dhe pér té kontrolluar pér

cdo tendencé ose periferiké.

Duke pérdorur statistika konkluzionale, mund té béni parashikime ose pérgjithésime bazuar né té
dhénat tuaja. Ju mund té testoni hipotezén tuaj ose té pérdorni té dhénat tuaja té mostrés pér té

vlerésuar parametrin e popullsisé.

Avantazhet e kérkimit sasior

Hulumtimi sasior shpesh pérdoret pér té standardizuar mbledhjen e té dhénave dhe pér té
pérgjithésuar gjetjet.

Pérparésité e késaj qasjeje pérfshijné:

Replikimi

Pérséritja e studimit éshté e mundur pér shkak té protokolleve té standardizuara té mbledhjes sé té

dhénave dhe pérkufizimeve té prekshme té koncepteve abstrakte.
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Krahasimet e drejtpérdrejta té rezultateve

Studimi mund té riprodhohet né mjedise té tjera kulturore, kohé ose me grupe té ndryshme

pjesémarrésish. Rezultatet mund té krahasohen statistikisht.
Mostra té médha

Té dhénat nga mostrat e médha mund té pérpunohen dhe analizohen duke pérdorur procedura té

besueshme dhe té géndrueshme pérmes analizés sasiore té té dhénave.
Testimi i hipotezave

Pérdorimi i procedurave té testimit té hipotezave té formalizuara dhe té vendosura do té thoté qé
ju duhet té konsideroni dhe raportoni me kujdes variablat e kérkimit, parashikimet, mbledhjen e té

dhénave dhe metodat e testimit pérpara se té arrini né njé pérfundim.

Disavantazhet e hulumtimit sasior

Pavarésisht pérfitimeve té kérkimit sasior, ai ndonjéheré éshté i pamjaftueshém né shpjegimin e

temave komplekse kérkimore. Kufizimet e tij pérfshijné:
Sipérfagésia

Pérdorimi i pérkufizimeve operacionale té sakta dhe kufizuese mund té pérfagésojé né ményré
joadekuate koncepte komplekse. Pér shembull, koncepti i humorit mund té pérfagésohet vetém me

njé numér né kérkimin sasior, por shpjegohet me shtjellim né kérkimin cilésor.
Fokus i ngushté

Variablat e paracaktuar dhe procedurat e matjes mund té nénkuptojné gé ju té injoroni vézhgime

té tjera pérkatése.
Paragjykimi strukturor

Pavarésisht procedurave té standardizuara, paragjykimet strukturore ende mund té ndikojné né
kérkimin sasior. Mungesa e té dhénave, matjet e pasakta ose metodat e papérshtatshme té

kampionimit jané paragjykime gé mund té ¢ojné né pérfundime té gabuara.

Mungesa e kontekstit
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Hulumtimi sasior shpesh pérdor mjedise té panatyrshme si laboratorét ose nuk merr parasysh

kontekstet historike dhe kulturore gé mund té ndikojné né mbledhjen e té dhénave dhe rezultatet.

Bazuar te (Lynn C. Hart dhe Stephanie Z. Smith dhe Susan L. Séars) pér egzaminimin e metodave
te hulumtimit né matematiké pér edukim pérgjaté viteve (1995-2005) thuhet se nga 710 artikuj
kérkimor né arsimin matematikor botuar né gjashté revista té njohura arsimore gjaté periudhés
1995-2005 konstaton se 50% nga studimet pérdorén vetém metoda cilésore, 21% pérdorén vetém
metoda sasiore dhe 29% metoda té pérziera cilésore dhe sasiore né ményra té ndryshme. Edhe pse
numri i artikujtve té metodave té pérziera tregojné disa variacione nga viti né vit dhe nga revista
né revisté, nuk ka tendencé té dallueshme gjaté késaj periudhe kohore pér koleksionin e revistave

té studiuara.

Céshtjet té eksploruara pérfshijné pércaktimin e kategorive té kérkimit dhe mé pas kategorizimin
e studimeve, balancén dhe mbizotérimi ndérmjet vargjeve sasiore dhe cilésore, dhe integrimi me

konkluzionet.

Nga grupi i 710 kérkimeve té artikujve té botuar né arsimin matematikor nga viti 1995 deri né
vitin 2005, né gjashté revista té njohura né gjuhén angleze, (Lynn C. Hart dhe Stephanie Z. Smith
dhe Susan L. Swars) zbuluan se 92 studime ose 13% evidentuan pérdorimin e njé gasjeje té
metodave té pérziera duke kombinuar metodat cilésore me statistikat konkluzive, 115 studime ose
16% metoda té kombinuara cilésore me statistika pérshkruese, 352 studime ose 50% pérdorén

vetém metoda cilésore dhe 151 studime ose 21% pérdorén vetém metoda sasiore.

Tabela 2 raporton frekuencat dhe pérgindjet sipas gazetés. Shumat dhe pérgindjet pér revistat e
pérgjithshme bazohen vetém né ato artikuj té kategorizuar si arsim matematikor artikuj kérkimor.
Pér shembull, né ESJ ne identifikuam 224 studime kérkimore. Megjithaté, vetém 37 prej atyre
studimeve kané té béjné me arsimin matematikor, dhe 21 prej tyre (56%) jané pérdorur metoda té

pérziera.

Kishte disa ndryshime midis revistave gé kemi ekzaminuar né pérgindjen e metodave té pérziera
té studimeve té publikuara gjaté periudhés. ESJ, ESRQ dhe JRME publikuan pérgindje té médha
té studimeve me metoda té pérziera né arsimin matematikor (56%, 50% dhe 36%, respektivisht) e
ndjekur nga JMTE, ESM dhe AERJ (28%, 24% dhe 16%, respektivisht).
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JMTE dhe ESM demonstruan njé prirje pér studime vetém cilésore, ndérsa AERJ peshonte shumé
vetém nga ana sasiore. JRME publikoi numrin mé té madh té studime té metodave té pérziera duke
kombinuar metodat cilésore me statistikat konkluzive né arsimin e matematikés gjaté késaj
periudhe. ESM publikoi numrin mé té madh té metodave té pérziera studime gé ndérthurin metodat

cilésore me statistikat pérshkruese.

Figura poshté tregon shpérndarjen e pérgindjes sipas vitit pér katér kategorité tona. Sé paku analiza

e regresionit katror tregon pjerrésiné e linjés sé trendit té pérshtatjes mé té miré pér pérgindjen.

Frekuencat dhe p&rgindjet e prevalencés sipas garetés

Mumri total Te perziera: Te perziera:

i kerkimeve cilesore dhe cilesore dhe 1° Vetem Vetem

matematikore konkluzionale pershkruese Eezhi?"a sasiore cilesore
otali

Edukimi matematikor

JRME 172 IT(21%) 25 (15%) 62 (36%) T8 (45%) 32 (19%)
ESM 306 20 (T 53(17%) T3 (24%) 192 (63%) 41 (13%)
JMTE 93 (6% 20(22%) 26 (28%) 6l (6e%) 6 (6%

Edukimi elementar

EST 7 12 (32%) 9(24%) 21 (56%) 11 (30%) 3 (14%)
ECRQ 26 12 (46%) I (4%) 13 (50%) I (4%) 12 (46%)

Edukimi i pergjithshem

AERT TG 5(T%) T(9%) 12 {16%) Q{12%) 55 (72%)
Total 0 92 (13%) 115 (16%) 207 (29%) 352 (30%) 151 (21%:)

Tabela 3 Frekuenca dhe pérgindja sipas gazetés
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Fig. 30 Shpérndarja dhe pérgindja sipas viteve

Mostra

Trekéndéshi i Paskalit zhvillohet né Shkollén e Mesme té Mjekésisé “Rezonanca”, pérkatésisht né
klasén e dhjeté prandaj pérzgjedhja e pjesmarrésve ka gené e géllimshme. Nga teté klasé té dhjeta
té drejtimeve mjekésore né Prishtiné éshté pérzgjedhur né ményreé té rastésishme njé klasé. Késhtu
gé mostra e kétij hulumtimi pérbéhet nga 25 nxénés té Shkollés sé mesme té mjekésisé
“Rezonanca” né Prishtiné té cilét nuk kané njohuri pér Trekéndéshin e Paskalit dhe poashtu as pér

formulén e Binomit e pjesén e kombinacioneve e as per probabilitet.

Metodat pér mbledhjen e té dhénave

Metodat e mbledhjes sé té dhénave té kétij hulumtimi do té jené dy teste né formé té shkruar ku
nxénésit do té nénshtrohen testit té paré dhe poashtu edhe testit té dyté.

Fillimisht nxénésve né njé oré mésimore do t’u tregohet qé nxénésit e klasés sé pérzgjedhur né
ményré té rastésishme do t’u nénshtrohen njé testi dhe pastaj prap edhe njé testi té dyté pasi gé do
t’u spjegohet formula e binomit, kombinatorika dhe trekéndéshi i Paskalit si dhe probabiliteti. Né

kété klasé té pérzgjedhur do t’i nénshtrohen testit i cili éshté i pérberé me detyra té cilat mund té
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zgjidhen me ndihmén e trekéndéshit té Paskalit por megé nxénésit nuk kané njohuri njéheré pér
kété trekéndésh, detyrat jané té formuluara né até ményré gé pérpos me trekéndésh mund té kené
ide té tjera pér t’i zgjidhur pra nuk do té jené detyra gqé nxénésit mos té kené fare ide pér t’i zgjidhur.
Pér realizimin e kétij testi, nxénésit kishin kohé 40-50 minuta pér ta plotésuar. Nxénésit kané
punuar miré dhe pérgjaté plotésimit té testit jané vézhguar nga mésimdhénési dhe poashtu i’u éshté

dhéné udhézime pér ndonjé gjé té pagarté.

Né orét né vazhdim pas mbajtjes sé testit, nxénésit fillojné té informohen fillimisht pér kapitullin
e kombinatorikés, e pastaj formulén e binomit dhe né fund pér trekéndéshin e Paskalit dhe

probabilitetin.

Pas spjegimit té kétyre njésive qé pérafersisht kané kaluar katér javé pér ti spjeguar dhe poashtu
gé nxénésit ti kené plotésisht té garta kéto koncepte atéhéré prap té njejtit nxénés pastaj do ti
nénshtrohen testit té dyté né té cilin do té jené detyra té ngjajshme me detyrat e testit té paré por
jo té njejta. Testi i dyté prap do té zgjasé 40-50 min.

Ményra e formulimit té testit

Ideja e kétij hulumtimi éshté gé me ané té kétyre dy testeve jo domosdoshmeérisht té caktohen nota
pér nxénésit por, té shihet ndikimi i spjegimit t¢ mésimdhénésit né zgjidhjen e detyrave té testit
kundrejté zgjidhjes sé detyrave pa pasur njohuri pér kéto njési dhe poashtu pér trekéndéshin e
Paskalit.

Testi i paré dhe poashtu edhe testi i dyté jané formuluar né até ményré gé testi pérmban gjithsej 5
pyetje ku dy pyetjet e para kané té béjné me zgjerimin dhe poashtu caktimin e koeficientéve té
detyrés sé dhéné ku zgjerimi dhe koeficientet lehtésisht caktohen me ané té trekéndéshit té Paskalit.
Ndérsa dy pyetjet e fundit kané té béjné me kombinime pra me kombinacionet té cilat poashtu

mund té zgjidhen me trekéndésh té Paskalit dhe detyra e fundit do té jeté me probabilitet.

Detyrat e parashtruara né test pra normalisht jané detyra gé nxénésit edhe me njohuri té
pérgjithshme mund ti zgjidhin por sigurisht pas spjegimit té trekéndéshit té Paskalit zgjidhja e

kétyre detyrave béhet edhe mé e lehté dhe mé e qarté.
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Ményra e vlerésimit té detyrave do té béhet né kété formé: nxénésit té cilét nuk e kané té sakté
zgjidhjen do té marrin zéro piké, nése zgjidhja do té jeté pjesérisht e sakté do té marrin njé piké

dhe nése zgjidhja do té jeté e sakté do té marrin dy piké.

Kéto té dhéna sé pari do té vendosen né Excel por do té analizohen me SPSS ku né kolonén e paré
do té futen rezultatet pér testin e paré, né kolonén e dyté rezultatet pér testin e dyté dhe me ané té
t-test do té shohim se a ka pas ndikim né zgjidhjen e detyrave spjegimi i trekéndéshit té Paskalit.

Pytetjet e hulumtimit jané:

1. Shqgyrtimi dhe analizimi i zgjidhjeve té detyrave né lidhje me trekéndéshin e Paskalit duke
mos pasur njohuri nxénésit pér kété trekéndésh.
2. Shqyrtimi i zgjidhjeve dhe analizimi i zgjidhjeve té detyrave né lidhje me trekéndéshin e

Paskalit pas fitimit té njohurive té trekéndéshit té Paskalit.

75



3. ANALIZA DHE INTERPRETIMI | REZULTATEVE

Pérmes rezultateve gé jané paraqitur né tabelat e méposhtme si dhe analizimit té detajuar té tyre
do t’1 japim pérgjigje pyetjeve t&€ hulumtimit.

Nxénésit jané vlerésuar me dy piké nése zgjidhja ka gené plotésisht e sakté, me njé piké nése
zgjidhja ka qgené jo térésisht e sakté dhe me zero piké nése zgjidhja ka gené e gabuar ose ska gené
e zgjidhur fare.

MEé poshté do t’i parages disa detyra té disa nxénése té cilét kané zgjidhur detyrén sakté, té atyre
qé zgjidhja ka gené jo e ploté dhe té atyre qé zgjidhja ka gené e gabuar.

Paraqitja e disa detyrave té zgjidhura nga testi i paré

Detvra 1: Nijghsoni:

(x-3) =

Zgjidhja e sakté e nxénésit:
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Detyra e mésipérme ka té béjé me nxénésin i cili ka zgjidhur sakté detyrén me njohurité gé ka deri
para se té spjegohej trekéndéshi i Paskalit dhe ka marré dy piké. Kryesisht zgjidhja e detyrés nuk
ka ndonjé gabim dhe vlerésohet si e ploté.

Zgjidhje tjetér nga nxénésit porn é kété rast zgjidhje jo té sakta dhe pjesérisht té sakta jané té
paragitura mé poshté:

l();ir:)::j;?::r:\ : (és 3) ; (;(_ZS> - (y—3> ‘/X‘S) -/X-g): /)(“3) =
ﬁ(—?) ) ) ) )’/)03):

:(X2—\3><§+6‘> ® (%24330{@) - [x?'-{ RX 46

Zbérthimi nga nxénési ka filluar sakté, por pastaj zbérthimi i katrorit t€ binomit ka gené i gabuar
dhe konsiderohet si pérgjigje e pasakté.

Detyra 1: Néhsoni:
a3 =(f=3) (=3 - (XF3) - (y-3) - (¥=3) - ({5 (x-3)

{@-9) (K=3) - O-9)- x=3)
Njé tjetér zgjidhje poashtu e pasakté e detyrés sé paré éshté paraqgitur mésipér. Po vérehet gé ka
prej atyre nxénésve qé nése i shumézojné kllapat i shumézojné vetém dy shprehjet e para dhe té

dytat. Pra edhe né rastin e mésipérm nxénési ka béré kété gabim e gé pastaj normalisht gé edhe
zgjidhja e késaj detyre do té jeté e pasakté.

Ndérsa mé poshté éshté paraqitur zgjidhja e detyrés sé dyté nga nxénési ashtu gé zgjidhja ka gené
jo e ploté dhe é&shté treguar zgjidhja e sakté e késaj detyre nga ana ime.

Detyra 2: Caktoni koeficientin g& gjendet prang x*y* pér:

(2x + }?:}5 =

Mé poshté tregohet se si &shté zgjidhur detyra nga nxénési:
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Kjo detyré éshté pjesérisht e sakté. Ményra e fillimit té zgjidhjes sé detyrés éshté e sakté deri tek
zbérthimi i katrorit té binomit. Poashtu edhe tek pjesa e shumézimit té kllapave, por pastaj nxénési
nuk e ka vazhduar. Si duket nuk ka ditur té vazhdoj pastaj pjesén e mbetur té shumézimit.

Njé tjetér zgjidhje e késaj detyre por né kété rast zgjidhje e pasakté:

Zgjidhja e detyrés ka filluar sakté por pastaj nxénési nuk ka vazhduar zgjidhjen e késaj detyre.

Ndérsa zgjidhja sakté e detyrés pér gjetjen e koeficientit prané x3y? éshté:

()= COx Vs e i) Lery)

- Lt byt Y Loct gy (el

2(16)\(‘ 1106 7<3 \a + H}-‘-X-‘-rl\b £ 3«311(, At 4 lﬂ.\a>+
Tl e gt L v

RS IEIE N TR T )

= MRS A g 0 pby AR LY PO

t+ g‘[nal\ + % \a“l —0-3‘5

‘5"[_\,(5—*. lao gﬁ‘\}+ \20 7.331‘_'_ lltﬂ'hk‘&.s —+/0% ‘}H t\(jE\

Koeficienti prané x3y? éshté 80.
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Méposhté jané paraqitur poashtu disa zgjidhje té detyrés sé treté e gé kryesisht kané gené zgjidhje
té pasakta

Detyra 3: Néss e hudhni monedhén tri herg. sa kombinime t€ ndryshme mund 8 fitons?

Mé poshté éshté treguar zgjidhja e pasakté e nxénésit:

Ményra e formulimit pér t’u pérgjigjur pra se si i ka ndaré numrat dhe figurat e paraqitjes sé
monedhés jané né rregull, mirpo nxénési i ka dhéné vetém tri raste té mundshme, por kombinimet
nuk kané gené té sakta sepse nése monedha hudhet tri heré atéheré nuk jané vetém dy kombinime
té mundshme por jané tri. Mund té ndodhé gé nxénési nuk e ka lexuar detyrén me vémendje ose
mund té ndodhé gé njohurité pér zgjidhjen e detyrave té kétij lloji ose sensi pér zgjidhjen e llojeve
té kétyre detyrave éshté i pamjaftjueshém.

Njé tjetér zgjidhje e pasakté e késaj detyre éshté paragitur méposhté:

Nxénési ka paragitur vetém katér kombinime.

Ndérsa njé zgjidhje e sakté nga njé nxénés éshté paraqitur méposhté:
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Ndérsa zgjidhja e sakté pér t’i gjetur kéto kombinime éshté:

Pra gjithsej teté kombinime té ndryshme.

Ké&to ishin disa nga detyrat e zgjidhura nga nxénésit né testin e paré. Ndérsa pas spjegimit té njésive
po i parages disa foto t& nxénésve qé i kané zgjidhur pastaj detyrat me trekéndésh té Pasakalit.
Detyrat kané gené pothuajse té njejta por gé kané dalluar né pjesén e numrave ose né formulim té
detyrave.

Paragqitja e disa detyrave té zgjidhura nga testi i dyté

Té paragitura mé poshté jané disa detyra té zgjidhura nga testi i dyté pas spjegimit té trekéndéshit
té Paskalit:

Zgjidhja:
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Nxénési ka zgjidhje té ploté té detyrés duke pérdorur trekéndéshin e Paskalit poashtu dhe ka
caktuar koeficientin prané x3y . Pra bazuar tek koeficientat e trekéndéshit éshté zgjeruar detyra e
dhéné né testin e dyté. Nxénési né fjalé poashtu ka zgjidhur sakté edhe detyrén e paré tek testi i
paré.

Zgjidhje tjetér e sakté e nxénésit né testin e dyté por gé nuk éshté pércaktuar koeficienti prané x3y,
prandaj zgjidhja éshté marreé si pjesérisht e sakté.

Njé tjetér zgjidhje plotésisht e sakté éshté treguar mé poshté e detyrés sé dyté.

Ndérsa né fund po parages njé zgjidhje té nxénésit gé ka zgjidhur detyrén e dyté jo me trekéndésh
té Paskalit por sikur zgjidhjet né testin e paré. Por zgjidhja e detyrés nuk ka gené e sakté.
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Mé poshté éshté paragitur njé databazé me té dhénat e nxénésve pér pikét né testin dhe pikét né
testin e dyté.

Nr. I
nxenesve Test i pare

Nx.1
Nx.2
Nx.3
Nx.4
Nx.5
Nx.6
Nx.7
Nx.8
Nx.9
Nx.10
Nx.11
Nx.12
Nx.13
Nx.14
Nx.15
Nx.16
Nx.17
Nx.18
Nx.19
Nx.20
Nx.21
Nx.22
Nx.23
Nx.24
Nx.25

DN, ||| (0|N|O |

=
o

DN |h (N0 U |~ WU wiIN|INoow,

Tabela 4 Rezultatet e nxénésve né testin e paré dhe té dyté
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Pér testin e paré né bazé té zgjidhjeve té detyrave dhe analizimit té tyre, nxénésit kané arritur qé
prej gjithsej 125 pytje, 46 pérgjigje ishin té sakta, 37 ishin pérgjigje pjesérisht té sakta, 32 ishin
pérgjigje té gabuara dhe 10 detyra nuk ishin zgjidhur fare. Tabela éshté paragitur méposhté:

Tabela 5 Paragitja e zgjidhjeve té detyrave né testin e paré
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Ndérsa nga testi i dyté jané marré kéto té dhéna: nga 125 pytje gjithsej, 77 pérgjigje ishin té sakta,
35 pérgjigje ishin pjesérisht té sakta, 9 pérgjigje té gabuara dhe 4 nuk ishin pérgjigjur fare.
Méposhté éshté paraqitur tabela me té dnénat pér testin e dyté:

Tabela 6 Paragitja e zgjidhjeve té detyrave né testin e dyté

Duke i paré kéto dy tabela pa i analizuar ende té dhénat shohim gé numri i pérgjigjeve té sakta né
testin e dyté éshté dyfishuar ndérsa pérgjigjet pjesérisht té sakta kishte mé shumé né testin e paré
qé tregon gé nga spjegimi i kétyre njésive nxénésit kané arritur gé té pérmirsohen né zgjidhjen e
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detyrave me trekéndéshin e paskalit duke béré gé shumica e detyrave gé ishin né testin e paré
pérgjigje pjesérisht té sakta, té kalonin tek pérgjigje té sakta né pjesén e dyté.

Intepretimi i té dhénave statistikore pér testin e paré dhe té dyté

Tabela me té dhéna pér testin e paré dhe té dyté éshté dhéné mé sipér, pra rezultatet e nxénésve
jané té paraqgitura né tabelé. Pér té analizuar té dhénat statistikore pér tabélén me té dhénat e testit
té paré dhe té dyté éshté pérdorur programi SPSS dhe me kété program me ané té krahasimit té
mesatareve (compare means) konkretisht Independent Samples T-Test jané marré kéto rezultate:

T-Test
[DataSet0]
Group Statistics
Std. Error
Grupet M Mean Std. Deviation Mean
Piket 1 25 51600 201412 40282
2 25 7.6000 2.06155 4123
Independent Samples Test
Levene's Test for Equality of
Variances ttest for Equality of Means
95% Confidence Interval of the
> Mean Std. Error Difference
F Sig. t df Sig. (2-tailed) Difference Difference Lower Upper
Piket  Equalvariances
assumed 053 819 -4.233 48 .0oo -2.44000 AT643 -3.59898 -1.28102
Equal variances not
assumed -4.233 47.974 .0oo -2.44000 AT643 -3.59800 -1.28100

Grepet jané pércaktuar nga rezultatet e testit té paré dhe té dyté nga 25 rezultate pér secilin grup.
Mesatarja né grupin e paé éshté 5.1600 ndérsa mesatarja né grupin e dyté éshté 7.6000, poashtu
éshté paragitur edhe devijimi standard dhe gabimet standart té mesatareve. Ndérsa né tabelén e
dyté éshté e réndésishme té shihet signifikanta e gé njékohésisht paraget vlerén e p-sé. Né rastin
toné signifikanta éshté 0.000103 e cila éshté me e vogél se p < 0.05 gé do té thoté se dallimi
ndérmejt rezultateve té testit té paré dhe té dyté éshté mjafté i madh dhe késhtu pérfundojmé qé
ndikimi né pjesén e spjegimit t&€ mésimdhénésit konkretisht té trekéndéshit té Paskalit ka rezultuar
né pérmirésim dhe ngritje té rezultateve pas spjegimit té trekéndéshit té Paskalit.
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DISKUTIMI

Qéllimi i kétij hulumtimi ishte té analizoj réndésiné e spjegimit té trekéndéshit té Paskalit né
zgjidhjen e detyrave té ndryshme né matematiké sic jané detyrat me formulén e Binomit, me
kombinacione dhe probabilitet.

Rezultatet e kétij hulumtimi u analizuan duke u bazuar né testet e nxénésve dhe né rezultatet e
arritura né teste. Poashtu u analizuan edhe zgjidhjet e nxénésve, gé disa prej zgjidhjeve ishin té
sakta, disa jo té plota por dhe zgjidhje té pasakta ose té zbrazta.

Cka éshté me réndési né kété punim, bazuar edhe tek rezultatet e testit sigurisht spjegimi i
trekéndéshit té Paskalit ka ndikuar né zgjidhjen me té lehté dhe mé té shpejté té detyrave duke
ardhé né pérfundim edhe né rezultate mé té mira né testin e dyté. Ka pasur prej tyre gé edhe pse
i’u éshté spjeguar trekéndéshi i Paskalit, zgjidhjet e detyrave i kané béré me metodén qé i kané
zgjidhur detyrat né testin e paré.

Gjithashtu ka pasur té atillé qé sikur né testin e paré e poashtu edhe né té dytin kané treguar
rezultat maksimal. Por kryesisht njé pérgindje e madhe tregojné qé rezultatet né testin e dyté
kané gené shumé té mira krahasuar me até té parin gjé gé rezulton edhe né vértetimin géllimit té
hulumtimit mbi efikasitetin e zgjidhjes sé detyrave me ané té trekéndéshit té Paskalit.
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