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Abstrakt

Né kété punim jané paraqitur, fillimisht, integralet parametrike, pér té vazdhuar pastaj
me transformimet e Laplas-it dhe transforimet Furie-sé, pér té cilat kemi dhéné disa nga
vetité qé i gézojné kéto transformime. Pastaj, jané dhéné, gjithashtu, edhe zbatimet e
tyre né zgjidhjen e disa integraleve mé té veganta, g¢ me metoda té zakonshme do té
ishin té pamundura té zgjidhen, ndérsa, kéto transformime kemi paré se kéto paragesin
njé tekniké mjaft efikase né zgjidhjen e kétij problemi. Né fund, jané paragitur edhe
disa kode né lidhje me kéto transformime, né softuerin aplikativ matematik, Matlab,
pérmes té cilit kemi paré se sa i réndésishém éshté ky softuer né zgjidhjen e problemit
gé i kemi parashtruar vetes.

Fjalét kyce: Integral parametrik jo i veté, transformimi i Laplas-it, transformimi
I Furie-sé, funksioni i Hivisaid-it, funksioni impulsiv i Dirak-ut, funksioni i
gabimit, funksioni komplementar i gabimit, funksioni Beta, funksioni Gama,
bllok funksioni, funksioni trekéndésh, funksioni i Gaus-it, identiteti i Parseval-it
pér transformimet Furie sipas sinuseve dhe kosinuseve, seria e Makloren-it,
transformimi i imazheve, Wolfram Mathematica, Geogebra, Matlab.



Hyrje

Teoria e integraleve shénon kthesé me réndési té posacme né historiné e
shkencés, respektivisht né zhvillimin e teknologjisé, pérmes té cilés shkenca ka filluar
njé zhvillim té hovshém drejt majave té sodit, madje, vazhdon, me hapa té tillé, edhe
sot e késaj dite. Prandaj, kjo paraget njé nga teorité mé té studiuara dhe gé béhen
kérkime té vazhdueshme né zhvillimin e késaj 1émie, gjé qé imponohet edhe nga fusha
tjera jomatematike, té cilat, zgjidhjen e shumé problemeve té tyre e shohin né teoriné e
integraleve. Duke e marré né konsideraté, shumédimensionalitetin e pérhapjes sé tyre
né fusha té ndryshme shkencore, éshté e qarté se e téré teoria e integraleve nuk mund
té pérfshihet brenda njé punimi, prandaj, i jemi pérkushtuar vetém njé kategorie té
vecganté té saj, gjegjésisht, transformimeve té Laplas-it dhe transformimeve Fourie.

Pér té pasur njé pasqyré mé té pastér pér kéto transformime, pérkatésisht
zbatimin e tyre,punimin e kemi ndaré né pesé kapituj, edhe até:

- Né kapitullin e paré kemi trajtuar integralet parametrike respektivisht vetité
dhe llojet e tyre, ku vetité jané dhéné né formé té teoremave, si dhe pér té pasur
njé kuptim sa mé té sakté jané marré edhe shembuj pér trajtimin e integraleve
né ményré sa mé precise.

- Né kapitullin e dyté, do té trajtojmé transformimet e Laplas-it, pér té cilat jané
dhéné té gjitha pérkufizimet e nevojshme pér té shqyrtuar ato dhe pér té marré
vetité kryesore té tyre, té cilat do t'i japim né formé té teromave apo pohimeve,
duke ja bashkangjitur shumé prej tyre edhe vértetimet, e gjithashtu edhe pér
shumé prej atyre vetive kemi marré edhe shembuj pér thujase ¢do veti,
gjegjésisht aplikimit té asaj vetie.

- Kapitulli i treté, do té zhvillohet né logjikén e njéjté, vetém se kétu do té flasim
pér transformimet Fourie.

- Né kapitullin e katérté, do t& shohim zbatimin e kétyre transformimeve né
fusha jomatematike, si né elektorinxhinieri, fiziké etj.

- Né kapitullin e pesté, do té shohim zbatimin e tyre né matematiké, né vecanti
né zgjidhjen e integraleve mé karakteristike, té cilat paragesin ndonjé funksion
special, apo pérafrim té ndonjé konstante té réndésishme matematike apo qé me
metoda tjera thuajse jané té pamundura té zgjidhen, gjersa, kéto transformime
jané njé aparat mjaft i pérdorshém né kété drejtim.

- Né kapitullin e gjashté, do té shohim se si mund té.futen softuerét aplikativ
matematik, né rastin toné, Matlabin, né zgjidhjen efikase té.problemit toné, ku
do té paragesim kodet dhe ekzekutimin e tyre, pér disa nga problemet gé
pérfshijné transformimet e Laplas-it dhe Furie-sé.
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|. INTEGRALET PARAMETRIKE

1.1 Pérkufizimi i integralit parametrik

Integralet té cilét jané funksione té njé parametri ose disa parametrave kané
réndési té madhe né teoriné e gjasés, matematikén fizike, optiké etj. Nga vetité mé té
réndésisme qé do té paragiten né kété paragraf jané vazhdueshmeéria, diferencueshméria
dhe caktimi i integraleve té tillé. Rezultatet gé do té jepen kané zbatim té madh né
zgjidhjen e disa integraleve gé me metodat elementare té njohura, si ajo e zévendésimit,

integrimit me pjesé, zévendsimeve trigonometrike éshté e pamundur té zgjidhen.

Pérkufizim 1.1 ([10]) Le té jeté E =1xJ, ku I = [a,b], ] = (c,d) dhe f:E > R

funksion i integrueshém sipas Riman-it Va € J né I. Funksioni

b
F(a) =ff(x,a)dx

quhet integral i Riman-it gé varet nga parametri (ose integral parametrik), p.sh.:

1

1
—aXd :_1_ %4
fe b a( e 9
0

paraget integral parametrik né lidhje me parametrin a né [0,1].

NEé rastin kur funksioni nénintegral varet nga parametrat a,, @, ..., a,, atéheré integrali:

b
jf(x, Ay, g, e, Ay )dx
a

paraget njé funksion prej n — ndryshoresh, p.sh.:

= ¢(a,p)

e* sin Bx dx =
'B a,Z + BZ

1
] e™ (asinp —BcosB)+
0

éshté integral parametrik gé varet nga dy parametra.

Né vijim do té japim vetém vetité e integraleve qé varen nga njé parametér, sepse pér

mé shumé parametra té gjitha vetité shqyrtohen dhe vértetohen né ményré analoge.
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1.2 Vazhdueshmeéria e integralit parametrik

Teoremé 1.1 Nése funksioni f éshté i vazhdueshém né bashkésiné E, atéheré funksioni

F i dhéné me barazimin

b

F(a) = ff(x,a)dx

a

éshté i vazhdueshém va € J.

Veértetim: Le té jeté a, € ] piké e ¢cfarédoshme. Marrim restriksionin e funksionit f né
drejtékéndéshin e mbyllur E' =1 x I', ku I’ éshté segment i ¢farédoshém qé pérmbané

pikén a, dhe i téri gjendet né J.

Ngushtimi i tillé &shté funksioni uniformisht i vazhdueshém né E’,
(vazhdueshméria né segment térheq vazhdueshmériné uniforme), prandaj

Ve > 0,36 > 0, ashtu gé pér ¢do dy pika

P’(x’, al), P”(X”, all) E E

nga
d(iP',P")Y<é=>|f(x",a") - f(x',a")| < e.
Marrim
x'=x" =x, a' = a, a =ay+h,
[k < 8= 1fCoao+h) = f(r.a0)] < 7—,a+h €' 1
Nga (1) kemi:

b b
|F(ayg+ h) — F(ay)| = Jf(x,a0+h)dx—Jf(x,a0)dx

b b
- f (F o ao + ) = Fx ag))dx| < f IF G o+ h) — f(x, ag)ldx <

b

<J f dx=——(b—a)= 2

b—ax_b—a a=¢ )
a

12



Prej kétu rrjedh se funksioni F éshté i vazhdueshém né a, € J. Megé a, € J éshté piké

e ¢farédoshme konstatojmé se funkioni F éshté i vazhdueshém né J.

Rrjedhim 1.1 Nése funksioni fi vazhdueshém né bashkésiné E, atéheré vlené

barazimi:

b

b
Jl_)ral ff(x, a) dx = Jah_)rg f(x,a) dx 3

a
Veértetim: Nisemi nga:

b

b b b
0}1_)12 ff(x,a)dx = Jl_)rg fF(a) =F(ay) = jf(x,ao)dx = j(}l_)r(rxl f(x,a)dx

a

Shembull 1.1 Llogarisim

a—-0

1
lim | Vx2 + a?dx, —-05<a<0.5
Z1

Duke marré né konsideraté gé funksioni nénintegral éshté i vazhdueshém dhe

rrjedhimin e mésipérm marrim:

1

1
lim | vx2+a?2dx = lim +v/x2 + a?2dx =

a-ag a—ao
21 1
1 1 0 1
= j\/ﬁdx= Jlxldx= f(—x)dx+dex=1
-1 -1 -1 0

Teoremé 1.2 ([10]) Nése funksioni f éshté i vazhdueshém né bashkésiné E, kurse
funksionet ¢, Y:J - R jané té vazhdueshme né Dbashkésiné J si dhe
o(H<I, vy(J)<I, ¢(a) <yY(a), Va €], atéheré funksioni

Y(@)

$(a) = f fEadx, a€]
¢ (a)

éshté i vazhdueshém né J.
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Shembulli 1.2 Gjejmé

1+a
I dx la| <1
im —_— a
a—0 1+ x2+ a2

a

Nga teorema 1.2 kemi:

1+a 1

I dx j‘ dx "
im = = arctan x
a—0 1+ x2+ a? 1+ x2

a 0

1

/A

0

1.3 Diferencueshméria e integralit parametrik

Teoremé 1.3 ([10]) Nése funksioni i vazhdueshém f:E — R né bashkésiné E, ka

derivat té pjesshém té vazhdueshém Z—Z, atéheré funksioni

b
F(a)sz(x,a)dx, a €]

éshté i diferencueshém né J dhe Va € J dhe derivati i tij llogaritet me formulén:

b
dF af (x, @)
da j oa dx, @€) (1)
a
gé njihet si formula e Lajbnic-it.
Shembull 1.3 Llogarisim integralet
/2
arctan (Atanx)
F(1) = f dx
tan x
0
dhe
/2
X
f dx
tan x
0
Duke zbatuar teoremén e mésipérme kemi:
/2 /2 /2
dF j 0 [arctan(Atanx) e = J tan x dx B f dx
ar ) oA tan x *= ) tanx (1+2%tan2x) | 1+ A%2tan2x)
0 0 0

14



dt
1+ t2

= [Zévendésojmé tanx =t, x = arctant = dx =

00 dt 0o

_j‘o(At+B +Ct+D>

) 1+ 22t 7 1+ ¢2
0

prej ku kemi:

1 _At+B+Ct+D
(1+t2)(1+22t2)  1+22t2 1 +¢2

1=(At+B)(1+t>)+ (1 +2%t?)(Ct + D)
1=At+ At3 + B + Bt? + Ct + D + A%t3C + A*t?D
1=(A+20t3+(B+12D)t?+(A+C)t+B+D

Fitojmé zgjidhjet:

pra:

o 1 )

|

14 22t (1+t2)(1 + 2%t?)
0 0

F'(a) = f’l_ldt+f1 1-x2 g = Azf dt + !
V=) 152 1+¢2 2 1)1+ 1-2
0 0

f d(At) 1 f it
—1,1 1+(,1t)2 1-22) 1+¢t2
0

(0]

+ ———arctant
1— 22

/12

= T 1arctan At

_n(/l—l)_n 1 _ T
= =3 —

rrjedhimisht
15
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ar@) _ 4
o - F@O=30575

dF(1) = A

2(/1+1)d

F(/l)—f LY L AW S
“ )20+ 2) av1 72"

Duke pasur parasysh natyrén e integralit shohim gé F(0) = 0, pra

In(0 +1
F(o)z%juc S5 0=C
respektivisht,
In(A+1
FO) =Zim(A+1) +0="24*D
2 2
fitohet zgjidhja
/2 /2
f x dy = j‘ arctan(1 - tanx) _F(D) = min(l1+1) _ min2
tan x tan x 2 2
0 0

Shembull 1.4 Llogarisim integralin

1

1(a)=j" L a0

Inx
0

Shénojmé gé funksioni nénintegral éshté i vazhdueshém né [0,1], nése pér
x = 0 merr vleré 0, dhe pér x = 1 éshté a (si limit).

Atéheré kemi:

1

1 1
@) = 0 x“—ld _J‘ x“lnxd _f @y — x*t1
Ja) = oa Inx 7 nx - )XY T

0 0 0

1 1

0 1+a

1 d
]’(a)=a—+1 - ](a)=fa—_:_11+6=ln(a+1)+C

pfra=0 = J(0)=0 = 0=In(0+1)+C = 0=In1+C = C=0

d.m.th.
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J@)=In(a+1)

Ky integral na ndihmon edhe né zgjidhjen e disa integraleve tjeré, p.sh.:

1

x % —xP
- > 0.
f I dx, a,f =0
0

pra:

Inx Inx Inx
0 0

1 1 1
(x*—xP)dx [x¥—1+1—xF x%—1 xP—1
f f dx=f dx—f dx =
0

=ln(cx+1)—ln(,/3+1)=lnﬁ_|_1

Poashtu, pér x = e™¢ = dx = —e~dt, fitohet integrali i Frullan-it:

0 e—ta -1 ooe—(a+1)t _ e—t
j—e‘tdt=f ” dt=1In(a+1)

t
0

Teoremé 1.4 ([10]) Nése funksioni f: E — R éshté i vazhdueshém né bashkésiné E

bashké me derivatin e pjesshém Z—Z, kurse funksionet ¢:/ > R, ¥:J] > R té

diferencueshme né J, si dhe ¢ (J) <1, Y(J) < I, atéheré funksioni

Y(a)

$(a) = j faadx, a€)
¢(a)

éshté i diferncueshém né J dhe derivati i tij llogaritet me formulén:

¥ (@)

af (x,
o@= [ 2D 4 i fp@),al- @) - Fp@@),0p @,ae] &)
da
P(a)

Shembull 1.5 Gjejmé &' (a), nése:

cosa
P(a) = f eV1-x% gy

sina

Duke zbatuar rezultatin né teoremén e fundit marrim:
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cosa
— 2 . i
d'(a) = f \/1 — x2 e®V1=%% _ gin g e@lsinal _ cog o g@lcosal

sina

fx,@) = e® 1=
¢(a) =sina, Y(a) = cosa, ¢'(a) = cosa, Y'(a) = —sina
1.4 Integrimi sipas parametrit

Le té jené I, =][a,b], I,=|[cd], E=1 %I, dhe fiE - R funksioni i

vazhdueshém né drejtkéndéshin E < R?. Sipas teoremés 1.1 funksionet
b d
F(a) = ff(x, a)dx, a€l, d(x) = ff(x, a)da, X€El
a Cc

jané té vazhdueshme. Prandaj F € R[c,d], ® € R|a,b].

Marrim:
d [ b T
Asz(a)dazf ff(x,a)da dx
b b d
B = jdb(x)dx=J Jf(x,a)da dx

Integralet A dhe B quhen integrale té pérséritura. Zakonisht pér shénimin e tyre nuk

merren kllapat. Pra;

a b b d
A=Jdajf(x,a)dx, B=dejf(x,a)da

Teorema 1.5 ([10]) Nése funksioni f éshté funksion i vazhdueshém né drejtékéndéshin

E, atéheré A = B.

Shembull 1.6 Llogarisim integralin

1
_ 1\ x? — x¢
szsm(ln—) dx, a>0, b>0
x/ Inx

0

18



Nisemi nga integrali:

b

b
1 1

fsin (ln —) x%dA = sin (ln —) f x%dA =
x X

a

a

1 |b

1\ x
= sin(ln—)—
x/)Inx

_ 1\ x? — x¢@
= sin (ln—)
X Inx

prandaj:

Fillimisht, llogarisim integralin:

1
1
I, = jsin (ln —> x%dx
X
0

Marrim:
1
1 coslnz
u=sin(ln;> = du=- dx
dv = x* dx v = x =
a ’ TA+1
1
A+1 1 In=d
x 1 1 cosIn=dx
I, = inln— - A+1__ X
! A+1$nnx0+a+1fx x
1 [ x*cos (lnl) dx T Zas cosIn dx
A+1 X A+1 X
0 0
x)l+1 . 1 1 1 ' . A+1 . 1
=/,H_1smln; O= A+151nln1—}}Lrgl+A+151nlnE =0-0)=0
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Ky limit éshté zero si prodhim i njé funksioni pambarimisht té vogél dhe njé funksioni

té kufizuar. Pra,

1 1 1

I . L +1cosln§dx 1 5 (1 1>d
1_/1+1f x _/1+1fx CosS n; X
0 0

Pérséri zbatojmé metodén e integrimit me pjesé duke marré:

1 sinln1 xA+1
u; = cos ln; = du; = dx; dv, = x*dx, V= 11
Do té fitojmé kété:
1
L =ﬁ X’“lcos ln fx“l i ln ) dx =
A+1) 00
1
f A d ! [1-1] =
X sm x| = —
T a+a2? /1)2 T (A+1)? !
0
(1+ 1 )1_ 1 :>(/1+1)2+1 1 s
A+1)2)7 T (A+1)2 A+1)2 1T (A+1)2
- 1
714+ A+ 1)2
Késhtu kemi:

‘ dA b
I = f]ld/l = fm = arctan (/1 + 1) =
a a a

= arctan(b + 1) — arctan(a + 1)

Shembull 1.7 Llogarisim integralin

1 1
12
IMJ@H%W
0 0
Funksioni
/12 _ x2
f(x,}.) - (xz +/12)2
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né zonén:

D={(x,1):0<x<1,0<1<1}
ka képutje né pikén x = A = 0, prandaj nuk mund té ndérrohet renditja e integrmit.

Sipas késaj kemi:

11
fdxf x _dl= f
3 3 x2+/’1 x2 + 22

1
dx— f
0

: 1lz—x : X 1 1dl T
o o e [ e [ o
5 0(/1+x) x2+ 21 J1+2

pra me ndérrimin e rendit té integrimit fituam rezultate té ndryshme.

Shembull 1.8 Llogarisim integralin

J‘xd—x
d
log x
0
Kemi
d Ld_ e 1/4d d 1
y = = y — y —
fxdy 1ngdx ffxdydx ffxdxdy
c 0 c c 0
jxy+1 1 d dy d
= dy=J— In[y+1]| =
Cy+10 Cy+1 c
d+1
=In(d+1)—-In(c+1)=1In |
c+1

1.5 Integralet parametrike jo té veta

Pér dallim nga koncepti i integrimit té caktuar t& funksionit f(x) né segmentin
[a, b] ku supozohet gé f (x) né kété interval té mos keté pika képutjeje, né kété paragraf
do ta zgjerojmé kété koncept duke marré rastin kur intervali nuk éshté i fundém dhe kur
f(x) ka pika képutjeje té pafundme né [a, b]. Né té dy rastet integrali quhet jo i veté.
Njé nga aplikimet mé té réndésishme té késaj ideje éshté né shpérndarjet e pobabilitetit.
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Le té shqyrtojmé zonén plane té pafundme S nén kurbén — mbi boshtin e x —ve
X

dhe té djathté té drejtézés x = 1. Né kété rast intuita mund té na mashtrojé me até se
meqé S ka shtrirje té pafundme, syprina e saj do té jeté e pafundme, le ta shohim pak

mé thellésisht:

YA

=Y

0

Figura 1. 1 Syprina e pjesés sé kufizuar nga funksioni y = xiz x > 0, né kufijté 1 deri t (t-parametér

gé tenton né infinit)

Sipérfagja e pjesés sé S e cila ndodhet né té majté té drejtézés x = t do té jeté:
t
1 1
A(t)=fx—2dx=—?, t>1
1

Vérejmé gé A(t) < 1, sado e madhe gé té zgjedhet t. Gjithashtu shihet se, po té merret
A(t) do té kemi:

1
lim A(t) = lim (1 ——) =1
t—oo t—oo t

Pra me rritjen e t-sé pambarimisht, sipérfagja e zonés sé pafundme S éshté 1 dhe

shkruajmé:
[e%) t
dx = li d =1
f x2S f 2
1 1

Duke marré kété shembull si udhérréfyes do té pérkufizjmé integraglin e f(x)
(jo domosdoshérisht funksion pozitiv) pérgjaté njé intervali té pafundém si limit té

integraléve té pafundme.
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Pérkufizim 1.2 ([37]) (i integralit jo té veté té llojit té paré):

a) Nése:
t
ff(x)dx
a
ekziston pér ¢do numeér t > a, atéherég;
%) t
f f)dx = tlim f f(x)dx
a a

duke nénkuptuar se ky limit ekziston, si njé numér i fundém.

b) Nése:
b
[ reoax
ekziston pér ¢cdo numér t < b, atéheré:
b b
ff(x)dx = tlim ff(x)dx
—00 t

duke nénkuptuar se ky limit ekziston si numér i fundém.

Integralet jo té veté
J f(x)dx
a
dhe

b
f f(x)dx

guhen konvergjenté kur limitet korrespoduese ekzistojné, dhe divergjojné nése limitet

nuk ekzistojné.

c) Nése té dy integralet:
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ff(x)dx

dhe

b
f f(x)dx

jané konvergjenté atéheré pércaktojmé:

ff(@dx: faf(x)dx+ff(x)dx, a€R

Secili prej integraleve jo té veté té dhéné né pérkufizimin 1.2 mund té

intepretohet si njé sipérfage, duke e nénkuptuar f(x) si njé funksion pozitiv.

Le té shqytojmé natyrén e integralit

fdx

X
1

Né bazé té pérkufizimit kemi

(0/e]
= llmlnt—

t—ooo

t—>oo t—oo

‘ dx dx
f—— lim [ —=limlnx
x 1
1
d.m.th. limiti i tij nuk ekziston si numér rrjedhimisht ky integral éshté divergjent.
Le té krahasojmé kété me integralin edhe né fillim.

YA y A

Figura 1. 2 Syprinat e pjeséve té kufizuar nga funksionet y = xiz dhey = % x > 0, né kufijté 1 deri oo
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Gjeometrikisht kjo do té thoté se, edhe pse kurbat y = idhe y = x—lz duken aq té

ngjajshme pér x > 0, zona plane nén grafikun y = xiz né té djathté té x = 1 ka sipérfaqge

té fundme. Gjithashtu shihet se té dyjat, i dhe xiz shkojné né 0, kur x — oo, por xiz shkon

mé shpejté né 0 sesa i pravlerat e i nuk zvogélohen aq shpejté sa inegrali té keté vieré

té fundme.

Shembull 1.9 Llogarisim integralin

j‘o dx

(1+x*)n
0

Zgjidhje Pérn = 1 kemi:

t

0 t

dx Y dx I "

= lim = lim arctan x
1+x2 tow)] 14+x2 tow

0 0

0

Pérn > 1, marrim zévendésimin

/2

tan ¢ J‘ dx f dt

x=tant = | —————= =
(1 + x?)n (1+tan?t)"cos?t
0 0

/2 /2 /2
dt 2n -2 2n—-2
= ———— = cos“™tcos™“tdt = coS tdt
sec2tcos?t
0 0 0

Le té marrim:

I, =fcos”xdx

I, = jcos”xdx = jcos”‘lxcosxdx =

u=cos" 1x, dv = cosxdx| _

B |du = (n—1) cos™ ?x (—sinx), v =sinx
= sinx cos™ 1 x + f(n — 1) cos™ 2xsin?x dx =
=sinxcos" lx+ (n—1) f cos™ 2x(1 — cos? x)dx =

25
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=sinxcos" 1x+ (n—1) f cos" 2xdx—(n—1) f cos" xdx =

=sinxcos" 1x+ (n—1I,_, — (n— DI,

I, =sinxcos® 1x+(n—1DI,_,— (n—1I,

p sin x cos?™ 3 x N 2n — 31

= _y = —

/2 ] -3 TT ) 3 /2

sin x cos x|z 2n-
2n—2 — 2n—4 —
cos xdx = 2 cos x dx
f 2n—2 l 2n—2 f
0 0

_2n—3 2n—-5 2n—7 2n—(2n—1)1
" 2n—2 2n—4 2n—6 " 2n—(2n—4)?

T T

T[+1f du_n+1j p _7T+1. m
at7 ) cosu— =47 [ cosudu=7 4smuo 2
0] 0
Duke zévendésuar relacionin (x**) né (x*) marrim:
| _2n—3 2n—5 2n—-7 1 T
M2 T on—2 2n—4 2n—6 4 4
~ (@n-3)2n-5Cn-7)-..-1 7w (@2n-3) =
T (2n-2)2n-4)02n—-6)+..-4-2 2 (2n-=-2)I! 2

pra:

C o dx Qn-3)! =
f = =, n>1
(1+x2)" (2n-=2)I 2
0
d.m.th. éshté konvergjent dhe integrim jo i veté i llojit té paré.

Shembull 1.10 Llogarisim integralin

0
fxex dx
— 00
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Nisemi nga integrali:
0

0
fxexdx = lim | xe*dx =
t—>—oo

—00 t

u=x dv = e*dx| _ li
= lim

0 0
— x —
~ldu = dx v =e* t——o0 fedx

t

0
) = lim (—tet—1+4+e") =
t

= lim (O—tet—ex

t—>—o0

t
=—11m tet +1+ llme ——tlir_n F+1+0:

Shembull 1.11 Llogarisim integralin

(0]

f dx
1+ x2

Marrim né konsideraté pjesén (c) té pérkufizimit dhe zgjedhim a = 0 atéheré

integrali do t& merr formén:

o 0 + 00 0 0

fdx_fdx_i_f dx_fdx_l_fdx_

1+x2 ) 14«2 T+22 J1+x2 o) T+x2
t

—00 0

— lim arct 0—1' (0—arctant) = — (- =) ==
—t_1>r_nooarc anx t—t_l)r_noo arctant) = ) =73
j j = lim arctanx| =-—

1+ T—>+ T Totoo
0 0

0

Megé té dy integralet jané konvergjente atéheré edhe integrali i dhéné éshté

konvergjenté dhe vlené:
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1

- 0 integrali jo i veté mund té interpretohet si sipérfagja e zonés sé

Meqé

1

—— dhe mbi kushtin e x —ve. Tani le t& marrim

pakufizuar gé ndodhet nén grafikun e

njé rast tjetér té integraleve jo té veta. Le té supozojmé se f(x) éshté njé funksion i
vazhdueshém pozitiv i pérkufizuar né njé interval t& fundém [a, b), por ka asimptoté
vertikale né b. Le té jeté S zona e pakufizuar nén grafikun e f(x) dhe mbi boshtin e
x —ve ndérmjet a dhe b. Pér llojin e integraleve té lartépérmendura (té llojit paré) zona
plane shtrihet pafundésisht né njé drejtim horizontal. Kétu zona éshté e pafundme né

drejtimin vertikal.

>

V4

y=f(x) g}

=Y

0 a t b

Figura 1.3 f;f(x)dx ku f(x) ka asimptoté vertikale te b

Syprina e pjesés S ndérmjet a dhe t éshté

t
A(t) =ff(x)dx

Nése ndodh gé A(t) té tentojé né njé numri té fundém A, kur t —» b~ atéheré

themi se sipérfagja e zonés S éshté A dhe shkruajmé

b t

A= ff(x)dx = tllrgl_ff(x)dx

a

E pérdorim kété ekuacion pér té pérkufizuar integralet jo té miréfillté té llojit té
dyté edhe kur f(x) nuk é&shté pozitiv, pavarésisht se c¢faré tipi vazhdueshmérie ka f (x)

né b.
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Pérkufizim 1.3 ([37]) (i integralit jo té veté té llojit dyté):

a) Nése f(x) éshté i vazhdueshém né [a, b) dhe jo i vazhdueshém né b,

atéhereé:
b t
ff(x)dx = tl_i)rgl_ff(x)dx

Nése ekziston limiti, si njé numér i fundém.

b) Nése f(x) i vazhdueshém né (a, b] dhe jo i vazhdueshém né a, atéheré
b

b
ff(x)dx = tl_i)r;lJrjf(x)dx
t

a

nése limiti ekziston, si njé numér i fundém.

YA

-
>

0 at b X

Figura l.4 f;f(x)dx ku f(x) ka asimptoté vertikale te a

Integrali jo i veté éshté quajtur konvergjent nése limiti i tij korrespondues ekziston

dhe divergjent nése limiti nuk ekziston.

c) Nése f(x) nuk éshté i vazhdueshém né c, ku a < ¢ < b dhe té dy

integralet:

ff(x) dx

dhe
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b
ff(x) dx

Jané kovergjenté, atéheré vlené:
b c b
ff(x) dx = ff(x) dx + ff(x) dx
a a c

YA

-
>

0] « 6 b X

Figural.5 f;f(x)dx ku f(x) ka asimptoté vertikale te ¢, c € [a, b]

Shembull 1.12 Gjejmé

’ dx
!(b——x)l’

Nisemi nga integrali:

b d e 1 b—c¢
X

—— =i - Py = i _ -p+1 —

| = = lim [ b=2Px = s limib )P+

a a a

b (Lt 1 ~ 1 _ p<i

_1—p£1—r>%(gp—1_(b_a)p—1>_ (1—p)((l))o—a)p— p>1

Pér p = 1, integrali dnéné merr formén:
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=lim(Ine —In|b — a|) = —x
&0
Pérfundimisht pér p > 1 integrali i dhéné divergjon, kurse pér p <1
konvergjon.

Shembull 1.13 Llogarisim integralin:

e

j‘ dx g

X
/ xVInx
Nisemi nga integrali:
e e e 1

dx _ dx _ 1 3 2
[ e A S P -
1x nx 1+sx nx 1n(1+£)u§ ln(1+€)

= li ( 31 1 3)
im | -5 n(l+e)+ >
Pra, integrali konvergjon.

Shembull 1.14 Llogarisim integralin:

3
f dx
x—1
0
Vérejmé qé drejtéza x = 1 éshté asimptoté vertikale pér funksionin nénintegral.

Meqé gjendet ndérmjet 0 dhe 3, pérdorim pjesén (c), me ¢cka marrim:

2
dx +J dx
x—1 x—1
1

1

3
[:53=]
x—1

0

0

x—1 t-17) x—1

1
dx dx
Ilzf = lim = lim In|x — 1|® = lim In|t — 1| =
t—-1" t—-1"
0 0

= limIn|t — 1| = limIln|]1 —h—1| = limlnh = —0
t-1" h-0 h—-0
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Meqé njéri nga integralet éshté divergjent, atéheré edhe integrali i fillimit éshté

divergjent.

Veérejtje: Nése nuk do ta pérfillim asimptotén x = 1 do ta kishim ngatérruar integralin

me njé té zakonshém dhe do e zgjidhnim si vijon:

3
dx
f =llx—1]=I2-In1=1In2
x—1

0

Gjé gé éshté e gabuar sepse integrali éshté jo i miréfillté dhe duhej llogaritur né termat
e limitit.

Para se té vazhdojmé me kriteret pér konvergjencén e kétyre llojeve té integraleve le té

japim pérkufizimin e konvergjencés uniforme.

Pérkufzim 1.4 ([10]) Integrali konvergjent né intervalin (c, d)
+00
j f(x,a)dx
a
quhet uniformisht konvergjent né (c, d), nése 34, = a, ashtu gé VA > A, vlen:
+00
J fx,@)dx| < ¢
A
Pérkufizim 1.5 ([10]) Thuhet se integrali
+00
j f(x,a) dx
a

konvergjon unifromisht né (c, d) nése:

A—+o0

+00
. Sup
A

p.sh.:

+00
CI)(x) — f xaya+ﬁ+1e—(1+x)y dy, (a,,B > 0)
0

32



konvergjon uniformisht né bashkésiné e vlerave jonegative té parametrit, pasi gé;

—o +o0
0< f xFy@+Bt+le=(142)y gy =f (xy)*e™ yF*le™Vdy <
+oo b
+00

- max B
< Maf yPrle tdy ku My = "2 | oute i (u=xy)|
b

+o00
_ o+ _ -
f yPHIe1 gy = u=y°rT, dv=e y_dy _
) du= (L +1Dyfdy, v=-e?
40 ¥ B+1 +o0
= —yPtle™” +f eV(B+Dyfdy=—3+B+1) | eyldy=
b b

p+1

bF [ ~yyb-1
— G S EDE = [ ey dy =
b

_b®
- limZr=o0 9>c

+00 +00 +00
=B+ 1P ZJ eVydy =B+ D! —y2e™” +f e Vdy |=
b
b b

2

=B+ 1)!<Z—b—e-y

400 2 2
>=(ﬁ+1)!<lea_b+elb>=(ﬁ+1)!(b +1)

b e’

me rritjen e b —sé integrali i dhéné do té zvogélohet sipas déshirés rrjedhimisht kjo
nénkupton se ai konvergjon uniformisht. Tani do té japim kritere pér konvergjencén

uniforme, me formé té teoremave té cilat do ti pranojmé pa vértetim.
Teoremé 1.6 ([10]) (Kirteri Koshi-ut pér konvergjencén uniforme té integralit):

Kusht i nevojshém dhe i mjaftueshém pér konvergjencén uniforme té:

To f(x,a) dx
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sipas parametrit a, né (c, d) éshté qé Ve > 0, té ekzistojé A, = a ashtu gé A; > A, dhe

A, > A, dhe Va € I, té plotésohet jobarazimi

Az
ff(x,a)dx <e
Aq

Teoremé 1.7 ([10]) (Kriteri Vajershtras-it):

Integrali

.To f(x, @) dx

konvergjon uniformisht né (c, d) nése ekziston numri x, = a dhe funksioni
¢: [xo, +00) > R qé pér ¢do a € (c, d) vlené jobarazimi

If ()| < (0]
si dhe

TI(P(X)I dx

konvergjon, p.sh.:

dhe

konvergjon.
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Shembull 1.15 Shqgyrtojmé konvergjencén e

+ oo

cos ax
f dx, a€R
1+ x2

0

Eshté e garté gé:

cosax| 1
<
1+ x2 1+ x2

dhe

+00

f dx "

= arctan x
1+ x2 0
0

rrjedhimisht sipas kriterit té Vajershtras-it konvergjon uniformisht.
Teoremé 1.8 ([21]) (Testi Abel-Dirihle):

Supozojmé se funksionet f(x,a) dhe g(x,a) jané té integrueshme sipas x —it,
Va € (¢c,d) né ¢do interval t&¢ mbyllur [a, b] c [a, w). Kushti i mjaftueshém pér

konvergjencén uniforme té integralit

Cc

J flx,a)g(x,a)dx

a

né bashkésiné (c, d) éshté té plotésohet njéri prej dy cifteve té kushteve:

@) Té ekzistojé njé konstanté M € R ashtu gé:
b
ff(x,a)dx <M, VbE€][aw)
a

dheVvV a € (c,d)

B1) Va € (c,d) funksioni g(x,a) éshté monoton sipas x —it né intervalin

[a, w) dhe g(x,a) 3 0né (c,d), kurx - w,x € [a,w) .

a,) Integrali
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j?f(x, a) dx

konvergjon uniformisht né (c, d) dhe

B2) Ya € (¢, d) funksioni g(x, «) éshté monton sipas x né [a, w) dhe egziston
M € Rashtu gé: |g(x,a)| < M Vx € [a, w) dhe Va € (c, d).
Shembull 1.16 Shqgyrtojmé konvergjencén e integralit:
+00
sinx
f —e % dx

X
0

né bashkésiné R* U {0} (e numrave real jonegativ)

Zgjidhje: Pér a < 0 shohim qé integrali divergjon duke u bazuar né kriterin e Koshi-

sinx

ut. Atéheré e shqyrtojmé pér a > 0. Marrim f(x, a) = dhe
+00 1 + oo
sin x sin x sin x
glx,a) =e™* f dx =f dx +f dx
X X X
0 0 1

Meqé lir(r)1+5i% = 1 dhe funksioni % éshté i vazhdueshém né (0,1), rrjedhimisht
X—

integrali i dhéné ekziston.

Shqgyrtojmé tani integralin:

+00

sin x u=-; dv = sinx dx
f—dxz x =
X dx
1 du=——2; V= —CO0SX
X
+00 + oo
1 +o CcoS X CcoS X
= —CoSX — dx =—(0—cosl) — dx =cos1l—1;
x 1 x2 x2
1 1
ku
+ 00
/ fcosx
1 — xz ]
1
pasi
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|cosx| 1

x2 x2

dhe

konvergjon, rrjedhimisht:

konvergjon.

- - A A A i 1
Funksioni g(x,a) = e ™% pér a > 0 éshté funksion monoton dhe e <1

d.m.th. edhe i kufizuar Vx € [0, +o0) dhe Va = 0, rrjedhimisht sipas testit Abel-Dirihle

integrali fillestar konvergjon uniformisht.
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Il.  TRANSFORMIMET E LAPLAS-IT

2.1 Biografia dhe jeta e Laplas-it (Pierre-Simon, marquis de Laplace)

Figura 2. 1 Pierre-Simon, marquis de Laplace (1749-1827)

Laplas-i (Pierre-Simon, marquis de Laplace), (lindur mé 23 mars 1749, Francé - vdiq
mé 5 mars 1827, Paris), matematikan, astronom dhe fizikan francez i cili ka 1éné gjurmé
té pashlyeshme né historiné e shkencés.

Laplas-i llogariti me sukses té gjitha devijimet e vézhguara té planetéve nga orbitat e
tyre teorike duke zbatuar teoriné e gravitacionit té Isak Njutonit (Sir Isaac Newton) né
sistemin diellor dhe ai zhvilloi njé pamje konceptuale té ndryshimit evolucionar né
strukturén e sistemit diellor. Ai gjithashtu demonstroi dobiné e probabilitetit pér
interpretimin e té dhénave shkencore.

Laplas-i ishte djali i njé fermeri fshatar. Dihet pak nga jeta e tij e hershme, pérvec se ai
shpejt tregoi aftésiné e tij matematikore né akademiné ushtarake né Beaumont. Né 1766
Laplas-i hyri né Universitetin e Kanit (Caen), por ai u nis pér né Paris vitin tjetér, me
sa duket pa marré njé diplomé. Ai arriti me njé letér rekomandimi pér matematikanin
Jean d’Alembert, i cili e ndihmoi t& siguronte njé profesor né Ecole Militaire, ku dha
mésim nga 1769 deri né 1776.

Né 1773 ai filloi detyrat e tij kryesore té jetés - duke aplikuar gravitacionin njutonian
né té gjithé sistemin diellor - duke marré njé problem veganérisht t¢ mundimshém: *’pse
orbita e Jupiterit dukej se zvogélohej vazhdimisht ndérsa Saturni zgjerohej
vazhdimisht’’. Ndérveprimet reciproke gravitacionale brenda sistemit diellor ishin aq
komplekse sagé zgjidhja matematikore dukej e pamundur; né té vérteté, Njutoni kishte
arritur né pérfundimin se ndérhyrja hyjnore kérkohej periodikisht pér té ruajtur sistemin
né ekuilibér. Laplas-i njoftoi pandryshueshmériné e lévizjeve mesatare planetare
(shpejtésia mesatare kéndore). Ky zbulim né 1773 ge hapi i paré dhe mé i réndésishém
né vendosjen e stabilitetit t& sistemit diellor, ishte pérparimi mé i réndésishém né
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astronominé fizike gé nga Njutoni. Ajo fitoi anétarésimin e tij té asociuar né Akademiné
Franceze té Shkencave té njéjtin vit.

Duke aplikuar metoda sasiore né njé krahasim té sistemeve té gjalla dhe jo té gjalla,
Laplas-i dhe kimisti Antoine-Laurent Lavoisier né 1780, me ndihmén e njé kalorimetri
akulli gé ata kishin shpikur, treguan se frymémarrja ishte njé formé e djegies. Kthimi
né hetimet e tij astronomike me njé ekzaminim té té gjithé subjektit té trazirave
planetare - efektet reciproke gravitacionale — Laplas-i né 1786 provoi se ekscentricitetet
dhe prirjet e orbitave planetare ndaj njéri-tjetrit do té mbeten gjithmoné té vogla,
konstante dhe veté-korrigjuese. Efektet e shgetésimeve ishin konservatore dhe
periodike, jo kumulative dhe pércarése.

Gjaté viteve 1784-85 Laplas-i punoi né temén e térhegjes midis sferoidéve, né kété
puné funksioni potencial i fizikés s€ mévonshme mund té njihet pér heré té paré.
Laplas-i eksploroi problemin e térhegjes sé ¢do sferadi mbi njé grimcé té vendosur
jashté ose mbi sipérfagen e saj. Pérmes zbulimit té tij se forca térhegése e njé mase mbi
njé grimcé, pavarésisht nga drejtimi, mund t& merret drejtpérdrejt duke diferencuar njé
funksion té vetém, Laplas-i vuri bazén matematike pér studimin shkencor té nxehtésisé,
magnetizmit dhe elektricitetit.

Laplas-i hogi anomaliné e fundit t& dukshme nga pérshkrimi teorik i sistemit diellor né
1787 me njoftimin se pérshpejtimi hénor varet nga ekscentriciteti i orbités sé Tokeés.
Megjithése lévizja mesatare e Hénés rreth Tokés varet kryesisht nga térhegja
gravitacionale midis tyre, ajo pakésohet pak nga térhegja e Diellit né Héné. Ky veprim
diellor varet, megjithaté, nga ndryshimet né cuditshmériné e orbités sé Tokés gé
rezultojné nga shgetésimet nga planetét e tjeré. Si rezultat, l1évizja mesatare e Hénés
pérshpejtohet pér sa kohé gé orbita e Tokés tenton té béhet mé rrethore; por, kur ndodh
e kundérta, kjo lévizje vonohet. Prandaj, pabarazia nuk éshté me té vérteté akumuluese,
pérfundoi Laplas-i, por éshté e njé periudhe gé shkon né miliona vjet. Kércénimi i fundit
i pagéndrueshmérisé u zhduk késhtu nga pérshkrimi teorik i sistemit diellor.

Né 1796 Laplas-i botoi ‘’Exhibition du systeme du monde’’ (Sistemi i Botés), njé
trajtim gjysmépopullor i punés sé tij né mekanikén giellore dhe njé model i prozés
franceze. Libri pérfshinte "hipotezén e tij mjegullore™ - duke atribuar origjinén e
sistemit diellor né ftohjen dhe kontraktimin e njé mjegullnaje té gazté - e cila ndikoi
fugimisht né mendimin e ardhshém pér origjinén planetare. “’Traité de mécanique
céleste’’ e tij (Mekanika giellore), qé shfaget né pesé véllime midis 1798 dhe 1827,
pérmblodhi rezultatet e marra nga zhvillimi i tij matematikor dhe zbatimi i ligjit té
gravitacionit. Ai ofroi njé interpretim té ploté mekanik té sistemit diellor duke shpikur
metoda pér llogaritjen e lévizjeve té planetéve dhe satelitéve té tyre dhe shgetésimet e
tyre, pérfshiré zgjidhjen e problemeve té baticés. Libri e béri até njé njeri té famshém.

Né 1814 Laplas-i botoi njé vepér popullore pér lexuesin e pérgjithshém, <’Essali
philosophique sur les probabilités’ (Njé ese filozofike mbi probabilitetin). Kjo puné
ishte hyrja né botimin e dyté té tij gjithépérfshirés dhe té réndésishém < Théorie
analytique des probabilités’’ (Teoria analitike e probabilitetit), botuar pér heré té paré
né 1812, né té cilén ai pérshkroi shumé nga mjetet gé ai shpiku pér parashikimin
matematikisht té probabiliteteve gé ngjarje té vecanta do té ndodhin né natyré. Ai e
zbatoi teoriné e tij jo vetém pér problemet e zakonshme té fatit por edhe pér hetimin e
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shkageve té fenomeneve, statistikave jetésore dhe ngjarjeve té ardhshme, ndérsa theksoi
réndésiné e saj pér fizikén dhe astronominé. Libri shquhet gjithashtu pér pérfshirjen e
njé rasti té vecanté té asaj qé u bé e njohur si teorema e kufirit gendror. Laplas-i provoi
se shpérndarja e gabimeve né mostrat e médha té té dhénave nga vézhgimet
astronomike mund té pérafrohet nga njé shpérndarje gausiane ose normale.

Ndoshta sepse ai nuk mbante piképamje té forta politike dhe nuk ishte anétar i
aristokracisé, ai 1 shpétoi burgimit dhe ekzekutimit gjaté revolucionit Francez.
Laplas-i ishte president i bordit té gjatésisé (Board of Longitude), i ndihmuar né
organizimin e sistemit metrik, ndihmoi né krijimin e shogérisé shkencore té Arcueil dhe
u krijua njé markez. Ai shérbeu pér gjashté javé si ministér i brendshém nén
Napoleonin, i cili rikujtoi me famé se Laplas-i "mbarti shpirtin e infinitimalisht té vogél
né administraté",

2.2 Pérkufizimi i transformimit té Laplas-it

Transformimi i Laplas-it bén t€ mundur thjeshtimin e shumé problemeve mé té
“komplikuar” pér zgjidhjen né probleme mé té “thjeshta”.

Le té jeté f(t) njé funksion real i variablés t dhe p njé parametér real i pavarur nga
t. Integrali

o)

F@) = f@) = LUO)®) = [ e f@ae €

0

quhet integral i Laplas-it gé varet nga parametri p.

Le té shohim se pér c¢faré kushtesh integrali (1) ekziston. Qé integrali (1) té ekzistojé,
mjafton gé vlera absolute e integralit (1) té konvergjoj.

Pra,

o)

f e PLf(t)dt

0

[ee)

< f e Pt |f(0)]dt @

0

Le té supozojmé se funksioni f(t) éshté funskion i vazhdueshém ose pjesé-pjesé i
vazhdueshém. Né qofté se ekzistojné konstantet y e M ashtu gé

If ()] < Met, t=0 (3)

Atéherg, integrali né anén e djathé né (2) ekziston pér ¢cdo p > y. Vértetg,

M
f e_ptf(t)dt < f e PtMe¥tdt = Mf 6_(p+)/)tdt = pT]/
0 0 0

Funksioni f(t), i cili e plotéson relacionin (3), themi se éshté funksion i rendit
eksponencial y kur t — co.

Kushti (3) éshté i mjaftueshém né zbatimet praktike dhe pér shumicén e
funksioneve gjendet thjesht se a jané apo jo funksione té rendit eksponencial. Késhtu
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pér shembull, funksioni f(t) =t? éshté funksion i rendit eksponencial 3 sepse
[t?] < 1-e3 pércdot > 0;

Funksioni f(t) = ch t éshté funksion i rendit eksponencial 1 sepse |ch t] < 1-elf;

Funksioni f(t) = e* nuk éshté funksion i rendit eksponencial sepse et” > Me* pér
cdo t > ty, ku t, éshté njé numér qé varet nga M dhe y.

Le té pérkujtojmé se funksionin f e quajmé pjesé-pjesé té vazhdueshém né
intervalin [a, 8] né qofté se intervalin [a, 8] mund ta zbérthejmé né njé numér té
fundém intervalesh né té cilét funksioni éshté i vazhdueshém. Né figurén e méposhtme
kemi paraqitur gjeometrikisht njé funksion pjesérisht té vazhdueshém né intervalin
[@, B]. Pikat “-” paragesin vlerén e funksionit f né pikat “kércyese”.

f®

P mm -

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
b
a

Figura 2.2 Funksioni pjesérisht i vazhdueshém né intervalin [a, 8]

Pérkufizimi 2.1 ([16]) Le té jeté f(t) njé funksion i rendit eksponencial i vazhdueshém
ose pjesé-pjesé i vazhdueshém i tillé qé

f(t) =0 pért<O0

Transformimin té Laplas-it té funksionit f(t) e quajmé funksionin F(p) i cili
merret me anén e integralit té Laplas-it:

F(p) = f e PLF(O)de
0
Simbolikisht shénohet:
LIF©) = Fp) = f ePLf(t)dt (D)
0

(lexohet: “transformimi i Laplas-it i funksionit f(t)”).

Né literatura té ndryshme shénohet edhe me simbolet:
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F(p) c f(®)
F(p) = f(®)
F(p) s—e f(t)
etj.
Funskionin f(t) e quajmeé origjinali ndérsa funksionin F (p) pérfytyra.

Shembull 2.1 Gjejmé transformimet e Laplas-it pér funksionet e méposhtme

a) f(t)=1
b) f(t) =t
c) f(t) =e™*
d) f(®)=t"
e) f(t)=x?
f) f(t) =e*

Marrim transformimin e Laplas-it nga funksionet e dhéna, dhe nga pérkufizimi i tij
kemi:

a)
0 |v=—pt /d|
du = d(—nt
L} = £{1} = f (ePt- 1) dr = |7 4CPD)
0 ——du =dt
p
e 1 1 1 1
=f et —du=—=lim (e -0)=-=-(0-1) ==
_p pA—)—OO p p
b)
oo ¢ —pt| ®© 1 [ole] 1
G G e
b lg P o P
0
c)
L{fF )} = L{e™%} = f e Ple™dt = f e~(Pra)tge = —a
0 0 p
d)
r n!
= n — —ptgn R —
CFO) = £ = [ ePende = = T
0
(e cila vértetohet me ané té induksionit matematik)
e)
0 a
LIF(O) = Lix?) = f e P du = lim [ e~ du =
a— oo
0 0
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[o'e) a
_ 1 2
= lim (——e‘x”uz) +—fe‘x“u dup =
a—co x X
0

0

a
_ 1 2
= lim {——e¥%q? +—f e udut =
a— oo X X
0

2 1 ® 47
=—- lim {(——ue‘xu) +—fe‘x“ du}
X a—o X O XO
2 1 2 2
= Jim e - nf =0+ 5=3
f)
L{f()} = L{e*} = f e et dy = f e gy =
0 0
a e(Z—x)u a e(z—x)a
= lim [ e@ % dy = lim = lim =
a— oo a—oo — X 0 a—ow 2 —X
0
1 .
{x - nésex > 2
co nésex < 2
edhe pér x = 2,

[00) (0]
j e 2UelU dy = f du = oo
0 0

Pra,

pér x > 2

1
L{e?} = =3

2.3 Tabela e transformimeve té Laplas-it

Matematikanét kané pérpiluar tabela né té cilat mund té gjejmé transformimet e Laplas-

it té njé numri té madh funksionesh. Mé poshté po e paragesim njé tabelé té shkurt té
trasnformimeve té disa funskioneve elementare.
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Tabela 2. 1 Trasnformimet e Laplas-it té disa funskioneve elementare

cos wt p
pZ + (1.)2
sin wt w
pZ + (1)2
ch at p
p? —
sh at a
p? —
e cos bt p—a
G-+
e sin bt b
PR
Int y+Inp

,  y=057721..
2

2.4 Vetité themelore té transformimeve té Laplas-it

Supozojmé se funksioni f(t) éshté funksion i rendit eksponencial, d.m.th. se integrali
I Laplas-it

co

J e PLf(t)dt

0

konvergjon.

Teoremé 2.1 Né qofté se L{f (t)} = F(p) dhe A njé konstanté, atéherg:
L{Af ()} = AL{f (D)} (1)
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Vértetim:

LAF ) = f e PLAf(t)dt = A f e PLF(D)dt = AL (D))
0 0

Shembull 2.1 Gjejmé transformimin e Laplas-it pér funksionin e dhéné
f(t) = shat ch at, ku a —konstanté
Kemi:
edt _ p—at . et 4 p—at _ l(eZat ~ e—Zat)
2 2 4
1 1 1 1 a?

1 1
L{sh at ch at} = = L{e?9} — = [{e~2at} = _. _L _
{shatchat} =7 L{e*"} -7 L{eT**} = 2 i S P B

f(t) =shatchat =

Teoremé 2.2 Né qofté se A dhe B jané konstante té ¢farédoshme, f(t) dhe g(t)
funksione dhe L{f (t)} = F(p), L{g(t)} = G(p), atéheré:

LIAf(t) + Bg(©)} = AL{f(©)} + BL{g(D)} (2)
Vértetim:

(0]

LIAF(®) + Bg(©)} = f e PLAF() + Bg(®)]dt =
0

oo [0e]

_ 4 j =Pt £(t)dt + B j ePtg(t)dt = AL{F(O)} + BL{G (D)}

0 0

Formula (2) mund té pérgjithésohet pér njé numér té fundém funksionesh.

Nga shembulli 2.1 nén ¢) vérejtém se L{e~ %} = p_ia. Kété rezultat dhe teoremén 2.2
e shfrytézojmé pér té gjetur transformimet (6) dhe (7) nga tabela e transformimeve.

Né qofté se né formulén e fundit zévendésojmé a me iw do té kemi:

. 1 +iw
e} = = prr a2
p—ilw p t+w
ose
+iw
L{coswt + i sinwt} = %
pct+w
p )

L{coswt} + i L{sinwt} =

p2+w2+lp2+w2
prej ku duke krahasuar pjesét reale dhe imagjinare, gjejmé

p

L t} = ——,
{cos wt} Tt W

L{sinwt} = ———
{sin wt} Tt 0
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Shembull 2.3 Gjejmé transformimin e Laplas-it pér funksionin e dhéné
f(t) = 4e5 + 6t3 — 3sin4t + 2 cos 2t
Sipas vetisé sé linearitetit kemi:
L{f(t)} = L{4e> + 6t3 — 3sin4t + 2 cos 2t} =
= 4L{e5} + 6L{t3} — 3L{sin4t} + 2L{cos 2t} =

= () + ) -3 (rae) 2 ra) -
- \p-5 p* p? + 16 p2+4)

4 36 12 2p

p—5+F_p2+16+p2+4

pércdop > 5
Teoremé 2.3 Né qofté se L{f (t)} = F(p), atéheré

L{f'®} = pF(p) — f(0) = pL{f (1)} — £(0) 3)
Veértetim:
L{f'®} = f e P f'Ode = e Pf()| +p f e PLf(t)dt
0 0 0
ose

L{f'O} = pF (p) = £(0)
Né ményré analoge gjejmé:
L{f" O} = pL{f' O} = £'(0) = p’F(p) = pf (0) = £'(0);
L{f"®O} = pL{f"©} = £"(0) = p*F(p) — P*f (0) — pf'(0) — " (0)

Me ané té induksionit matematik vértetohet né rastin e pérgjithshém

L{f™ ()} =
=p"F(p) —p" ' f(0) = p"2f(0) — p"f"(0) — -+ = pf *2(0) — F*7D(0)
Shembull 2.4 Gjejmé transformimin e Laplas-it pér funskionin f(t) = sin®t
kemi f'(t) = sin 2t, zbatojmé formulén (3) dhe do té kemi:
L{f'®} = £{sin 2t} = pL{sin® t} — 0

ose

) = pL{sin? t}

prej nga
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L{sinz t} = m

Shembull 2.5 Tregojmé relacionin

Lisinat} = ——
{sin at} Tt o

Le t& marim f(t) = sin at, atéheré do té kemi:
f'(t) = acosat, f"'(t) = —a’sinat
f@ =0 f(0)=a
pra nga rezultati kemi:
L{f" O} = p2L{f ()} — pf(0) — £'(0)

atéheré kemi:

L{—a?sinat} = p?L{sinat} — p(0) —a
pra

—a? L{sinat} = p?L{sinat} —a

ose

L{isinat} = ——
{sin at} Tt o

Teoremé 2.4 Né qofté se L{f (t)} = F(p) ,atéheré

{ [ ra du} Fip) ©

Veértetim: Le té jeté

p(t) = | f(w)du
|

Atéheré ¢(0) = 0 dhe ¢'® = f(t). Prej ku fitohet:

L{p'®} = pL{p(t)} — (0)

LIF)} = pL { f ) du}

0

ose

d.m.th.

47



t _F®)
L bff(u)du =7

Né ményré analoge vértetohet se

L jl I 0j‘nf(u)du wdvp = F;f)

Shembull 2.6 Tregojmé gé

L{sin 2t} = =F(p)

p* +4

Duke u nisur nga:

L{sin 2t} =

p% +4
kemi:
t

L fsinZudu =
0

2
p(p? +4)

si¢ mund té vértetohet drejtpérdrejt.
Teoremé 2.5 Né qofté se L{f(t)} = F(p), atéheré

ctr ey = (7) ®)

Veértetim:

(o]

LUF (ko)) = j e Ptf (kt)dt

0

Zévendésojmé kt = u, dhe kemi:

(o]

L{f (kt)} = %J e kf(w)du = %F (%)

0

Shembull 2.7 Me ané té rezultatit té marré L{ch t} = pzp_l. Gjejmé L{ch at}

Sipas teoremés 2.5 kemi:

p
a _ p

L{chat} = - — =T

p
-1

Q| r
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Shembull 2.8 Né gofté se £ {%} = arctan (%) Gjejmé £ {Sin at}

t

Sipas teoremés 2.5 kemi:

sinat 1 (sinat 1
L{ }z—L{ }z—arctan
at a t a

QI3 —
Il

—_

N

T

N———

—arctan
a

Teoremé 2.6 Né qofté se L{f (t)} = F(p), atéheré
L{e¥f(t)}=F(p—a)

Vértetim:
LEewf(©) = [ erettf(@de = [ e f e = Fp -
0 0
Shembull 2.9 Né gofté se L{sin 4t} = pzim. Gjejmé L{e~?! sin 4t}
Sipas teoremés 2.6 kemi:
4 4

L{e~* sin4t} = =
te™" sin 4t} (p+2)2+16 p?+4p+20

Shembull 2.10 Né gofté se L{ch 5t} = p21125' Gjejmé L{e** ch 5t}

Sipas teoremés 2.6 kemi:

p—4 p—4

L{e*' ch 5t} 0 —4)72—25 pZ—8p—9

Metodeé tjetér pér zgjidhjen e shembullit 2.10

eSt + e—5t

1
L{e‘” ch St} =L {8“ <T>} = E L{egt + e‘t} =
_1{1+ 1}_ _ p—4
2lp-9 p+1) p2-8p-9
Teoremé 2.7 Né qofté se L{f (t)} = F(p) dhe

_(ft—a) kurt>a
g(t)—{ 0 kurt <a

atéheré L{g(t)} = e PF(p)
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f@®

] S

Figura 2. 3 Funksioni g(t)

Veértetim: Sipas pérkufizimit kemi

e F(p) = e‘apj e Ptf(u)du = J e P+ f(y)du
0 0

Né qofté se béjmé zévendésimin a + u = t do té marrim

e F(p) = j ePLE(t — a)dt = j e Ptg(0)dt = L{g (1))
0 0

Shembull 2.11 Gjejmé L{f (t)} pér

(t Zn) I t>2n
cos 3 ) ur 3

f() = o
0, kurt < —
3
Kemi:
2T
3 o
2T
L{f(t)} = j e Pt(0)dt + J e~ Pt cos (t - ?> dt =
0 on
3
e e _2mp
21 2mp e 3
= f e_p(”T) cosudu = e_Tf e Plcosudu = pz
pc+1
0 0

Metodé tjetér pér zgjidhjen e shembullit 2.11

Pasi gé L{cost} = #, prej vértetimit té teoremés paraprake, me a = 2?” késhtu qé
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_21p
e

LO) ="y

Shembull 2.12 Gjejmé transformimin e Laplas-it pér funksionin

(=13, kurt>1
g(t)—{ 0, kur t <1

= 2 r 2 4
Figura 2. 4 Grafiku i funksionit g(t)
Le t& marrim funksionin f(t) = t3. Atéheré L{f(t)} = L{t3} = p—i. Sipas
teoremés sé mésipérme do té kemi:

6 6e7P
L{gt)}y=e P -— =
g p* p*

=
w
T

()]

Figura 2. 5 Grafiku i L{g(t)}
Teoremé 2.8 Né qofté se L{f (t)} = F(p), atéheré
L{t"f ()} = (=1)"F™(p) (10)
Veértetim: Teorema mund té vértetohet me ané té induksionit matematik
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Teorema vlen pérn = 1

Me té vérteté, nga

[0e]

F(p) = f e PLf(0)dt

0

rrjedh

F'®) = fe PLEF(0)]d
0

ose

L{tf (O} = —F'(p)

Le té supozojmé se teorema vlen pér n = k:

Lt fF (O = (D FPO )

apo

o)

f e PL[E*f(O)]de = (—1)FF® (p)

0

atéheré

d

- j e P[f (O)]dt = (1) FE ()

ku sipas rregullés sé Lajbnic-it fitohet:

oo

f e—pt[tk+1f(t)]dt — (_1)k+1F(k+1)(p)

0
d.m.th.

LI (D)) = (D FED ()
Pra teorema vlené pér ¢do p.

Shembull 2.13 Gjejmé L{te**}

Duke u nisur nga L{e*t} = p%k, dhe nga teorema e mésipérme kemi:

feet = - (p 1 k>, e —1k)2

Teoremé 2.9 Né qofté se L{f (t)} = F(p), atéheré
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o

L{@}zJF(u)du

p

me kushte gé hm ! ( ) 18 ekzistojé

Vértetim:

o)

.[-F(u)duzz[ Ll- e‘”tf(t)dt] du

p

Funksioni nén integral i plotéson konditat e teoremés sé integrimit nén shenjén e
integralit. Rrjedhimisht,

f[j e Y f(t)dt d“_J U e ¥dul f(t)dt =

—tutl ferdt = Je ptf( ) it _L{fit)}
p 0
pra
L{@}=JF(u)du
P

shembull 2.14 Gjejme £ {* |

Né fillim duhet té tregojmé qé limiti ekziston

_sht  et—et  (et—et)  et+et
lim = lim = lim————— = lim =1
x-0 ¢t t—0 2t t—0 (Zt) t—0
L{sht}= ! = F(p)
S T p
prandaj,
O\ (du 1 [ du 1 1
u u u-—
F(u)du =—li =—lim1 =
{t} f“ Juz_l zsLﬁJuz_l ZimIn 57
P P p
1. s—1 s—1 p—1 1 p—1
E}an?o<lns+1_l ) 2[ Im oy~ p+1 _E[lnl_lnp+1]_

p—1 1. mp+1\!
ln< ) =
p—1
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Teoremé 2.10 Le té jeté f(t) njé funksion periodik me periodé T > 0;
f(t+T). Atéheré:

[, et f(e)dt

1—e?PT

L)} =

Veértetim: Pér arsye se funksioni f éshté periodik (fig mé posht&) kemi:

f®
I |
I I
I I
I
I 1
I I
I I
I I
I 1
1 1
I I
| 1
0 | 1
S b
T 2T
Figura 2. 6 Funksioni periodic f(t) me period T > 0
L) = [ et @de =
0
T 2T (n+1)T

=fe‘ptf(t)dt+f e PHf(t)dt + - + f e PLf(t)dt + -

0 T nT

o (M+1)T
=ZJ e PLf(t)dt
0 nr

Béjmé zévendésimin u = t — nT, d.m.th. t = u + nT dhe fitohet:

f(t) = f(u+nT) = f(u) sepse T éshté perioda e funksionit f. Rrjedhimisht:

oo T

w T
— —p(u+nT) — —pnT -pu —
L{fF ()} zo:!e p fw)du [Zo:e p ]fe PU(u)du

0
T

1
- f e PUf (u)du
0

pra

[} e P f(wdu
1—ePT

L} =

54

(12)



Shembull 2.15 Gjejmé L{f (t)}, ku

(t kuo<t<m
f(t)_{t—n ku m<t<?2m

Né bazé té teoremés 2.10 kemi:

L0 S B e Y G e S W ]
fO} =1 e . e 7¢ |-
1 me PT  eTPT 1 qe PT  eTIPT  oTPT
= — — —_ + _ — + —
l-e Zp"l P > p* p 2 l
_ 1 [ 2mwe~PT N 1 1 _2pm ] _ 2me”PT N 1
S 1-e7m p T T A e T

Teoremé 2.11 (Sjellja e funksionit F(p) kur p — o)

Né qofté se L{f (t)} = F(p), atéheré:
lim F(p) =0, p € R*
p—)OO

Veértetim: Sipas supozimit funksioni f(t) éshté i rendit eksponencial. Rrjedhimisht
|f (t)| < Me"*. Prandaj,

T

IF(p)| = || e PEf(t)dt| < | le7Pt||f(t)|dt < M | be~®*Viqt =
Jrroud=] /

0

p—a

Prej kétu, kur p — oo, F(p) = 0.

Tani do té formulojmé dhe vértetojmé njé teoremé shumé té dobishme e cila na béné té
mundur té eliminohen zgjidhjet té cilat nuk kané kurrfaré domethénie fizike.

Teoremé 2.12 Né qofté se L{f (t)} = F(p), atéheré:
lim pF(p) = limf (t)
p—0o t—-0

Veértetim: Me té vérteté, né intervalin e shqyrtuar, funksionin f mund ta paragesim me
seriné e Makloren-it:

1, t> t" o
f(t)=f(0)+ﬂf (0)+Ef (0)+”'+Hf( )(0) + -+ (D

por

prandaj,

F(t) =

p2 p3 -t pnt+l

/ " )
f;0)+f(0)+f @ . O
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ose

pF(t) = f(0) + (2)

"0 "0 (n) 0
p
Né bazé té relacionit (1) rrjedh ltin(}f(t) = f(0) ndérsa nga (2) pérfundojmé.
lim F(p) dhe limpF(p) = gimf(t)
p—0o p—o —00
atéheré:
limpF (p) = limf(t)
p—0 t—oo
Shembull 2.16 Le té jeté dhéné f(t) = 3e~%¢. Vértetojme se
limpL{f ()} = limf (¢)
p— t—0

Nga teorema 2.12 dhe nga L{3e7%!} = pi kemi:

+2

Pra 0 = 0 gé tregon se vlené teorema 2.12

2.5 Transformimet inverse té Laplas-it

Le té jeté F(p) transformimi i Laplas-it i funksionit f(t) d.m.th. L{f(¢t)} = F(p).

Atéheré, f(t) quhet transformimi invers i Laplas-it i funksionit F(p). Simbolikisht
shénohet:

LHFP)}=f®) (D)
Pér shembull

a) L{1} =p,prandaj L7{p} =1
1 - A 1

b) L{e%} = — prandaj £™1 {pTa} =e%

. 2

c) L{sin2t} = ~yw

2
p2+4’

prandaj £™1 {

= sin 2t

2.6 Tabela e transformimeve inverse té Laplas-it

Transformimet inverse té Laplas-it paragiten shumé shpesh, prandaj edhe pér to
jané pérpiluar tabelat nga té cilat leht dhe shpejt e gjejmé funksionin e kérkuar. Kétu
poshté po e paragesim tabelén e transformimeve inverse té disa funksioneve gé i
pérgjigjet tabelés nga mésimi 2.2
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Tabela 2. 2 Trasnformimet inverse té Laplas-it té disa funskioneve elementare

Ty M= 012, —, n=012,.
1 at
pT, p>a €
p cos wt
pZ _|_ (1)2
w sin wt
p ch at
pZ _ aZ
a sh at
p? — a2
p—a e cos bt
(p—a)? +a?
b e sin bt
(p—a)? + b?
+ In Int
4 . B —o057721 .. n

2.7 Vetité themelore té transformimeve inverse té Laplas-it

Supozojmé se funksioni f(t) éshté funksion pjesérisht i vazdhueshém né cdo
interval té funndém i rendit eksponencial. Vetité e transformimeve inverse té Laplas-it
nxirren leht né bazé té pérkufizimit té transformimit invers dhe vetive té
transformimeve té Laplas-it té cilat i shqyrtuam te vetité themelore té transformimeve
té Laplas-it.

Teoremé 2.13 Né qofté se A dhe B jané konstanta té ¢cfarédoshme dhe F(p) e G(p)
transformimet e Laplas-it respektivisht té funksioneve f(t) e g(t) atéheré:

L~YAF (p) + BG(p)} = ALTH{F(p)} + BL{G(p)} ey

Veértetim: Nga teorema 2.2 kemi:

L{AF(p) +BG(p)} = AL{F(p)} + BL{G(p)}

Prej ku, né bazé té pérkufizimit kemi:
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L~HAF(p) + BG(p)} = Af (t) + Bg(t) = ALTH{F(p)} + BL HG(p)}
Teorema mund té pérgjithésohet pér njé numér té fundém funksionesh.

Shembull 2.17 Gjejmé

L‘1{1+ 4 2 }
p p—3 p+6
Kemi:
1 4 2 1 1 1
R e
p p—3 p+6 D p—3 p+6

=1+ 4e3t — 2e7 6
Shembull 2.18 Té gjendet

£_1{1+2+3+1}
p> p*+3 p?-9 p2-11

Zgjidhje:
L—l{l + 2 + & + ! }—
pS p?+3 p2-9 pz-11)

=L-1{i}+z,c-1{ ! }+31:-1{ 3 }+L-1{ ! }=
pS p%+3 p?—9 p?—11

t4 2 £—1 \/§ L—l \/ﬁ —
B p?+3 V11 p2—11)

}+3ch3t+

L sin3t+3 ch 3¢ + ——shVTTt
= — 1T —=SIn C —S
43 V11

Teormé 2.14 Né qofté se
LYFD ()} = (D™ f (D), n=1,23, .. (2)
Veértetim: Sipas teoremés 2.8 kemi:
L f ()} = (D"F™(p)
prej nga rrjedh
L7HFM ()} = (D)™ f (1)

Shembull 2.19 Duke zbatuar formulén pér transformimin inverse té derivatit, gjejmé:

- p? — >
(p? + w?)?

Zgjidhje: Nga fakti se £~ {pszz} = cos wt dhe
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( p )’_p2+w2—2p2_ pz_wz
p2+w2 - (p2+w2)2 - (p2+w2)2

rrjedh

L1 {(522_{__—:)22)2} =-—L71 {(ﬁ)l} = —(—Dt' - coswt

2 2
_ b —~w
L 1{m}=tcoswt

pra

Shembull 2.20 Vértetojmé gé

1
(p? + w?)?

1
} =5a? (sin wt + wt cos wt)

a) L‘l{

2
1
b) L—l {(pz-l:—wz)z} = % (Sin wt + wt cos (l)t)

c) L1 {L} 1 t sin wt
(p? + w?)? 2w
Kemi:
a) Ngashembulli 2.19 kemi:

L2 ) _ ¢ cos wt, ndérkag £ {——) = Lsinwt
L) = teoswt, ndérkag L7 =1 = ~sinw

duke zbatuar teoremén 2.13, mund té shkruajmé:

2 2 2 2
L 21 2~ pz _wz =L_1{ : }_L_l e B
p?+w? (p? + w?)? p? + w? (p? + w?)?

1
=;sina)t—tcoswt

ose

L1 20° L t — wt t
7+ w)? —w(smw wt cos wt)

2w%L71 S l(sin wt — wt cos wt)
(P?+w??) w

nga rrjedh formula e detyrés nén a)

1 1
L1 {(pz - wz)z} =53 (sin wt + wt cos wt)

b) Nga ana tjetér
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1 1 PP+ ) 1

ose
[ 2t [
L™ (pz+—a)2)2 = - (sin wt + wt cos wt)

2
1
21 {(pz-lzi—a)z)z} = 5 (sin wt + wt cos wt)

Prej nga rrjedh formula e detyrés nén b)

2
1
-1 {(292_2:—0)2)2} = o (sin wt + wt cos wt)

c) Pér té gjetur formulén e detyrés nén c) le té nisemi nga:
-1 w I r _ w ! _ 2wp
L {p2+w2} = sint dhe F'(p) = (p2+w2) T (p2+w?)?

Zbatojmé teoremén 2.14 dhe kemi: L7Y{F'(p)} = (—1)tf(t) dhe do té& marrim,

= 2wp _ )
(pz-i-—a)z)z = —tSsin wt

prej nga
-1 L} _ 1
L {(pz T+ 00)? 2wtsma)t
Formulat a), b) dhe ¢) kané zbatime té shpeshta né praktiké.

Teoremé 2.15 ([16]) Né qofté se L™1{F(p)} = f(t), atéheré:

L1 fF(u)du =@

p

(3)

Veértetim: Vértetimi rrjedh nga pérkufizimi i transformimit invers dhe teoremés 2.9

Shembull 2.21 Tregojmé qé:

Kemi:

prej ku fitohet:
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o)

1 1 1 1 1 1—et
L f(__ Jaup = in(1+-)} =
u u+l p t

p

Teoremé 2.16 Né qofté se L7H{F(p)} = f(t), atéheré:

o)) = £ (7) )
Vértetim: Nga
L{f (%)} = fe‘ptf (%) dt = fooe‘pk”f(u)k du = kF (pk)

gjejmé
1/t
-1 _ _
LHEGp)} =11 (5)
Shembull 2.22 Tregojmé qé:

L1 {2—19} = 1cos 2t
(2p)2 + 16) 2

Kemi:

_ b _ p
£ 1{p2+16}:L 1{p2+42}:COS4t

prej kétu kemi:

1 p 1 4t 1
L {p2+16}:§COS7ZECOSZt

Teoremé 2.17 Né qofté se L7H{F(p)} = f(t), atéheré:
L~HF(p—a)} =e*f(t) (5)

Vértetim: Sipas teoremés 2.6 kemi L{e® f(t)} = F(p — a). Atéheré relacioni (5)
rrjedh nga pérkufizimi i transformimit invers.

Shembull 2.23 Tregojmé gé:

Kemi:

prej kétu kemi:

ST N Y SN S VYOS S PP
p?—2p+5 P*?—-2p+1)+4 (p—1)2%+4 2
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Shembull 2.24 Gjemé

£ {(p —pa)_2a+ wz}

Zbatojmé teoremén 2.17 dhe do té kemi:

p—a _ p
a7+ a)z} =e¥[ 1{—]92 - a)z} = e* cosat

|

Shembull 2.25 Gjejmé
_1{ 2p+1 }
p?+4p +13
Kemi:
_1{ 2p+1 }:L‘l{ 2p+1 }:L‘l{ 2p+1 }:
p?+4p+13 P?+4p+4)+9 (p+2)2+9

(@ -3y (20+2)-3)
—“{m}—“{m}—

S e B (Ear s
R Yige § S S/ N
(p+2)2+9 (p+2)2+9
= 2e %t cos 3t — e ?t'sin 3t

Teoremé 2.18 ([16]) Né qofté se L™1{F(p)} = f(t), atéheré:

“1¢,—ap _ f(t—a), pért>a
L7He™F ()} { 0, pér t<a

Shembull 2.26 Gjejmé

Kemi:

dhe prej teoremés 2.18 kemi:

. n e n

. e—% ~ 51n(t—§) pér t>§
2 - T
pe+1 0 pér t < —

3

Teoremé 2.19 Né qofté se L~H{F(p)} = f(t) dhe £(0) = 0 atéheré:
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L7HpF()} = f'(D)

Vértetim:

L{f'(©)} = pF(p) — f(0) = pF(p)
prej nga rrjedh teorema.

Shembull 2.27 Duke pérdorur teoremén 2.19 gjejmé

_1 P}
£ {p2+1

1}zsintdhef(O) =sin0 =0

- 1
Nga £7* {p2+

kemi:

_ 1 _ p d
pL 1{p2+1}=ﬁ 1{p2+1}—a(smt) = cost

-Pérgjithésimi i L={p"t(p)}, n = 2,3,4, ... éshté i mundshém
Teoremé 2.20 Né qofté se L7H{F(p)} = f(¢t), atéheré:

- {(p)} ff( Ydu

Veértetim: Nga teorema 2.4 kemi:

t
_F®
L {!f(u)du}— >

ku F(p) = L{f (t)} prej nga rrjedh teorema.
Shembull 2.28 Gjejmé

Nga

dhe nga teorema 2.20 kemi:

1 t
2+ 4 1 1
P s =L‘1 f— sin 2u du = = (1 — cos 2t)
P p(p + 4) I 4
_Pérgjithsimi i

63



F
L‘l{ (5)}, n=234,..
p

éshté i mundshém.

2.8 Konvulucioni

Né kété piké do té shqyrtojmé edhe njé veti té réndésishme té transformimeve té

Laplas-it qé ka té béjé me transformimin e produkteve.
Teoremé 2.21 (teorema e konvulucionit)

Né qofté se L{f(t)} = F(p) dhe L{g(t)} = G(p) atéheré:
t
F(p)G(p) = L{ [ g r)dr}
0
ose
t t
LHF@)G@)) = L L{ [ rogt- r)dr} - [ r@gtc- D
0 0

Veértetim: Né bazé té teoremés 2.7 kemi:

e = {0477 P =gt - Dat- o)
ose
t
e PTG(p) = j e Plg(t —Da(t —1)dt
0
prej nga,

oo

e P'G(p) = f e Ptg(t —1)dt, t>t

T

Nga ana tjetér sipas pérkufizimit

[0e]

F(p) = f P f(1)dr

0

(1)

(2)

(3)

Duke shumézuar barazimin e fundit me G(p) dhe duke pasuar parasysh

barazimin (3) do té marrim:
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o o9)

F(p)G(p) = f e‘pff(T)G(P)dT=Jf(T)[e'pTG(P)]dT=

oo oo

=ff(r)f e Plg(t—1)dtdr

0 0

Integrimi né lidhje me t béhet prej t = t deri né t = oo ndérsa né lidhje me
prej 0 deri ne o (zona e hijésuar né figurén mé poshté). Funksionet f dhe g jané
funksione té rendit eksponencial, prandaj né barazimin e fundit mund té ndérrojmé
rendin e integrimit ashtu qé sé pari integrojmé né lidhje me t prej 0 deri né t dhe pastaj
né lidhje me t prej 0 deri né co.

Figura 2. 7 Zona e integrimit

pra,

Few) = [ e [ fgte - drae
0 0
d.m.th.
F@M@0=£{Jﬂﬂg@—ﬂm} @)
0

Operacionin e pérkufizuar me (4) shpeshheré e quajmé kompozim té funksioneve f
dhe g dhe kété e shprehim simbolikisht

frg=[ r@gte-oar ©
0
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Formula (5) shpreh teoremén e konvulucionit. Nga pérkufizimi, vértetohen
lehté kéto veti:

1) f*9=9g*f;

2) fr(@+h)=fxg+f=*h
3) (f*g)*h=fx*(g=h)
4) fx0=0xf=0.

Mirépo, né rastin e pérgjithshém.
5) 1xg#g
Pér shembull, né qofté se g(t) =t

L 2\t 2
1*t=f1-(t—r)dr=<r—%> =% (#1)

0 0

6) Kompozimi f * f mund té mos na sjell né rezultat.

Teorema e konvulucionit vecanérisht pérdoret né llogaritjen e transformimeve
inverse.

Shembull 2.29 Gjejmé t2 = cos t dhe cos t * t? dhe pastaj krahasojmé rezultatet.
Kemi:
t t

t2 *xcost = frz cos(t —t)dt = frz[costcosr+sintsinr]dr =
0 0

t t
= costjr2 cosrdr+sintjr2 sintdr = 2(t — sint).
0 0

t
cost * t2 =fcos (t—1)%dr =
0
t t t

= tzfcosrdr—2tftcosrdt+ftcosrdt=Z(t—sint).
0 0 0

Prej kétu shohim qé t2 = cos t = cost * t? gé éshté njéra prej vetive té konvulucionit.

Shembull 2.30 Gjejmé transformimet inverse té Laplas-it duke pérdorur teoremén e
konvulucionit.

Q) L™ {pz(pl-l— 1)2}

D )

66



a) Kemi,£™? {p—t} =t dhe £L71 {(p+11)2} =te™!

Duke pérdor teoremén e konvulucionit kemi:

L1 {W f(ue W(t —u)du = f(ut —u®)e %du =

= [(ut —u?)(—e™) - (t—2W)(e™) + (—2)(—e—u)]|g —tet 42t 4t —2

Pra
L{te Tt +2e  +t—2} = L{te '} + 2L{e"} + L{t} — 2L{1} =
1 N 2 +1 2 pP+2p’(p+ D+ (+1D*-2p(p+1)?*
+1?* p+1 p*> p p*(p +1)
L 1
- pPp+1)?
b) Shénojmé —2— =—2_._2

(p2+a?)? - p2+a? p2+a?

Atéheré nga L7 {pziaz} = cosat dhe £71 { : } _ Sinat

p2+a2
Duke pérdor teoremén e konvulucionit kemi:

t
sin a(t - u)

L1 {(p - a2)2 fcos au - du =

0
t

=— f (cos au)(sin at cos au — cos at sinau)du =
a
0

1
= —sinat
a

O'Sm

t
2 : _
cos“ audu — —cos at f sinaucosaudu =
a
0

t t
1 + cos 2au sin Zau
=—smat u——cosa
0

0

1 ; (t + sin 2at> 1 . (1 — oS 2at>
=-5 — ——cosat|——| =
a mna 2 4a a 4a
1 t sinatcosaty 1 sin? at
=—51nat<—+—)——cosat =
a 2 2a a 2a
_ tsinat
- 2a
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. TRANSFORMIMET E FURIE-SE

3.1 Biografia dhe jeta e Furie-sé (Jean Baptiste Joseph Fourier)

Figura 3. 1 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)

A nuk duket si magji té kalosh njé kufi me njé fytyré dhe dalésh nga pala tjetér me njé
pamje tjetér?

Nga piképamja gjuhésore, transformoj dhe transformim kané kuptime té ngjashme, me
sinonime, qofté si folje qofté si emér, si "ndryshim i ploté”; "Metamorfozg";
"Ndryshim"; "Ndérrim"; "Ndryshimi né formé né pamje ose strukturé."
Etimologjikisht, fjalét rrjedhin nga *’transformem’” anglishte mesjetare 13001350 dhe
nga ana tjetér, nga Latinishtja e vjetér *’transformare’’. N&é matematiké, kuptimi &shté
disi mé specifik, por prapéseprapé éshté mjaft i gjeré ose i lirshém, kur pérkufizimi i
gjetur ndonjéheré thoté se éshté njé sasi matematike e marré nga njé sasi e caktuar nga
njé operacion algjebrik, gjeometrik ose funksional. Duke gérmuar pak mé thellé, ne
futemi né té ashtuquajturén teori té transformimit, thelbi i sé cilés éshté se me njé
zgjedhje té pérshtatshme té njé funksioni té quajtur "kernel™ (nga bérthama apo
bérthama gjermane) njé problem mund té thjeshtohet. Ka shumé shndérrime, ndér té
cilat Laplas dhe Furie jané ndoshta mé tradicionale dhe mé té zakonshmet né shkencat
fizike.

Transformimet e Laplas-it (Laplace Transform - LT) dhe transformimet e Furie-sé
(Fourier Transform - FT) jané té lidhura, por megjithése kjo e fundit shpreh njé funksion
ose sinjal si njé supozim té sinusoideve, i pari shpreh njé funksion, mé pérgjithésisht,
si njé supozim i momenteve. Prandaj, pér shembull, shndérrimi i Laplace nga fusha
kohore né fushén e frekuencés shndérron ekuacionet diferenciale né ekuacionet
algjebrike dhe konvolucionin né shumézim.

P&r mé tepér, njé moment éshté njé masé specifike sasiore e formés sé njé grupi pikésh
té pérdorura si né mekaniké ashtu edhe né statistiké. Nése ato pérfagésojné masén,

68



atéheré momenti zero éshté masa totale, momenti i paré i ndaré me masén totale éshté
gendra e masés, dhe momenti i dyté paraget inerciné rrotulluese. Kur pikat géndrojné
pér densitetin e probabilitetit, atéheré momenti zero éshté probabiliteti total (d.m.th.,
njé), momenti i paré éshté mesatarja, momenti i dyté jep variancén, dhe momenti i treté
éshté skugiteti.

Babai i Jean Baptiste Joseph Fourier ishte rrobagepés. Ai u martua dy heré: gruaja e tij
e paré i dha tre fémijé, dhe gruaja e tij e dyté i lindi matematikanin e ardhshém si i nénti
1 12 fémijéve. Fatkeqésisht, néna e djalit vdiq kur ishte nénté vjec, dhe njé vit mé voné
babai i tij ndérroi jeté. Shkolla e paré ku ai ndogi u drejtua nga mjeshtri i muzikés sé
katedrales, ku Jean Baptiste, njé nxénés i pérkushtuar, studioi latinisht dhe frengjisht.
Né 1780 ai shkoi né thecole Royale Militaire té Auxerre (150 km né juglindje té Parisit,
sot mbi autostradén A6).

Né moshén 13 vjec, matematika u bé interesi i tij i vérteté dhe sé shpejti ai pérfundoi
njé studim té gjashté véllimeve té Cours de Mathématiques té Bézout ((Etienne Bézout,
1730-1783). Né 1787, Fourier hyri né njé kishé Benediktiane me dyshime, por interesi
I tij pér matematikén mbeti, dhe né fund ai nuk mori betimet e tij fetare. Pas vitit 1790,
njé element i treté iu shtua konfliktit té tij té brendshém kur u pérfshi né politiké dhe u
bashkua me Komitetin Revolucionar vendas né Auxerre, njé aktivitet gé e ndérlikoi
ekzistencén e tij, madje e dérgoi né burg dhe rrezikoi jetén e tij.

Mé voné, né 1794, Fourier u emérua pér té studiuar né Elecole Normale né Paris, ku ai
kishte Lagrange (Joseph-Louis, 1736-1813), Laplace (Pierre Simon, Marquis de,
1749-1827), dhe Gaspard Monge (1746— 1818) si mésues, té cilét e inkurajuan até té
vazhdojé me hapa té métejshém matematikor. Sidoqofté, pasojat pér arrestimin e tij té
méparshém u afruan mbi t€, dhe ai u kap pérséri dhe u burgos. Pér fat té miré, situata e
véshtiré nuk zgjati shumé, dhe Furieri u lirua, mbase pér shkak té ndikimit t€ mésuesve
té tij. Deri né shtator 1795, Furieri ishte pérséri né Ecole Polytechnique, dhe né 1797 ai
pasoi Lagranzhin si kryetar i analizés dhe mekanikés. Mé 1798, Furieri u bashkua me
ushtriné e Napoleonit né fushatén e tij pér né Egjipt si njé késhilltar shkencor. Ai
ndihmoi né organizimin e objekteve arsimore né Egjipt dhe béri kérkime arkeologjike.
Jean Baptiste u kthye né Francé né 1801 dhe rifilloi postin e tij si profesor i analizés né
Ecole Polytechnique, por me kérkesén e Napoleonit, ai duhej té shkonte né Grenoble
pér té marré njé pozicion administrativ. Pérkundér detyrave, ishte gjaté késaj period he
qé Furieri kryente puné té réndésishme matematikore né teoriné e nxehtésisé. | pérfshiré
né njé numér pengesash politike dhe administrative, ai mé né fund ishte né gjendje té
kthehej né Paris né 1815.

Fourier u zgjodh né Académie des Sciences né 1817. Gjaté teté viteve t€ mbetura té
Furierit né Paris, ai rifilloi studimet e tij matematikore, duke botuar njé numér artikujsh
té réndésishém. Puna e Furierit nxiti kontribute t€ mévonshme né serité trigonometrike
dhe teoriné e funksioneve té ndryshores reale. Ai prodhoi vepra té shumta
transcendentale mbi fizikén dhe matematikén, si¢ éshté artikulli i tij "Pér rritjen e
nxehtésis€ né trupa t&€ ngurté" né 1807 dhe monumentalin e tij "“Description de
’Egypte".

Fourier kaloi ca kohé né Angli, duke u kthyer né Francé né 1822 pér té pasuar Jean
Baptiste Joseph Delambre (1749-1822) si Sekretar i Pérhershém i Akademisé sé
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Shkencave Franceze. Né 1830, ai u zgjodh si anétar i huaj né Akademiné Mbretérore té
Shkencave Suedeze. Sidogofté, ai pésoi shumé kundérshtime té forta nga shkencétarét,
madje disa pretenduan pérparési té pabazuar mbi arritjet e tij, té gjitha faktet qé
shqetésuan jetén e tij dhe ndoshta ndikuan né shéndetin e tij. Pa dyshim, Furieri solli
ajér té pastér dhe koncepte té ndritshme né matematikeé.

3.2 Integrali Furie

Teorema integrale Furie éshté trajtuar pér heré té paré né librin “Teoria analitike
e nxehtésisé” té botuar mé 1822 dhe kjo teoremé é&shté njé nga rezultatet mé té médha
té analizés matematike moderne dhe ka aplikime té shumta né fiziké dhe inxhinjeri.

Le té fillojmé me funksionin joperiodik f: R — C, i cili &shté pjesé-pjesé i
I[émueshém. Pér T > 0 dhe T — ¢farédo, marrim funksionin f(t) né intervalin (— %%)
i cili merret nga f, por gjithashtu vémé kushtin gé f jashté intervalit té jeté 0. Vlerat e
funksionit né pikat — g dhe gjané té paréndésishme pér ne, késhtu gé i Iémé. Zgjerojmé

fr(t) periodikisht né R.

f(t)

~ v

Figura 3. 2 Formimi i njé funksioni periodik nga njé funksion jo-periodik

Késhtu, kemi njé funksion me period T, né té cilén mund té aplikohet teoria e

serive Furie. Meqgé funksioni periodik pérputhet me funksionin f né (—gg) atéheré

sipas teoremés fundamentale pér serité Furie, e cila formulohet si vijon:

70



Teoremé 3.1 ([3]) Le té jeté f(t) njé funksion periodik pjesé-pjesé i IEmueshém né R
me koeficienté Furie c,. Atéheré v t € R vlen:

Sy 1
D et = 2 (F(E HF(E-)

n=-—oo

kemi:

f() = i cetmhet, te (—Z Z)

21

kuAw = 1 Cn = koeficienti i n-té i Furie-ut pér f-né.

Pérkufizim 3.1 ([3]) Koeficientét c,, definohen si vijon:

aO . 1 7
Co = 7, Ch = E (an - lbn), Cn= E (Cln + lbn)

ku

T
5 2
a, = T ff(t) cos nwyt dt, n=20,12 ..
T
2

2
b, = T f(t) sinnw,t dt, n=20,12,..

[
NS NN

Nga pérkufizimi i koeficientéve Furie marrim:

oo

fo= >

n=-—oo

f(T)e —inAwrdT e inAwt

~| =
N"ﬂ"ﬂ\ﬂ*ﬂ

pra
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T
2

o 1 .
fO= Y 7 | f@emecar M

n=-—oo T

pér

t( TT)
‘\722

Shprehjen e fundit déshirojmé ta pércaktojmé si limit kur T — oo, pasi gé né
kété rast barazimi do té plotésohet VteR, dhe kjo na jep njé rezultat pér funksionin

jo-periodik "f". Le té shkruajmé:

G(w) = f f(r)elt=Dqt (2)

[o%0) o)

1 < A I .
P z G(nAw) - Aw = % Z f f(r)emtet-1) 4¢ (3)

n=-—oo — 00

Ekuacionin (3) éshté njé pérformim i miré pér anén e djathté té (1). Megé vémé
kushtin qé T — oo, atéheré i bie qé Aw — oo, atéheré ana e majté e (3) duket si njé

shumé e Riman-it, e cila

Glo) ¥
/_ A

-5Am -A® 0 Aw 2A® 7A® 0]

Figura 3. 3 Njé pérafrim i i I= G(w)dw nga i}‘,?{’:_w G(nAw) - Aw

Eshté njé pérafrim i miré pér:

1 oo
- f G(w)dw (4)
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Duke marré né konsideraté formulat (2) dhe (4), kur T — oo, atéheré (1) do té

transformohet si vijon:

o)

=5 |

Formula (5) tregon gé kur funksioni f(7) shumézohet me e~'“% dhe pastaj

(ff(r)e‘“‘”dr)ei“”dw (5)

integrohet né R, dhe kur rezultati i fituar, gé varet prej w, shumézohet me e*“t dhe
integrohet pérséri né R, dhe rezultati pérfundimtar pjesétohet me 2m, do té fitohet

funksioni "f™".
3.3 Transformimet Furie

3.3.1 Pérkufizimet dhe vetité e transformimeve té Furie-sé
Té motivuar nga rezultati paraprak, pérkufizojmé funksionin e ri F(w)(weR),

pér funksionin f: R — C.

Pérkufizim 3.5 ([3]) Pér funksionin e dhéné f:R — C, funksioni F(w) (weR),

pérkufizohet si vijon:

F(w) = f(w) = f f(B)eiwt ©)

i cili integral ekziston si integral jo i veté i Riman-it.

Integrali F(w), quhet edhe densiteti spektral i f(t). Shpesh-heré shénohet
(FfH(w) né vend té F(w), gjersa shénimi (Ff(t))(w) éshté mé i pérdorshém, edhe

pse nuk éshté shumé elegant. Né literaturén matematike F(w) zakonisht shénohet me
f(w).

Shpesh, f(t) paraqitet si funksion gé varet prej kohés, pérderisa F (w) zakonisht
varet nga frekuenca. Pér kété arsye, thuhet se f(t) éshté pérkufizuar né domenin

frekuencé.

Meqé e~‘t funksion kompleks atéheré F: R — C. Pér |F(w)| themi se éshté
amplituda e spektrit té £, kurse arg F quhet faza spektrale e f, kurse né teoriné spektrale

|F (w)|? quhet energjia e densitetit spektral e f(t).
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Pérkufizim 3.6 ([3]) Funksioni f: R — C quhet absolutisht i integrueshém né R, nése:

foolf(t)ldt

ekziston si integral jo i veté i Riman-it.

Kur f(t) éshté absolutisht i integrueshém dhe F(w) éshté si te (6), atéheré

|F(w)| =

f F(He @tdt

< [lr@erlae = [ If@llee|de

pasi |ei@t| = 1 atéheré nga (2)

IF ()| < j F(D)]dt < oo %

gé d.m.th. se F(w) ekziston kur f(t) éshté absolutisht i intergueshém. Duke u bazuar
te (5), f(t) mund té shkruhet né formén:

1 f |
f) = 7 f F(w)e “tdw (8)

Ana e djathté e (8) quhet integrali Furie.

Teoremé 3.2 (Lineariteti) Le té jené f(t) dhe g(t) dy funksione me transformime
Furie, F(w) dhe G(w), respektivisht. Atéheré aF(w) + bG(w) éshté transformimi
Furie pér af (t) + bg(t).

Veértetim: Kjo teoremé éshté rrjedhojé e linearitetit té integraleve, pra
[@r©+br@de=a [ f@de+b [ 0

(f1, f> funksione ¢farédo; a, b €C)
Vértetimi éshté i menjéhershém kur £, (t) = f(t)e "t dhe £, (t) = g(t)e @t

Pér shkak té késaj vetie transformimi Furie quhet transformim linear.
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Shembull 3.1 Gjejmé
F{2e tu(t) + 3e2tu(t)}
Neé bazé té vetisé sé linearitetit kemi:
F{2e tu(t) + 3e ?tu(t)} =
= F{2e tu(t)} + F{B8e ?'u(t)} =
=2F{e tu(t)} + 3F{e ?'u(t)} =

2 N 3
T 14iw 2+4iw

Teoremé 3.3 (Teorema e zhvendosjes) Le té jeté f(t) funksion me spektér F(w).

Atéheré pér ¢do a —té fikuar né R,
(Ff(t—a))(w) = e F(w)

Veértetim: Le té marrim 7 = t — a atéheré:

(Fft—a))(w) = f f(t—a)e @tdt =

= ff(r)e‘i“’(”“)drz ff(r)e‘i‘*”dtz

= g lwa f f(T)e_indT — e—iwaF(w)

Shembull 3.2 Gjejmé trasformimin e Furie-sé pér funksionin

3<t<5

1,
9(8) = {0, ndryshe

10
1.0r

Figura 3. 4 Grafiku i funksionit g(t)
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g(t) éshté pulsi me gjatési 2, té cilin mund ta lévizim (zhvendosim)
simetrikisht, pér 4 njési, pra do ta marrim

-1<t<1

1,
P (6) = {O, ndryshe

Duke marré a = 4 te teorema 3.3

3 o0

5
G(w)=F(g)) = f e~@t1dt + fe_i“’tOdt +f e~iwt0dt =
3

— 00

e—iwt 5 e—iws _ e—iw3 tio sin w
= = frd e PE—
—iw 3 —iw w
Teoremé 3.4 (Modulimi) Nése F{f(t)} = F(w) atéheré
F{f(t) cos(at)} = %{F(a} —a)+ F(w+a)} 9
1
F{f(t) sin(at)} = E{F(w —a)—F(w+a)} (10)

Veértetim: Nga

eiat + e—iat

cosat =
2

atéheré

(Ff(t) cosat)(w) = <7—” f(t) <w>> (w) = [vetia e linearitetit| =

= %(Tf(t)eiat)(w) + % (Ff (e~ )(w) = [vetia e zhvendosjes]| =

_Flw—a) Flw+a)
-T2 T2

Nése funksioni f(t) éshté sinjal me vlera reale, atéheré f(t) cos at pérshkruan

modulin e amplitudés sé sinjalit

Rasti tjetér vértetohet né ményré krejtésisht analoge, vetém se duke marré

elat _ o—iat

sinat =
2i
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Shembull 3.3 (Vetia e modelimit) Nése f(t) = P,(t) ku

Pa(t) = ' 2
0, ndryshe
dhe
aw
2 sin(—-)
(Fr)(@) = ——2=
atéheré

sin (—a(wz— b)) sin(—a(w +b)

_ 2 )
(Fp, cosbt)(w) = g + o +b

Teoremé 3.5 (Teorema e traslacionit) Nése

Fif ()} = F(w)

atéheré

Flef(t)} = F(w—a)

Veértetim: Veértetmi i késaj éshté i drejtpérdrejt duke pérdorur vetingé e linearitetit dhe
modulimit.
Teoremé 3.6 Le té jeté f(t) funksion me spektér F(w). Pér ceR dhe ¢ # 0,

(Ff(et)) (@) = lc| " F(c ™ w)

Veértetim: Supozojmé gé ¢ > 0. Marrim zévendésimin 7 = ct =

(Ff(e)(w) = J f(ct)e @tdt = ¢t J f(T)eﬁdT = c"F(c tw)

Ngjajshém merret pér ¢ < 0.

Shembull 3.4 Nése marrim blok-funksionin P,(t), si né shembullin paraprak, pér té
cilin

B 2 si 5C
(%) (@) = —2¢

(kjo do té tregohet mé voné) atéheré:

. aw . aw
2sin=— 2sin=—
2C 2C

w )
C

(Fp, () (w) =

Q|
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Prej késaj teoreme drejtpérdrejté mund té nxirret vetia
(Ff(=)(w) = F(—w)
e cila merret drejtpérdrejté kur merret c = —1.

Teoremé 3.7 (Dualizém i ndérsjellté) Le té jené f(t) dhe g(t) funksione pjesé-pjesé
té I8mueshém dhe absolutisht té integrueshém me spektér F(w) dhe G(w),

respektivisht. Atéheré:

o)

ff(x)G(x)dxz fF(x)g(x)dx

—00

Veértetim: Nisemi nga pérkufizimi i spektrit:

ff(x)G(x)dx= foof(x)< fg(y)e“"‘ydy>dx=

o o

= f j f(x)g(y)e *Ydy dx = [ndérrojmé renditjen e integrimit] =

—00 —00

- | g(y)( | f(x)e-ixydx) dr= [ gIFGIdy
Teoremé 3.8 Nése F{f (t)} = F(w), ku f(t) éshté n —heré i derivushém, derivati i
rendit n éshté i vazhdueshém dhe
fOw -0, |t| =0
dhe k =1,2,...,(n — 1), atéheré
F{fM®)} = ()"F{f ()} = (iw)"F(w)

Veértetim: Nisemi nga:
1 ‘ .
F® i) == f FO (e wtde =

u=e Wt dv = f® dt
du = —iwe™@t  p = f-1)
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f(n—l) (t) e—iwtdt — f(n—l) (t)e—iwtdt

_ —iw ‘ lw ‘
=) 3|

Pérséri integrali i fundit integrohet me pjesé dhe do té fitojmé para integralit
(iw)?
T
pérséritur kété proceduré (n — 1) — heré kemi:

kurse funksioni i nénintegralit do té ulet pér njé rendi té derivatit, késhtu duke e

1 . 1 - )"
= J.f(n)(t)e_”"tdt=(iw)n\/7_n ff(t)e““’tdt=%f7(w)

Shembull 3.5 Funksioni P, (t) i plotéson kushtet e teoremés sé mésipérme dhe kemi:

!

. QW aw . aw
1 ZsmT acos —- ZsmT
(FtR,()(w) = —~F'(w) = i _; i
l w w w

Teoremé 3.9 ([23]) Nése F{f(t)} = F(w), f (t) éshté funksion me derivat pjesé-pjesé

té vazhdueshém dhe absolutisht té integrueshém, atéheré

i) F(w) éshté i kufizuar pér ke(—oo, +00).
i) F(w) éshté i vazhduehsém pér ke (—oo, +0).
Teoremé 3.10 ([23]) (Lema e Riman-Lebeg) Nése F(w) = F{f(t)}, atéheré

lim |F(w)| =0
|w|—00
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3.3.2 Tabela e transformimeve té Furie-sé

Tabela 3. 1 Trasnformimet e Furie-sé té disa funskioneve elementare

A 2a >0
: a? -Il- w?’ ¢
te~*u(t)
(a+iw)?’ a>0
t"e u(t) n!
(a+iw)nt?t’ a=0
JO) 1
1 218 (w)
eiwot 27'[5((1) - (Uo)
cos wyt [6(w — wy) + §(w + wy)]
sin wyt in[6(w+ wy) — 6(w — wy)]
1
) 78 (w) +—
w
sgn(®) 2
Lw

3.3.3 Transformimi invers i Furie-sé

Pérkufizim 3.6 ([4]) Le té jeté f(x) funksion pjesé-pjesé i vazhdueshém dhe

j F(O)]dt < oo

Transformimi invers i Furie-sé pérkufizohet si mé poshté:

[T _ sy = [ Ferao

Nése f(t) éshté i vazhdueshém atéheré kjo redukton né:

O =Ff@)] = | fwedo
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Transformimi invers i f (w + c) éshté:

Ffw+o]= [ flo+aetdo= [ e do
Ff (w+ )] = e f(t)
Nése f(t) éshté funksion cift,

FAf ()] = fo(w)

Nése £, (w) éshté funksion ift, atéheré transformimi invers i Furie-sé sipas kosinuseve

éshté:

FHfe(w)] = f fo(w)etdw = f f.(@)(cos wt + i sin wt)dw =

f.(w) cos wt dw

= jfc(w) coswt = 2

pra

f.(w) cos wt dw

f@®) = F M folw)] =2

Supozojmé se f(t) éshté funksion tek. Shénojmé qé f(w) = F[f(t)] éshté funksion

tek sipas w. Transformimi invers i f(w) éshté
Ff(w)] = f f(w)e®tdw = 2if f(w) sin(wt)dw
—00 0
Trasformimi invers i Furie-sé sipas sinuseve do té jeté:

F[f ()] = 2 j £.(0) sin(wt ) dw = £(8)
0

Késhtu japim kété pérkufizim.

Pérkufizim 3.7 ([20]) Cifti transformues kosinus Furie pérkufizohet si:
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f@) = Tc_l[fc(w)] = Zf £+ (w) cos(wt)dw
0

fo@) = RIF@) = - [ F©) cos(wnrat
0

Transformimi i Furie-sé sipas sinuseve

f) = Tc_l[fs(w)] = ZJ fi () sin(wt) dw
0

fi@) = BIO]) = - [ f© sinCor) de
0

3.3.4 Tabela e transformimeve inverse té Furie-sé

Tabela 3. 2 Trasnformimet inverse té Furie-sé té disa funskioneve elementare

1 at
_ a>0 e®u(t)
a -Iilw -
a —
' 0> 0 e“u(—t)
a—iw
2(1 e_altl
22 "1' vk a>0 :
te %u(t)
0
@tim? *~
n! t"e~*u(t)
(a +iw)™?’ a>0
1 6(t)
216 (w) 1
218 (w — wy)e ot G
m[6(w — wg) + 8(w + wy)] cos wyt
[ (w + wy) — 6(w — wy)] sin wyt
1
m8(w) + — G
1)
2 sgn(t)
iw
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3.3.5 Teorema e konvulucionit

Pérkufizim 3.8 ([3]) Prodhimi konvulativ (ose konvulacioni) i dy funksioneve f dhe

g, (shénohet f * g) pérkufizohet si né vijim

(f (@) = f FMgt—Ddr,  teR

ashtu qé integrali té ekzistojé.

Teoremé 3.11 Le té jené f(t) dhe g(t) funksione pjesé-pjesé té vazhdueshme té cilét
jané edhe absolutisht té integrueshém dhe té kufizuar. Le té jené F(w) dhe G(w)

spektra té f dhe g, respektivisht. Atéheré f * g éshté absolutisht i integrueshém dhe

F(f *9)(w) = F(w)G(w) (1D

Veértetim: Megeé f = g ekziston dhe &shté i kufizuar né R, megé g éshté i kufizuar dhe

f éshté absolutisht i integrueshém. Shénojmé:

o)

f(flf(f)g(t—r)dﬂ)ck: f|f(f)|<f|g(t—r)|dt>dfz
= jolf(T)ldT< flg(u)ldu) < o0

pasi gé f dhe g jané absolutisht konvergjent. Nén kushtet e teoremés ne mund té

ndérrojmé rendin e integrimit pra

f(flf(r)g(t—r)ldr)dt<oo

— 00 — 00

fl(f*g)(t)ldts

me fjalé tjera, f * g éshté absolutisht konvergjent. Né vecanti F(f * g)(w) ekziston

dhe nga pérkufizimi shohim gé

F(f xg)(w) = f(f*g)(t)e-iwtdt =

= f ( f(r)e @tg(t — 1) e‘i“’(t_f)dT) dt =

— 00 — 00
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= [pérséri ndérrojmé rendin e integralit] =

o

= f f(‘r)e‘“‘”( f g(t—r)e—iw<f—f)dt> dt

— 00

Nése né integralin e fundit vémé u = t — 7, atéheré

oo

f g) e %du = G (w)

— 00

dhe pérfundimisht

F(f * 9)(0) = 6() j F@e 9tdr = G(w)F(w)

84



IV.  DISA ZBATIME TE TRANSFORMIMEVE TE LAPLAS-IT DHE
TRANSFORMIMEVE TE FURIE-SE NE INXHINIERI

4.1 Disa zbatime té transformimeve té Laplas-it né inxhinieri

4.1.1 Qarget elektrike
Qarget elektrike pasive jané té pérbéra nga tri elemente bazé: rezistorét (kané
rezistencé R e cila si njési matése e ka Omin (L)), kodenzatorét (me kapacitet C, gé
njési matése e kané Faradin (F)) dhe induktorét (me induktancé L, gé si njési matése e
kané Henrin (H).

Variablat e garkut jané: rryma i(t) (matet me amper (A), dhe tensioni (gé matet
me volt (V). Rryma gé rrjedh né gark éshté e lidhur me ngarkesé q(t) (matet me

kulumb (coulombs) (c) pérmes relacionit

. _dq
T
+ R - + q € -q o + L =
o —1}— o—' I—o o NN 0
() —— i(f)—» (1) —=
a) Rezistori b) Kapacitori ¢) Induktori

Figura 4. 1 Elementét pérbérés té njé qarku elektrik

Lidhja né mes rrymés gé rrjedh i(t) dh rénies sé tensionit v(t) te kéto elemete
né kohén t éshté:

e Rénia e tensionit né rezistor = Ri (Ligji i Om-it)

e Rénia e tensionit né kondensatoré = %f idt = %

Lidhja e elementeve ve¢cmas né garkun elektrik éshté dhéné nga ligjet e Kirkofit
(Kirchhoff).

Ligji I ([19]): Shuma algjebrike e té gjitha rrymave gé hyjné né nyje (vendi ku lidhen

pércuesit) e njé garku éshté zero.

Ligji 11 ([19]): Shuma e tensionit brenda njé konture t& mbyllur éshté e barabarté me
zero. Pérdorimi i kétyre dy ligjeve na ¢on te ekuacionet e garkut, té cilat studiohen duke

pérdorur transfomimet e Laplas-it.
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Shembull 4.1 Qarku LRC (L — induktori, C — kapacitori, R — rezistori) si né figurén e
mé poshtme éshté i lidhur me burim tensioni e(t). Para mbylljes sé ndérprerésit né
kohén t = 0, ngarkesa né kapacitor dhe rryma rezultante né gark jané zero. Do
pércaktojmé ngarkesén q(t) né kondenzatoré dhe rrymén rezultante i(t) né gark né
kohén t nése éshté dhéné g¢ R = 160Q), L=1H, C=10"*F dhe e(t)=
20V

R L
| — VY

0

@) /0 ¢ T :

&

Figura 4. 2 Qarku LCR i shembullit 4.1

Zgjidhje: Zbatojmé ligjin e dyté té Kirkofit né garkun né fig.5.8, késhtu do té marrim:

R+Ldi+1j‘dt— (t) 1
AT R M

Vémeé

Atéheré kemi:

Ld(dq>+qu+1 dth— t
dt \dt at ) =W
d?q dg 1
L—+R—+—=q=
dt? * dt * c1 e(®)
Zévendésojmé vlerat e dhéna:
d*q dq
— +160—+ (107%)q = 2
dt2+ 60dt+(0 )q 0
d’q dq
— +160— + 10%*q = 20
dt? * dt 107

Marrim transformimin e Laplas-it né té dy anét e ekuacionit:
20
(s? +160s + 10*)Q(s)g = [sq(0) + ¢(0)] + 1604 (0) + s

ku Q(s) éshté transformimi i g(t).
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Na jané dhéné gé q(0) =0 dhe ¢(0) =i(0) =0, késhtu gé ekuacioni i
mésipérm merr formén

20
(s2 +160s + 10*)Q(s) = — 2

1
20 o0 1 s+ 160
S

Q(s) = s(s2 + 160s + 104) - " 50052 + 160s + 10*

1 11 (s+80)+%60 1 |1 s+%60

~500(s (s+80)2+602| 500|s [sz+ 602

$—5+80

Duke marré transformimin invers té Laplas-it dhe duke pérdorur teoremén e
zhvendosjes marrim:

1 4
—_~ (4 _ ,-8o0t _ X 80t o
q(t) = 200 (1 e cos 60t 3 e sin 60t>

atéheré

i(t) = % = %e‘SOt sin 60t

Ne duhet té caktojmé rrymén duke marré transformimin e Laplas-it te ekuacioni (1)
Duke zévendésuar vlerat pér L, R dhe C dhe duke pérdorur ekuacionin (1),

atéheré ekuacioni do té transformohet né:

10* 20
160I(s) + sI(s) + Tl(s) ==

20
(s2+80)% 4+ 602

= I(s) = = sQ(s), meqéq(0)=0

duke marré transformimin invers té Laplas-it kemi:
. 1 :
i(t) = §e‘8°t sin 60t

4.1.2 Vibrimet mekanike

Sistemi mekanik i zhvendosjes mund té pérdoret pér modelim té disa situatave,

ku jané té pérfshira tri elemente kryesore:
1. Masa (ka masé M, matet me kilogram),

2. Elasticiteti (shnohet me K, matet me Njuton/metér) dhe
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3. Amortizuesi (koeficienti i amortizimit &shté B, matet (Njuton - sekond)/ metér).
Ndryshoret jané zhvendosja x(t) (matet me metér) dhe forca F (t) (matet me Njuton).

Kéto elemente simbolikisht jané paragitur né figuré.

[—b X1 f_> X2 I;—b )21 —> )‘.'2
| l ! |
F x F | K ! E F | b | F
— M — —b—pr—t— ——J}——
a) Masa b) Elasticiteti ¢) Amortizuesi

Figura 4. 3 Elementét pérbérés té njé sistemi té transformuar mekanik

Lidhja né mes forcés dhe zhvendosjes né kohén t, shprehet me:
Masa: F = M2 = M (ligji i Njutonit)

Elasticitet: F = K(x, — x4) (ligji i Hukut)

dx, dxq

Amortizimi: F = B ( i dt) = B(x, — xi)

Shembull 4.2 Konsiderojmé sistemin mekanik, si né figuré 4.4, i cilit pérbéhet nga dy
masa M; = 1 dhe M, = 2, secila e forcuar né bazén fikse té spirales, qé ka konstanté
K; =1 dhe K5 = 1, dhe té forcuara njéra me tjetrén nga njé spirale e treté, gé ka

konstanté K, = 2.

Sistemi éshté léshuar né kohén t =0, né pozitén né té cilén M, ésthé
zhvendosur 1 njési né té majté té pozités ekuilibruese dhe M, éshté zhvendosur 2 njési

né té djathté té pozités ekuilibruese.

Duke pérjashtuar faktin e férkimit, pércaktojmé pozitén e masés né kohén t.

M,=2 Fy = Ky(xp - xy)
Kz = 2 F3 = K3X2
—T0000 M| |— <—M, |+
77707, ' i
/IV I | i
Y '1_. e
x(1) %100 X5(1)

Figura 4. 4 Sistemi me dy masa i shembullit 4.2

Zgjidhje: Le té jené x,(t) dhe x,(t) zhvendosja e masave M; dhe M,, respektivisht
nga pozita e tyre ekuilibruese. Megé efekti i férkimit nuk merret parasysh, té vetmet
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forca gé veprojné te masat jané F;, F,, F5, si né figuré. Zbatojmé ligjin e Njuton-it te

lévizjet e M; dhe M,, pra
Mix) = F, — F; = Ky (x; — %) — Kix4
MyX, = —F3 — F; = —K3x; — K»(x; — x1)

Nése zévendésohen vlerat e dhéna té M,, M,, K,, dhe K; marrim
X1 +3x;1 —2x,=0 (2)
2%, +4x, — 2%, =0 (3)
Marrim transformimin e Laplas-it te kéto ekuacione dhe marrim:
(52 +3)x,(s) — 2x,(s) = sx,(0) + %,(0) — x,(s) + (52 + 2)x,(s) =
= sx,(0) + x,(0)

Megé x,(t) dhe x,(t) paragesin zhvendosjen né té djathté té pozités
ekuilibruese, atéheré kemi: x;(0) = —1 dhe x,(0) = 2. Megé sistemi fillon prej
gjendjes sé qetésisé, vlené gé x,(0) = x,(0) = 0.

Duke futur kéto kushte fillestare ekuacionet transformohen si vijon:

(s2 4 3)x1(s) — 2x,(s) = —s (4)
—x1(s) + (s% + 2)x,(s) = 25 (5)
Prandaj:
253+ 5s S S

= ] +
%2(s) (s2+4)(s?+1) s?2+1 s?2+4

Tani, marrim transformimin invers té Laplas-it dhe marrim:
x,(t) = cost + cos 2t
Zévendésojmeé x, (t) né (3) dhe marrim:
x1(t) = 2x,(t) + %,(t) = 2cost + 2cos 2t — cost — 4 cos 2t
pra:
x,(t) = cost — 2 cos 2t
Pra pozitat e masave né kohén t jané:
x,(t) = cost — 2 cos 2t

x,(t) = cost + cos 2t
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Shembull 4.3 Njé grimcé ma masé m léviz pérgjaté boshtit x dhe ajo térhiget drejt

gendrés O me intensitet té forcés kx, (k > 0). Forca e amortizimit éshté dhéné me
ﬁ%, (B > 0) e cilavepron.
Diskutoni lévizjen, duke shqyrtuar gjitha rastet, duke supozuar qé
x(0) =xp,  x'(0) = v

Zgjidhje: Ekuacioni i lévizjes éshté:

dzx_ " dx
Maez = TP
0se
d*x dx "
W+2aa+w x=0 (6)
ku
_ B ,_k
a=—, w* =—
2m m

Marrim transformimin e Laplas-it pér ekuacionin (6), me kushtet fillestare né

konsideraté, késhtu gé fitojmé:
s2x — x5 — Vg + 2a(sx — x5) + w?x =0

sxg + (vo + 2axg)
=> X = =
s2 + 2as + w?

B (s + @)x, vy + ax,
TG+ a)+wi-a? (s+a)?+ w?—a?

Rasti1: w? —a?>0

Né kété rast

_ ~ vo +ax, . .
x =L71(x) = xge * cosyw? — a2 + ——=e " * siny w? — a?t
Vo? — g2

Lévizja quhet amortizim oscilues (Iékundés).
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Figura 4. 5 Lévizje lékundése e zbutur

Grimca oscilon rreth 0, lartésia e ¢do oscilimi béhet mé i vogél vazhdimisht pas

NPy )
27T

cdo Iékundje. Perioda e oscilimit éshté dhéné me e dhe frekuencé

, kurse
madhésia % (pra @ = 0, s’ka amortizim) quhet frekuencé natyrore.

Rasti 2: w?—a?=0

Né kété rast,

Xo Vo + Xo
st+a (s+ a)?

X=LYx}= £‘1{ } = xge  + (vy + axy)te™*

Né kété rast grimca nuk oscilon rreth O, ajo i afrohet O, por nuk e prek
asnjéheré.

Lévizja quhet Iévizja kritike amortizuese.

X

Figura 4. 6 Lévizja kritike amortizuese
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Rasti 3: w?—a?<0

Né kété rast,

(s + a)x Vo + aXxy
X = L_l = L_l =
) {(s +a)—(a?—w?) (s+a)?—(a?—-w?)
vy + axy .
= 2 _ 24— 70 2 _ 2
= xgcosh+a? — w? + az_wzsmh a? — wt

Lévizja quhet Iévizja e mbingarkuar

X

\

Figura 4. 7 Lévizje e mbingarkuar

4.2 Disa zbatime té transformimeve Furie né inxhinieri

4.2.1 Valét e zérit

Pér té kuptuar zérin, mé shumé té dimé se cilat nota duhet té luhen, ne duhet té
dimé edhe formén e notave. Nése njé tel éshté i pastér dhe bén oscilime pafundésisht té
holla pa amortizime, ai do té prodhojé nota té pastérta. Né jetén reale, telat kané gjerési
dhe rreze té fundme.

Vibrimet pércillen pérmes valéve té zérit né ajér pérmes instrumenteve. Pér

shembull, spektri i violinés duke si né figuré,
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Figura 4. 8 Spektri i njé violine

Nga figura shihet gé ¢do frekuencé prodhohet nga violina (boshti vertikal éshté
né decibel, e cila éshté masa logaritmike e intensiteti té z&rit). E dimé se elementet e
kétij spektri jané: fundamenti dhe harmonikat té cilat lidhen me serité Furie, pér notén

gé luhet. Tani ne duam ta dimé se nga kush vjen forma e ngjithjeve.

Né spektrin e violinés sé mésipérme, ne mund té shohim gé valét e z&rit me

frekuenca jané arbirtrarisht (té fiksuara) té mbyllura.

Transformimet Furie jané njé aparat mjaft i fugishém pér t’i pérshkruar kéto

frekuenca.

4.2.2 Transformimi Furie i “Pandés” dhe “Macés”
Pér njé funksion real f(t), transformimi Furie i tij nuk éshté e patjetérsueshme
té jeté real. Pjesa imagjinare e transformimit Furie té njé funksioni real éshté:

fl)) - fU)" _
[

mlf (0] =

11
T 2i2m

[ff(x)e‘ikxdx— Jf(x)eikxdx]= (7)
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1 [ )
= f £(0) sin(ex)dx = £,(k) (8)

Kjo paraget transformimin e Furie-sé sipas sinuseve. Pra, pjesa imagjinare
anulohet nése funksioni nuk pérmban sinusin, e cila ndodh nése dhe vetém nése
funskioni éshté cift. Pér njé funksion tek transformimi Furie éshté pastér imagjinar. Né
pérgjithési pér njé funksion real, transformimi Furie pérmbané edhe pjesén reale edhe

imagjinare. Késhtu, mund té shkruajmé:

fk) = f.(k) + ifs (k) (9
ku £, — transformimi i Furie-sé sipas sinuseve,
dhe £, — transformimi i Furie-sé sipas kosinuseve.

Rrallé- heré f (k) e ndajmé me pjesén reale dhe imagjinare, e cila realizohet né
koordinata karteziane, pér kété na ndihmon nése e shkruajmé até pérmes magnitudés

dhe fazés né koordinata polare. Késhtu kemi:
fUe) = Alk)e™®®
ku A(k) = |f (k)| — magnituda, @(k) — faza.
Energjia né formé té frekuencave (frequency mode) varet vetém nga amplituda:
I = A(w)?

Fugia éshté mjaft e pérdorshme né bérjen e analizave té frekuencave té zérit,
sepse ajo na tregon se sa té larta jané frekuencat. Por koncentrimi vetém te amplitudat,
nuk éshté e vetmja gjé gé mund té& b&mé me transformimet Furie. Gjithashtu, ato
pérdoren edhe te fazat.

Pér shembull, ne mund té marrim transformimin Furie té njé fotografie.

Supozojmé se kemi njé fotografi (gray scale) e cila éshté 640 x 480 piksel.

Secili piksel éshté prej O deri 255, i cili léviz prej té zezés (0) deri te e bardha
(255).

Prandaj fotografia éshté funksion me dy ndryshore f(x,y), ku

0<x<640, 0<y <480
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qé merr vlera prej 0 deri 255.

Ne mund té marrim transformimin Furie té kétij funksioni, pra

oo (0]

A 1 )
f(kx,ky)=§ fdx ff(x,y)e“kx"e‘kyy (10)

Transformimi Furie 2D nuk éshté mé i komplikuar se transformimi 1D, thjeshté,

duhet té marrim dy integrale né vend té njérit. Si do ta b&jmé kété? Ja njé shembull,

I

Imazhi fpandﬂ x,y) Magnituda Apmlda (K, ky) Faza ¢panda (kx' ky)

Figura 4. 9 Transformimi Furie i njé panda. Madhésia e tyre éshté e pérqendruar afér k,~k,~0, qé

korrespondon me ndryshimet e gjatésisé sé valés sé madhe, ndérsa faza duket e rastésishme

Té njéjtén mund ta bé&jmé edhe pér macen

Imazhi fmaca (%) Magnituda Aiaca (kx, ky) Faza Pmaca(kx ky)

Figura 4. 10 Transformimi Furier i njé mace. Madhésia éshté e pérqendruar afér k,~k, ~0, por

ndoshta jo aq sa panda, pasi ajo mace ka karakteristika mé té vogla té gjatésisé sé valés, ndérsa faza

duket e rastésishme

Nése marrim transformimin Furie mbrapsht, sigurisht, gé do té fitojmé

fotografiné origjinale t€ maces dhe pandés.
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Pér, ¢do té ndodhé nése magnitudén e pandés e kombinojmé me fazén e macés,

dhe e anasjellta.

Amaca (er ky) dhe ¢panda (er ky) Apnnda (kx: ky) dhe ¢maca (kx: ky)

Figura 4. 11 Shndérrimi i anasjellté té furierit t& funksionit A,qcq (K, ky ) e Ppandacky) ng t majté,

dhe Apanaa (ky ky)e'Pmacatixky) ng (8 djathté

Sic shihet, faza éshté mé e réndésishme né rikonstruktimin e fotos origjinale, se

sa faza.

Réndésia e fazes éshté kritike edhe pér shumé aplikime tjera inxhinierike, si¢

éshté analiza e sinjaleve.

4.2.3 Pércimi i nxehtésisé né pllakén metalike
Transformimi Furie zbatohen edhe né problemin e pér¢imit té nxehtésisé né
pllakén metalike ku temperatura T (x, t) varet prej koordiatés hapésinore x dhe kohés

t.

Modeli matematik i kétij problemi jepet si né vijim

ot 2o
%— koeficienti i pérgueshmérisé sé nxehtésisé sé pllakés (Csﬁ)
T(x+1,t) =T(x1t)
dhe kushtin fillestar

T(x,0) = f(x)
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Marrim transformimet Furie né té dy anét, nga ana e majté fitohet:

5 <PI l(s t) = —(27TLS)2 [T1(s,t) = —2n?s?@[T](s, t)

dhe nga ana e djathté

aT CaT .
—_ - - —2TLSX —
"’[at](s'” fat (x, t)e2mis* gy

(0]

aat fT(x t)e” 27”S’Calx—: @[T](s,t)
dhe fitohet
@[T1(s, ¢)
T —2m2s2p[T](s,t) =

[ee]

1
@[TI(s,0) = p[T](s, 0)e 2™t = (ﬁ j T(x, o)e-zﬂsxdx>e‘2ﬂzszt2 =

— 00

1 ( 2,242 2,242
— (E jf(x’ O)e—ZTrsxdx)e—Zn sete — (go[f](s))e—mr sete —

1 X
= (o[f1(s)(@lgl(s, ), g(x, 1)) o T =

T8 = g0+ = 3 f Oy

\/_
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V.  ZBATIMET E TRANSFORMIMEVE TE LAPLAS-IT DHE

TRANSFORMIMEVE E FURIE-SE NE ZGJIDHJEN E INTEGRALEVE ME

KARAKTERISTIKE

5.1 Zbatimi i transformimeve té Laplas-it né matematiké

Pohimi 5.1
i)
L{H(t—c)}zes . Re(s)>0
i)
LH({t—Of(t—0)}=e"*f(s), [f(s) =F(@)
Ku
H(t—c)={(1):§§§ ,C>0

H(t — c) — njihet si funksioni i Hivisaid-it (Heaviside)

Veértetim:
i)
LEH(E - )} = ] e~SUH(t — )dt = ] e~stdt = le_“l __eo_e”
J J —S c —C S
i)
L{H{t—o)f(t—c)} = f e StH(t — o)f(t — c)dt = f e Stf(t —c)dt =
0 0
= f e STHIf(t —c+ c)dt = f e SEFIf(t)dt = e~ f (s)
0 0
Pohimi 5.2
_ Ins vy
L{ln t} = —T - ;

ku

y = —f e tintdt =0,5772156629 ...
0

e njohur si konstanta e Euler-it.
Vértetim: Vlen té tregojmé qé £ (s) éshté funksion analitik pér Re(s) > 0
Marrim vlerén reale s > 0.
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Prej pérkufizimit f(s) éshté
f(s) = f e Stintdt
0
Zévendésojm ndryshoren x = st
N r xydx 1 r
_ — —-x 2\ 2 _Z -x — —
F(p) = f(s) —fe ln(s) S sf e *(Inx —Ins)dx
0 0

(0]

In(s) r y 1 y _ Ins vy .
= - e dx+; e IHde__T_E pér Re(s) >0
0

S
0

Vazhdueshméria analitike né gjysmérrafshin e djathé éshté:

R Ins y
J&==5
-0.2
-04F
-06}F
Figura 5. 1 Paraqitje grafike e L{in t}
Pohimi 5.3
i)
L{t"Int} = — v+ 1)@w+1)—Ins) pér Re(s) >0

Sv+1
Ku vy éshté funksioni digama
i)

—y—1Ins
Ling =—+—1°

ku y éshté konstanta e Eulerit: y = —0,5772156629 ...

Veértetim:
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)] Pérkufizimi

(0]

f(s) = L{t"Int} = f e StV Intdt

0
Ky integral f(s) pérkufizohet pér Re(s) > 0.
Shénojmé gé integrali konvergjon uniformisht pér Re(s) = ¢ > 0.

Né kété domen mund té futet derivati brenda integralit.

o [o9]

0
£ (s) —f S( e StV Int)dt = —f te StttV Int dt

0 0
Pasi gé f'(s) gjithashtu ekziston pér Re(s) > 0, f(s) éshté analitik né até domen.

Le té jeté o numér real pozitiv. Marrim zévendésimin x = at

7 [ r X\, x 1
f(a)=L{t”lnt}=fe‘“tt”lntdtzfe‘x(—) In—-—dx =
o oo
0 0
= [ emenx—noyix = —o| [ e mxdx—in [ eevax | =
0 0 0
a”“ f *x")dx —InoT(v+1) | =
0
_0”+1 f(e x")dx —InoT'(v+1) | =
d
=0”+1<_F(v+1) —lnaF(v+1)
ey (F@ED Y
=g+l rw+1n )7
av+1f‘(v+1)(z/)(v+1) Ino)
pra

flo) = le+1 Frv+1D)(Yw+1)—Ino)

Shénojmé gé funksioni

f(s) = s”1+1 Fv+1)(yY(w+1) —Ins)

100



Eshté funksion analitik i vazhdueshém i f(o), prandaj ne mund té definojmé
transformimin e Laplas-it pér ¢cdo s né gjysmérrafshin e djathté.

L{t"Int} = F'v+ 1)(yYw+1)—Ins) pérRe(s) >0

Sv+1

i) Nése marim v = 0, fitojmé:

L{t"Int} = L{t°Int} = L{Int} =

r0+1D(yY(O+1)—1Ins) =

G0+1
1 —y —Ins
= ~T(($(D) ~Ins) =———
Pra
-y —1
Ling =18
Pohimi 5.4
i)
LMY =1
i)
L{G(t —a)} =e 5% péra>0
ku
(0 pér t#0
8(1) = {oo pér t=0
ashtu qé

£
lim | 6(t)dt =1
&-0

0

quhet funksioni impulsiv i Dirakut

Veértetim:
i) Le té jeté € € R pérkufizojmé funksionin real F.:R - R,
0, t<o0
Fe():= % 0<t<e
0, e<t
atéheré

5(8) = lim F(t)

1 — eS¢

L{F(0)) = —
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Pra

—S& —S&

1—e
LS} =L {‘Ji% Fe(t)} = limL{F(8)} = lim——— =lim

d.m.th.
LM} =1

i) E dimé gé nése L{f (t)} = f(s) dhe

_(F(t—a), t>0
G(t)_{ 0, t<0

atéheré
LG} = e™f(s)

Noai) kemi L{5(t)} =1, G(t) = {5(75 6 a), 1; Z 8

LIGHO}=L{I6(t—a)=e¥f(s) =e - 1=¢™%

0.25
0.2
0.15

0.05

—0.05
0.1

Figura 5. 2 Zgjidhja y(t) né funksion t& kohés t

Pohimi 5.5
T
© =, t>0
smtx T 2
f =—[2H(t) — 1] = 0, t=
2 VA
0 —=, t<0
2

Veértetim: Le té marrim

fs)=t {J L }=Je‘“fsjr;txdxdt
0 0 0

Tani ndryshojmé rendin e integrimit, késhtu gé:
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(X)l [ee] (o]
_ | = —St o —
f(s)—fx Ue smtxdt]dx f 112
0 0 0

Pasi gé faktori né kllapat e mesme (katrore) paraget njé transformim té Laplas-it té
funksionit sin tx.

Integrali né té djathté éshté elementar. Pra

[0e]

Fo = [ 2=t ()] =X
) s?2+x? s s/ly 2
Né bazé té vetive té transformimeve té Laplas-it kemi:
f(s)—flﬁ{sintx}dx— m_rl /L1
X 2s 2 s
0
s
F(t) = E
s
F(t) = 5

o)

F(t) = f sin txd
= " X

0

F(=t) = —F(¢),
Sepse sin(—tx) = —sintx, néset =0= F(0) =0 =
T
0 -, t>0
sin tx v 2
J dx ==[2H(t)—1] =<5 0, t=
2 s
0 ——
5 t<o
F(1)
A
L2
2
d t
-
2

Figura 5.3 f" > S dx, funksioni shkallé
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Pohimi 5.6

t

f sin(t—1)y(t)dt =2t —2+4e” %, pért>0
0

2e7t +

Veértetim: Transformimi i Laplas-it i ekuacionit integral éshté

t

Y(s) = % + L f sin(t — 7) y(t)dt

0

Dhe pas zbatimit té teoremés 2.21 sé konvulucionit né termin e fundit té ekuacionit
Y (s) do té kemi:

2 Y(s)
Y(s) =
(s) s+1+52+1

Zgjidhja pér Y (s) dhe rezultatin e zbérthejmé né thyesa elementare dhe marrim

Y(S):2(52+1)_ 2 2 4

——==—-—+
s?2(s+1) s?2 s s+1
Marrja e transformimit invers té Laplas-it tregon zgjidhjen gé duhet

R e I

s+1
=2t—2+4et pér t > 0
Pohimi 5.7

L{sinVx}(s) = \/_6_45

2s2
Vértetim: Zbérthejmé funksionin sin+/x né seri fugi, pér té cilin marrim

) 2n+1 2n+1
&) S e (DY
sinVx = LT el LTl LGe+D!”

o 1
-N* T'h+5+1)
Elsin va}(s) = (Z(n +)1)! =
=0

1
STL+§+1

_ 1N D" R+ D)

3 L 2n+ D)l s A (n + 1)"5 -
n:

VE e (-D"2(n+1) (1 "_\/EeTls
_S_;Z nl4(n+ 1) (E) T, E
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Pohimi 5.8

AN (-1 1

L{cosVx}(s) = SL G+ D0+ ++2n) sn

Vértetim: Zbérthejmé funksionin cos v/x né seri fugi, pér té cilin marrim:

- CD"(VE)" o (D

cosx = mt L)

n=0

O ED a1 Gk 1
L{cosVx}(s) = @)l st §n=0 (m+1)(n+2)+-(2n) $"

n=0

Pohimi 5.9

[ee] 6
_3x . h . d —

f e sinh(x) sin(x) dx ac

0

Veértetim: Le té nisemi nga

¥ — =%
sinh(x) = — k > 0 — konstanté
Atéheré
f e ** sinh(x) sin(x) dx = Ef e k*e* sin(x) dx — Ef e ke~ sin(x) dx =
0 0 0

= 2 L{e* sin(0}(k) 5 Lle 7 sin(O} (k) =

= [shih tabelén 2.1 né pikén 11] =

_1[ 1 1 2k
C2l(k—12+12 (k+1D2+12] k*+4

Tani pér k = 3 fitohet rezultati i kérkuar, pra:

2k 2-3 6
k*+4 3%+4 85
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6.x 10714}
4.x107"47
2.x107 14t
Out[15]= I
0 20 30 40 50
~2.x 1071}
—4.x107 141
Figura 5. 4 Grafiku i funksionin e~3* sinh(x) sin(x)
Pohimi 5.10
r sinh(x) sin x T
f e‘ﬁx—( ) dx ==
X 8
0
Veértetim: Nisemi nga
r sinh(x smx 1 r e sin x 1 r e *sinx
fe‘k () =—f x——fe‘kx—dxz
2 2 X
0 0 0
1 . 1 .
= E,I- L{e*sinx}(u)du — Ef L{e *sinx}(u)du =
k k
= [shih tabelén 2.1 né pikén 11] =
_1f L 1f L _1()|k+1_
“2) w2+ 2 T2 wrpr 2T W o1
k k -

1 2
= —(tan‘l(k +1) —tan"(k—-1) ) = —tan lﬁ

Pér k = +/2 fitohet rezultati i kérkuar, pra:

1t L2 _1t Ly Lm
R e R
Pohimi 5.11
Lierf(\/t)} =
terf(Ve)} = S\/l_-l—s
Ku
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erf(x) = \/Z_Eof e~ t*

Veértetim: Nga pérkufizimi i erf(x) — funksioni i gabimit (error function) kemi:

4- X6

erf(ﬂ‘ff e dx‘ff ll‘_ TR

x> x7

\/‘l ST ET 0 \/‘[ Y5277

Marrim transformimin e Laplas-it pér té dy anét e ekuacionit dhe do té kemi:

3
1t t2 t

2
L{erf(ﬁ)}=ﬁ‘c N TR TR e TRy

3 7
2 2

Zbatojmé vetiné e linearitetit te ekuacioni i fundit dhe do té kemi:

3 5 7 9
Hert(VB)) = = Q) _re) , 1@ G

5 + e | =
s2 s2-3-1! s2:5-2! s2-7-3!

3
2 F(g)l 1<1>+1-3<1>2 1-3-5(1)3+ _
N~ S; 2\s)  2-4\s 2-4-6\s B
1
_1<1+1>‘§ 1
_s% S CsVi+s

pra
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121
10t
L
oupigls O
4l
2 L
0.2 0.4 06 0.8 10
Figura 5. 5 Paragitja grafike e L{erf (V/t)}
Pohimi 5.12
1+s—-1
Lferfe(vE)) = L Es 1
svl+s

ku

X
erfc(x) = %J et dt
I
X

Veértetim: Fillimisht japim njé lemé e cila do té na ndihmojné né vértetimin e pohimit:
Lemé 5.1 ([1]) erf(x) + erfc(x) =1,
ku erfc(x) —funksioni komplementar i gabimit

In[26]= Plot[Erf[x] + Erfc[x], {x, -10, 10}]

20

Out[26]= i

-10 -5 5 10

Figura 5. 6 Interpretimi grafik i IEmés 5.1 népérmjet softuerit Wolfram Mathematica

108



Nga lema 5.1 kemi gé:
erfe(vE) = 1— erf(VT) = L{erfe(vD)} = £{1 - L{erf(vT)}}

Zbatojm vetiné e linearitetit te ekuacioni i fundit dhe do té kemi:

1 1
Lierfc(vt)} = £{1} — {erf(Vt)} = - —
(erte(VE)} = £{1) — Llerf(vE)) = ; - ———
Pra
Vi+s—1
Llerfe(Vi)} = S
sVvl+s
L L L _.———'—‘_—__—._—_—_—_‘_.
02 04 06 08 1.0
_al
—4l
Qut[19]= B
_al
10+
12+
Figura 5. 7 Paraqitja grafike e L{erfc(V/t)}
Pohimi 5.13
r 11
-3t _
J te 3t erf(\t) dt = 12
0
Veértetim: Nga pohimi 5.11 kemi gé:
1
Lierf(v/t)} = =
etV = s
d 1 2+s
£feerf(Ve)} = (-1 | |=- - ()
ds Isvi+s 252(1+ )2
Nga pérkufizimi i transformimit té Laplas-it kemi:
L{iterf(Vt)} = f terf(V/t) e Stdt (*%)
0

Nga (*) dhe (**) kemi:
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oo

f terf(Vt) e Stdt =

3
o 25%2(1+ s)2

2+ 3s

Marrim zévendésimin s = 3 pér ekuacionin e mésipérm

r 11 11
f te~Sterf(\t) dt = 5= 112
2 2-32-(1+3)2
Pohimi 5.14
f e~ Dterf(Vt) dt = _
, (s—=2)Vs—1
Veértetim: Nga pohimi 5.11 kemi:
1
L{erf(1/t)} =
(Vo)) = s
Nga teorema e zhvendosjes pér transformimet e Laplas-it kemi:
1
L{e?terf(r\/t)) = ——MM — *
eV} = s =T ()
Nga pérkufizimi i transformimit té Laplas-it kemi:
L{e*erf(vt)} = f e~ Dt erf(\t) dt (*%)
0
Nga (*) dhe (**) kemi:
J e~ Dterf(Ve) dt = L
. (s—=2)Vs—1

Pohimi 5.15
r d 2
—2t) = —_
f e {dt erf(Z\/f)} dt ’3
0

1
svl+s

Nga vetia e ndérrimit té shkallés pér transformimin té Laplas-it kemi:

Veértetim: E pamé qé

clerf(VE)) =

L{erf(2vt)} :% ﬁ =

21tz
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2
svd+s

Tani pérdorim vetiné e derivatit té funksionit te transformimi i Laplas-it dhe marrim:

L{dit erf(Z\/f)} =s

= L{erf(2Vt)} =

-0=

sV4d+s

d 2

=>L{—erf Zﬁ}=— *
&) = s ®
Nga pérkufizimi i transformimit té Laplas-it kemi:

(0]

L{% erf(zﬁ)} = f e~st {% erf(zx/?)}dt (+*)

0

Nga (*) dhe (**) kemi:

d 2
e—st {E erf(Z\/E)} dt = \/4—+S

Marrim zévendésimin s = 2 né ekuacionin e mésipérm dhe kemi:
[ d 2
—2t)___ = |—=
f e {dt erf(Z\/f)} dt \/;
0
Pohimi 5.16 Le té jeté n njé numér jonegativ i ploté, dhe x dhe y dy numrareal. Atéheré

n
n!
k=0

Ku o°- interpretohet si njé, saheré g¢ x = 00sey =0

Veértetim: Pér x = 0 ose y = 0 vértetimi &shté i garté.
Le té jeté t > 0 njé numér real pozitiv, atéheré transformimi i Laplas-it pér (1 + t)",
pér s > 0 jepet me:

o)

L{ + D7(s) = f (1+ )e-stdt = % + gzz{u + O 1)(s) =
0

= [Pérdorim integrimin me pjesé| =

1 n nn-1) n-s R — \ n . 1
=E+S_2+S—2L{(1+t) }(S) - _kzzo(n_k)! Sk+1

Marrim transformimin invers té Laplas-it dhe kemi:
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LU+ O™} = (140" = L7 {Z o sklﬂ} =
k=0

Z (n— k)' {S"l’fl} ©

Pra
It |
n!
A+0"= ) et )
k=0
Né ményré té ngjajshme tregohet gé:
It |
n!
A=0" = ) e D" ()
k=0

Nga ekuacioni (xx) shihet se plotésohet pér ¢do t € R.

Vértetimi arrihet pas zévendésimit té ¢ = %té (*)

Pohimi 5.17 Paragitja né seri t¢ Makloren-it e funksionit cos(x) éshté:

co
2n xZ x4 x6

cos(x) =Z(—1)" ! 1—§+4. a+ Vx €R
n=0

Veértetim: Nisemi nga

[ee]

L{cos t}(s) = f coste Stdt
0

Shfrytézojmé integrimin me pjesé dhe do té kemi:

u = cost, du = —sintdt,
e—st
dv = e~ Stdt, v=—
s
fo'e) [o/e)

1( 11
Sj(smt)e Stdt —;——J(sm t)e Stdt =
0 0 0

L{cost}(s) = Icos t (— e;“)l
o L]
=———4|sint| — +
s s s 0

1 1 1 1 Z"
=t ———+4+ )k
S 53 5 7 2k+1
k=0

Marrim transformimin invers té Laplas-it

1[0 11
;f (COS t)e‘“dt = ; —S—zf (COS t)e_Stdt T
0 0
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cost = L7 L{cos t}}(t) = £

- 1
B Z(—nk—sz,m] 0=
k=0
Zk

25‘6_1 [(_l)ksﬂ%] ® = 2( 1)"(2k),
k=0

Marrim zévendésimin k = n né ekuacionin e mésipérm dhe kemi:

2n

cos(x) = Z(—l)" (;n)!
n=0

Pohimi 5.18 Paragitja né seri t¢ Makloren-it e funksionit sin(x) éshté:

2n+1 x3 x5 x7

sin(x) = Z(— )”(2 +1)' 37 +§—?+ Vx € R

Veértetim: Nisemi nga

[ee]

L{sint}(s) = j sint e Stdt
0

Shfrytézojmé integrimin me pjesé dhe do té kemi:

u =sint, du = costdt,

e—st

dv = e~ Stdt, vV=—
s

Lisin£}(s) = [sint <-95>H - : Oj (cos D)e=stdt =

=0+ %L{cos t}(s) = % L{cos t}(s)

Nga pohimi 5.17 kemi:

, 1 1,1 1 1 1
L{sin t)(s) = = L{cos t}(s) = ;(-__+___+ ) _

s s3 s5 7

Marrim transformimin invers té Laplas-it

. 1 . _ -1 o _ 1 —
sint = £~YL{sin }}(t) = £ [;( 1)"52k+2](t)—
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2k+1

Z( DFL [ 2k+2] ®) = Z( D e o (2k + 1)!

Marrim zévendésimin k = n né ekuacionin e mésipérm dhe kemi:

2n+1

sm(x)—Z( ]

Pohimi 5.19

8

j‘SHlt

o

Veértetim: Ne e dimé gé

L{sin(at)} = [shih tabelén 2.1 né pikén 7| = (s >0)

s2 4+ q?’

)= s =l Q<5 ()= () o

Nga ana tjetér nga definicioni i transformimit té Laplas-it kemi:

pfpnten) [ e, o

t t
0

Nga (*) dhe (**) kemi:

JOO Sm(at) dt = cot™?! (g)
0

Marrim zévendésimin a = 1 dhe s = 0 né ekuacionin e mésipérm dhe kemi:

(o]

sint L T
—dt=cot™ 0 ==
t 2

0

Pohimi 5.20 (funksioni Beta) Té vértetohet qé

T@r(b)
B(a,b) —-Tzaf;fgj, (a,b > 0)

B- éshté funksioni Beta
- éshté funksioni Gama

Vértetim: Le t& marrim £(¢t) = t*1, g(t) = t’~* ku (a, b > 0) atéheré
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t

(f * )(O) = f 291 (¢ — 1)b1dy

0

Marrim zévendésimin t = ut dhe kemi:

1

(F * @ = £ [ w11 = ) du
0

termi

I'(a) = f utle tdu
0
paraget funksionin Gama,
termi

1
B(a,b) = fua_l(l —u)?~ldu
0

paraget funksionin Beta.
Sipas teoremés sé konvulucionit kemi:

r(a)r'(b)

Sa+b

L{t**P=1B(a, b)} = L{t* 1}L{tP"1} =

Marrim transformimin invers té Laplas-it pér ekuacionin e mésipérm dhe do té kemi:

£~ L{t**""'B(a,b)}} = t**"B(a,b) = £~ {%} = F(a)r(b)rtg—i_;
prej

ta+b=1B(a, b) = r(a)r(b)r(:—:) Gl
pra
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5.2 Zbatimi i transformimeve té Furie-sé né matematiké

Pohimi 5.21 (bllok funksioni) Péra > 0

aw

2sin({—-
(Fpa) (@) = zan(%)

W
Ku

1, <=
pa(t) = { ’ T2
0, ndryshe

pa(t) — éshté bllok funksioni
Veértetim: Shénojmé gé p, (t) éshté absolutisht i integrueshém.

Pér w # 0 kemi:

oo % iaw iaw . aw
iwt iwt e2 —e 2 2511’17
(Fr@) = [ pa@e e = [ emotar = ==
s “a
Pér w = 0 kemi:
a
0o 00 2
(FPI© = [ pa@et0de = [ po(0)dt = [dr=c
—0o0 —00 _%
Dihet gé
sin x
lim =1
x>0 X
atéheré éshté e qarté gé
2 sinaTw
lim (Fpy)(w) = lim =a
w-0 w-0
edhe pse p, (t) nuk éshté i vazhdueshém, shohim qé
. aw
2 smT

(:Fpa) (w) =

éshté i vazhdueshém né R.
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1| Pt

(F pa)e

Pohimi 5.22 (funksioni trekéndésh) Pér a > 0, a — e fiksuar, atéheré funksioni

Y
-a 0 a t ﬂ\/—_z_t 0 2_7(\/;1_ ®
2 2 a a a a

Figura 5. 8 Bllok funksioni p, (t) (majtas) dhe spektri i tij (djathtas)

trekéndésh g, (t) me lartési 1 dhe gjatési 2a pérkufizohet si vijon:

|t
a®=1""q  l=a
0, ndryshe
atéheré
4 sin? %
(Fqa)(w) =

aw?

Vértetim: Shénojmé qé q,(t) éshté absolutisht i integrueshém. E dimé se:

Pasi gé q,(t) = q,(—t), z&vendésojmé u = —t, kurse né integralin e dyté u me t, dhe

fitojmé:

o)

o)

0

(Fqa)(w) = fqa(t)e_i“’tdt= f qo (e tdt + an(t)e_iwtdt

— 00

0

(o]

(0]

— 00

(Fqo)(w) = J qa(t)e_i“’tdt+J qo(we'“¥du =

[0e]

0

0

[ee]

= j qa () (™10t 4 el@t)dt = 2[ qq(t) cos wt dt

0

0

Nga pérkufizimi i q, rrjedh:

a

(Fa)() = 2 f (a-2)coswrdr

0

Pero=0=cosw=1=
a
= Fa)O =2[t-—¢*|| =a
0

Pér w # 0 dhe nga integrimi me pjesé marrim:
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a a a

(Fqp)(w) = %f (1 — 2) (sinwt)'dt = %[(1 — 2) sin a)t” + %f sin wt dt
0

0 0

Pasi qé

t\' 1
a a

termi i paré né shumé béhet zero dhe késhtu marrim:

2 [ 2 a
(Fq.)(w) = —f sinwtdt = ———[coswt]| =—(1— cosaw)
aw aw 0 aw
0
por
aw
— — in2 [ —
(1 —cosaw) = 2sin (2)
késhtu gé:
. o (aw
s a4 ()
__f oy a2(EN_ T \2)
(Fgo)(@) = ——2sin ( . ) —
_ _ 4 sin? (aTw)
A (FPa) (@) = lim — 75— =a

gé d.m.th. se Fq, funksion i vazhdueshém né R, gjithashtu Fq, éshté funksion me
vlera reale dhe

lim (Fpy)(w) =0
w-+oo

(Fg.)w)

-a 0 a

€y

~ ¥
‘l
5
E]

21 0 2n 4n
a

Figura 5. 9 Funksioni trekéndésh g, (t) (majtas) dhe spektri i tij (djathtas)

Pohimi 5.23

1

FE) = vy

Veértetim: Nisemi nga pérkufizimi i transformimit Furie
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o 0 e}

Fle ) = % f e ltle~iotgr = % fe(l‘iw)fdt + %f eC1-l@ltgr =

—0 —00 0
0 1 S

1 )
(—1-iw)t
+ 2n(—1 —iw) ¢
—00

— (1-iw)t
2n(1 — iw)

0

1 1 1
= + =
2n(1—-iw) 2n(1+iw) 7w(l+ w?)

Pohimi 5.24

f sink die = T
k 2
0
Veértetim: Le t& marrim funksionin

1, -1<x<1
flx) = {O, ndryshe

Figura 5. 10 Grafiku i f(x)

Ky éshté funksion ¢ift, atéheré nga transformimi i Furie-sé sipas kosinuseve kemi gé:

1 00

A 2sink
f(k)=2 Jl-coskxdx+JO-coskxdx =—
0 1
Duke marré transformimin invers kemi:
_5 00sink Y d
fx) = JFCOS x dx e (%)
0

Si né rastin kur serité Furie jané regulare, nése zévendésojmé disa vlera x,, te formula
pér transformimin invers, do té fitojmé vlerén f(x,) né pikén ku funksioni éshté i
vazhdueshém.

Ekuacioni

f (o +0) + f(xo — 0)
2
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na jep vlerén ku funksioni ka képutje té fundme.

Nése marrim x = 0 te (*) atéheré kemi:

oosink
= Zf coskxdx =
k
0

foosinkdk_n
k 2
0

n21]= Integrate[Sin[k] / k, {k, @, Infinity}]

JT
Out[21]= E

Figura 5. 11 Llogaritja e fomi%kdk sipas softuerit Wolfram Mathematica

Pohimi 5.25
i)
f CcCos xz T
g =—p 0X
a? + z2 2a
0
i)
J‘ zsinxz dz = Ee—ax
az+z2 =2

0
Kéto integrale njihen si integralet e Laplas-it.

Vértetim: Le té marrim funksionin f(x) =e %, (a > 0,x = 0) dhe gjejmé
transformimin e Furie-sé sipas sinuseve dhe kosinuseve dhe do té kemi:

f 2 [ -az 2 a
fe(x) = Eje cosxzdz = ;-m
0
() = j “Zsinxzdz = E -
’ T a2+x2

Transformimi invers i tyre do té jeté:

2 COS Xz Cax
pran zZ =e ¥, (x=0)
0
Z sin xz
f o zz =e~ %, (x>0)
0
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Duke pjesétuar me koeficientin para integralit nga té dy anét te té dy ekuacionet do té
kemi:
COS Xz T
f dz =—e 9

— Z —_—
a? + z2 2a
0
[ee]
f zsinxz s

dz =—e 9%

a? + z2 2
0

Pohimi 5.26 (funksioni i Gaus-it) Transformimi Furie i funksionit té Gaus-it,

fx)=e%,  (a>0)

T _k?
—e 4a
a

Veértetim: Transformimi Furie i funksionit té Gaus-it jepet me formulén:

éshté

fk) = fe‘a"ze_”‘xdx
£ _ o —ax? —ikx — L i —ax?\ ,—ikx —
f'(k) = j( ix)e~ax" g~ikx gy » f - (em®*")e~ikxdyx

(0]

k . k R
— —ax* ,—ikx — —
=-o J e e "¥dx 52 f(k)

£ (k) mund té merret si zgjidhje e ekuacionit diferencial me ndryshore t& ndara:
. . k?
f(k) = f(0)e 1

£(0) = f e~ dx = [marrim zévendésimin z = x\/E]

—00

(0 —if ~2°d
f()—\/a_we z

E dimé gé
f e ?’dz =1

pra rrjedh gé
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fo=[

dhe
. Ao k2w kK
fl)=f(0)e za= J—e4a
F 3 r'y
\/a
1
(F et (o)
e-at?
0 1 r' 0 1 c:
Figura 5. 12 Funksioni i Gaus-it gat” (majtas) dhe spektri i tij (djathtas)
Pohimi 5.27

ne—ltl _f cos wt do
2 ) 1+ w?
0

Vértetim: Marrim funksionin £(t) = e~tl. Marrim transformimin Furie té tij,

(0]

0

. 1 1 f
— ] e
\/2710 V2m

flw) =— J e Itle—iwtgp —
2T .

_ 1( 1 N 1 )_ 1 <1+iw+1—iw>_ 1( 2 )
CV2n\l4io 1-iw 27 12 — (iw)? 2z \1 + w?

Né rezultat zbatojmé teoremén inverse té transformimit Furie dhe marrim:

iwt

e_|t| — elwtdw —

1f°° 2 Jiwigy 2 f 1
Var ) Vmaron) Vrizz ) G ad

iwt

dw = 1 f—l e“tdw
) (1+ w?)

Funksioni nén integral éshté funksion ¢ift, atéheré kemi:

2 Jm 1
C2n (1+w2)e

o

2 cos wt

—ltl — —  d
) (14 w?) @
0

e
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[ce]

T cos wt
_e ey

2 dt+00%
0

Pohimi 5.28 Transformimi Furie i funksionit H(x — a)e ~2* éshté

eTha p_ ik
e—Lka .
\ 21T b2 + k2

ku H (x) — éshté funksioni i Hivisaid-it

Veértetim: Funksioni H(x) ka vleré 0 kur x < 0 dhe vleré 1 kur x > 0. Le té shénojmé:
h(x) = H(x —a)e™P*

ashtu qé k > 0. Atéheré

h(k) = L H(x — a)e P*e~kxdx = L f e Dx—tkx gy =
V2m A VZna
1 [e—bx—ikx 00 1 e~ba-ika eba p_ ik
— — — p—lika .
\/zn[—b—ikl a 2w b+ ik V2 b? + k2

Pohimi 5.29
i)
f sin? w
> w =T
w
i)
J‘ sin* w 21
w=—=
w4
Vértetim: Le té marrim funksionin
(1, lt] < 1
f© = {O, ndryshe
dhe gjejmé transformimin Furie té tij. Funksioni ka vleré —1 < t < 1 atéheré
1 . .
() 1 fl ot gy 1 e —e'® 2sinw
w) = —— e = . - =
\/27‘[_1 V21 —lw V2w

Shénojmé me p(t) konvulucionin e f me vetveten dhe marrim zévendésimin

u=t-s
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t—-1 t+1

p(t) = f F(t—$)f(s)ds = f flt—s)-1ds = j Fw)(~du) = j Fwdu =

t+1
_{(t+1)—(—1), O>t>—2_{2—|t|, 0<|t] <2
B 1—-(t—1), 2>t>0 0, ndryshe
Transformimi i “p"" merret direkt nga teorema e konvulucionit:
2sinw 2sinw 4 sinw
p(w) =V2r -

V2w 27'[(»_\/271 w?

Aplikojmé teoremén e Parseval-it:

i)
oo451n W
= H?dt =2 =
[ o do = j F@l
( sin @
j —dw =T
W
dhe
i)
16 i
sm W
dw = f(z +t)2dt + j(z —t)?%dt =
2wt
—00 -2
(2 +6)3 2-0)3%%2 8 8 16
= B 373737
0
f sin* w e = 2m
wt 9773
25 = Integrate[ (Sin[k])*2/k”*2, {k, -Infinity, Infinity}]
Qui[25]= 7T
n24= Integrate[ (Sin[k]) 4/ k"4, {k, -Infinity, Infinity}]
2
Qui[24]= ——
3

Figura 5. 13 Llogaritjae [ stn” = daw dhe f°° Si' % 3 me ané té softuerit Wolfram Mathematica
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Pohimi 5.30 (Teorema e Parseval-it)
r 1 (.
ffz(t)dt = f|f(a))|2dw
Veértetim: Nisemi nga
oo (0] co 1 co X '
[rwa= [roroda= [0 5 | feeedod=

1 . r . 1 7. .
= [ f@) [ r©-edtdo = [ f)f-w)do =

1 r N
- j|f(w)|2dw

Pohimi 5.31
w -
j‘ sin w cos wx deo = {E' x| <1
o w 0, lx| > 1
Veértetim: Marrim funksionin
o=l s

Marrim integralin Furie pér f(x), atéheré

f(x)=%f ff(t)cosa)(t—x)dtdwz
0 —oo

oo 1
= %f fcosa)(t—x) dt dw = [sepse f(t) = 1]
0 -1

1 ‘ sinw(t — x)
-2 [

IJ sinw(1—x) + sinw(1 + x)

1
dw =
-1

dw = [prej formulés sin a + sin §]

T w

0

pra

[ee]
2 J‘ sin w cos wx

f(x)=;

dw =
0
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o)

T ( )_J‘sinwcoswxd
fo B w @
0
ose
oosinwcoswx i |x] <1
fmemer, £
w 0, x| > 1

0

Pér x = 1, e cila éshté piké képutje e f(x), vlera e integralit éshté

7+0 o
2 4
Pohimi 5.32
ooa)sina)x T _px
Frazie=z¢ >0
0

Veértetim: Marrim funksionin
fx)=e#*,  B>0

Transformimi Furie sipas sinuseve pér f(x) éshté :

o)

2 (o]
f(x) == sinwxdw | f(t)sinwtdt
 Fans |

0
Nga (*) dhe (**) shohim gé:
2 [oe] [oe]
e Px = ;f sin wx da)f e Ptsin wtdt =
0 0

2 e Pt
= ;f sinwx dw l(ﬁz-l-—wz) (=P sin wt — w cos wt

- [ sinordoo+
== =
— | sinwxdw 7T o

0

[0e]

2 [ wsinwx
e—ﬁx —

== 5——dw
) B?+ w?
0
ose
oo
w Sin wx T
— s dw=7e px
B?+ w 2
0
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Pohimi 5.33

n(0)-

Veértetim: Transformimi sipas sinuseve pér funksionin f(x) = iéshté dhéné me:

T(l)— Zoosinsxd | sx=86 sm9d9
S\x) ~ Ef x *= sdx—dH J

0

_ Zj‘os _ n_ T
AL w2 N2
0

in50= FourierSinTransform[1/ t, t, x]

Out[50]=

N

Figura 5. 14 Llogaritja e transformimi Furie F G) me ané té softuerit Wolfram Mathematica

Pohimi 5.34

F.le ™ + 4e73%) =2 E[ ! + o ]
mwls?2+4 s2+9

Veértetim: Transformimi sipas kosinuseve pér funksionin f(x) = e™%* + 4e~3* éshté

dhéné me:
2 [ee]
F.(s) = \/;f f(x) cossx dx
0

Vémé vlerén e f(x) dhe kemi:

2 [ee]
F.(s)= \/;f (e™%* + 4e73% ) cossx dx =
0

20 20
= —f e %X cossx dx + —f 4e7 3% cossx dx =
i i
0 0

e—ax
= U e~ . coshxdx = m[bsinbx —acosbx]] =
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_2[2+43]_22[1+6]
o mls2+ 4 s2+9] " mls2+4 s249

Pohimi 5.35 Transformimi Furie pér funksionin

X
1+ pE —a<x<0
- X
fG) = 1—5, 0<x<a
0, ndryshe
éshté
Zﬁsinz%
Vras?
Veértetim: Transformimi Furie pér funksionin f(x) éshté dhéné me:
co 0 a
F(s) = L f f(x)es*dx = L j (1 + )eisxdx j 1 —— isxdx =
V2m . V2m - 0
1 X\ eisx 1y e-isa]] O 1 X\ elsx 1y eisa 1@
-+ ) r|(@-2) (D)
21 a’ s a/ -s?||_ 21 a’ is a—520

1 1 e 11

e—lsa
=——|=+t-g+=— _—+
V21 Ls a s> a l V2 [a —s? is ' a s?

. ) 1 2 2
— —isa —isa)| — _ —
N2 [as2 + —as? (e te )] N2 [as2 as? €0s sa]
. 5 dsS
~ L2 cosas) = 2o @ BT
= 27r 2 cos as T sin 2 = Vras?
Pohimi 5.36
F(F0) = =
f0)= (1+is)?
ku
xe ™, x>0
f) = { 0, x <0
Veéretim:

oo 0 oo
F(fx) = ff(x)e‘isxdx = ff(x)e‘isxdx+ff(x)e‘isxdxz
—0 —0 0
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0 ] o
= fO-e‘isxdx+fxe_x-e_isxdx = 0+fx-e_(1+i5)xdx =
— o0 0 0

0
e—(1+is)x e—(1+is)x o
=|lx——-1 — =
—(A+is) - (—a+i) o
1 x |°° 1 1 |°° _
~ 1+4is e*(cossx + isinsx) o (@+is)? e*(cossx +isinsx)l g B

1 [ X Y 1 0 ]
= im — - lim - —
1+ islxowe* x->ocossx +isinsx e%cos0+ isin0)

1 1 1
S S Y _ |-
(1+is)? [x1—>nolo e*(cossx + isinsx) e%(cos0 + isin0)
1

= 0—0]—————[0—1] =
1+is[ ] (1+is)2[ ]

— |shfryte lim 2 = 1lim =Y = Jim = = o =
= [shfrytézuam x%ex—x%(ex),_xg?oex_ =
!

T (1+is)?

Pohimi 5.37
J‘ dx T
(x2+1)2 4
0
Veértetim: Para se té fillojm me vértetimin e pohimit né fjalé japim lemén ndihmése:

Lemé 5.2 ([8]) (Identiteti i Parseval-it pér transformimin Furie sipas kosinuseve)

Zw o
= [1moras = [Irras
0 0

Marrim funksionin f(x) = e™* ashtu gé

Fels) = 1452

Sipas lemés 5.2 kemi:

2&) (o 9]
= [im.oords = [1rcordx
0 0

” 0 oo e—Zx
ds = fle‘x |2dx =f|e‘2x| dx = I — l
0 0
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zf‘ 1Pl n
) [G+syl 72 /"3
0
j‘o‘ 1 Zd _1 T m
1+s) ¥72°27%
0

ni5g)= Integrate[1l/ (t*2+1) "2, {t, 0, Infinity}]

T
Out[58]= Z

®_9X e ané té softuerit Wolfram Mathematica
0 (x2+1)2

Figura 5. 15 Llogaritja e
Pohimi 5.38
j‘o xdx n
J (x2+1)2 4
Veértetim: Para se té fillojm me vértetimin e pohimit né fjalé japim lemén ndihmése:

Lemé 5.2 (Identiteti i Parsevalit pér transformimin Furie sipas sinuseve)

2 (o] (o]
= [im@rds = [ 1reorax
0 0

x
x2+1

Marrim funksionin f(x) = ashtu gé Fy(s) = ~e™

Sipas lemés 5.2 kemi:

2 [o9] [o9]
ORI IORE:
0 0

foolf(xﬂzdx = Efoolﬂ-"s(s)lzds
0 i

[0e] (0]

[l o 2 e ae- 25 e
x2+1 x—n Ze S_n4 ¢ 5=
0

0
e 5] Oo_n[o_l_l]_n
-2 1|y 2 21 4
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in591= Integrate[t~2/ (t*2+ 1) ~2, {t, @, Infinity}]

JT
Out[59]= —
4

0 2
Figura 5. 16 Llogaritja e [~ 2

o ez Me ané té softuerit Wolfram Mathematica

Pohimi 5.39 (Formula e Puason-it). Nése

f € S(R), z fx+n) = Z f(n)eiZnnx

n=-—oo n=-—oo
Veértetim: Para se té fillojmé me vértetimin e pohimit né fjalé japim pérkufizimin
ndihmése:

Pérkufizim 5.1 ([40]) Funksioni i Schwarz-it quhet funksioni f i cili sé bashku me té
gjitha derivatet e tij ka rrénjé té shpejt (vN > 0, N —i ploté, ekziston konstanta C,,,
ashtu qé

IxIMIf ()] < Cy

Le té jeté dhéné funksioni i Schwarz-it, f € S(R), né drejtézén reale R, mund té
definojmé funksionin si shumé té pafundme

B = ) fa+n)

n=-—oo
i cili ka kéto dy veti:
)] Shuma konvergjon Vx, pasi gé funksioni f bie mé shpejt te +oo se sa te ¢do
fuqi.
i) F; (x) éshté me periodé 1, pra F;(x + 1) = F;(x)
Me gé F, (x) éshté funksion periodik, atéheré ai mund té trajtohet pérmes

serive Furie. Pasi gé perioda éshté 1, jo 2m, atéheré pér funksionin g me
period 1, seria Furie qé ka konvergjencé té zakonshme éshté:
1

o) = f g()e-i2nmx iy
0

g = D gimetn

n=-—oo

Atéheré

F\l(m)=j i f(x +n)e 2mm¥dy = i Jlf(x+n)e‘i2”mxdx=

0 n=—oo n=—0oo O
oo n+1 o0
= z J f(x +n)e "My = ff(x)e‘iz’”"xdx = f(m)
n=—0oo n — 00
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Ana e majté e pohimit t& dhéné né fillim paraget pérkufizimin e F;(x), kurse ana e
djathté shprehja e saj né seri Furie.

Nése né kété rast té pérgjithshém marrim x = 0, do té kemi:

i f(n) = i f(m)

n=—oo n=—oo

Pohimi 5.40
fxcosx—sinx xd _ 3w
X3 0579 ="76

0

Vértetim: Marrim funksionin

(1 —x?, —1<x<1
f(x)_{O, x<—1osex>1

Atéheré

FUF(0} = j Fe i dx =

-1 1 00

= ff(x)e‘isxdx+ ff(x)e‘isxdx+ff(x)e‘isxdx=
o 21 1
-1

]

—00

1 [e9)
0-e "*dx + f(l —x2)e "¥dx + f 0-e *dx =
-1 1
1
+0=
-1

— (—2x) - 5+ (

=0+ l(l —x?)- —5)?

—isx —isx —isx I

—is —2) (—is)3

= [Duke pérdorur integrimin me pjesé do té kemi]| =

1

=0—-0+ _Z_X —isx_l_ﬁ —isx
- sze 538 1

2 , , 20 . ,
— _S_z(e—ls + elS) +S_;(e—Ls _ elS) —

4 eis _l_e—is 4-i2 eis _e—is
- _s_2<T) _s_3<2—1> -

4 4
= —S—Zcoss+s—351ns = S—3(sms—scoss)

pra
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A 4
fGs)=F{f(x)} = S—3(sins — 5CO0SS)
Duke marré transformimin invers Furie, do té kemi:
) = — fm F(s)el*ds =
2T

o)

1 4 i
o — (sins — scoss)e" ds = f(x) =
) oo 1 A2
— J. S_3(sins — scoss)(cossx + isinsx)dsf(x) = {(1)' o :;C: ; 1 =

—00

o0 I
sins — s coss) cos sx sins — s cos s) sin sx —(1 — x?2
]<( ) Ly ) )ds={2(1 x2), |x| <1
0,

3 3
S S lx| > 1

Pas barazimit té pjeséve reale, do té kemi:

‘ (sins — s cos s) cos sx E(1 —x?), [x] <1
f 3 ds = ?) =

—00 |X|>1
< T
sins — s C0S S) COS sx — — x2
2](( ) >ds={2(1 ),  Ixl<1

(Funksioni nén integral &shté funksion gift sipas s)

3 (scoss — sins) cos sx E(xz -1) x| <1
f ds =1{4 '

3
0 S 0, |x] > 1

Marrim x = %dhe do té kemi:

o)

f (scoss—sins)cos% 4 m (1>2 - 3 <|1|<1)
ST7\\2 ~ 16 2

s3

0

Duke i ndryshuar ndryshoret e integrimit, do t€ marrim:

[oe]
X COoSX — Sinx X 3w
cOS— = ——
x3 2 16

0
ni6oj= Integrate[ ((t*xCos[t] -Sin[t]) /t*3) *xCos[t /2], {t, ©, Infinity}]

3
OLIt[a':]]: - E

Figura 5. 17 Llogaritjae f,”~ M cos > me ané té softuerit Wolfram Mathematica
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Pohimi 5.41 Pérm > 0

1) Transformimet Furie sipas sinuseve
m mrm
{ m= 1} = ( )SIHT
i) Transformimet Furie sipas kosmuseve
_ I'(m) mm
Flx™ 1} = — cos —=

Vértetim: Le té jeté f(x) = x™ 1, m >0

£.(s) =ff(x) sin sx dx =Jxm‘1 sin sx dx
0 0

o)

fi(s) = f f(x)cossxdx = f x™ 1 cos sx dx
0 0
Le té jeté

[0e] [ee]

_ m—1,—isx BSX ) _ Y o _yd—y
g(S)—jx e dx_|d_’y Lde‘__[(iS) ‘s

0

(is)m gm (87)

pra

(o]

. '(m) _imn
jxm—le—Lsxdx= e 2
sm
0

(o]

0

i T T
= [dimé qé e2 = cosz+isin§] =

[oe]
N N 'm) mm T(m)
X cossxdx —i| x sinsxdx = ——cos— — i
sm 2 sm
0

0

Duke marré para sysh pjesén reale dhe imagjinare kemi:

'm) mn
cos —
m 2

[oe]

f x™ Lcossxdx =
s

0
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= o | €Yy = T ) = ——— ) =D
0

imm

j x™ 1(cos(—sx) + isin(—sx))dx = Fgm) (cos (_ T) +isin (_%))



dhe

(o]
f x™ Lsinsxdx =
0

m 2
Pra
_ '(m) mn
F{xm 1} = o Sin—=
Dhe
_ I'(m) mm
Flxm 1} = — cos —~
Pohimi 5.42
i)
1[sin(s —1)a sin(s+ 1)a
ﬂ{f(x)}—zl T
i)
1[cos(s —1)a cos(s+ 1)a 1
Tc{f(x)}_fl s—1  s+1 T 521
Ku
sinx, 0<x<a
flx) = {O, x>a
Veértetim:
i)
[ee] a (o]
Fi{f(x)} = J f(x)sinsxdx = Jf(x) sin sx dx + f f(x)sinsxdx =
0 0 a
a o 1 a
= J sinx sinsx dx + j 0-sinsxdx = Ef 2sinsxsinxdx + 0 =
0 a 0
1 a
= Ef(cos(s —1x —cos(s+ 1) x)dx =
0
_1fsin(s —1)x sin(s + 1x a B
2] s—1 s+1 0o
_1fsin(s —1)a sin(s + 1)a
2] s—1 s+1
pra
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sin(s —1)a sin(s + 1)a
s—1 s+1

RU) =3
i)
7-}{f(x)}=ff(x)cossxdx= ff(x) cossxdx+ff(x) cossxdx =

a (o] a
1
=fsinxcossxdx+f0-cossxdx=Ef2cossxsinxdx+0=
0 a 0

1 | _
= Ef(sm(s + 1)x —sin(s — 1) x)dx =

1[ cos(s+ Dx cos(s — Vx| ¢
= —|— + —
2 s+1 s—1 0
1| cos(s+1)a cos(s—1)a N 1 1]
2 s+1 s—1 s+1 s—1|"
1 cos(s—1)a cos(s+ 1)a 1
2l s-—1 s+1 sz2—1
pra
1|cos(s—1)a cos(s+ 1)a 1
?C{f(x)}‘il s—1  s+1 521
5.3 Lidhja ndérmjet té transformimit té Laplas-it dhe transformimit
té Furie-sé
Pohimi 5.43
i)
L{f ()} = F{f (e}
i)
LIF (O} = F{f ()}
Vértetim:
) Le té jeté f(t) njé funksion real i variabiles t dhe p njé parametér real i

pavarur nga t. Po e shqyrtojmé integralin

o

F(p) = LF(D)} = fewVQMt €

té cilin e quajmé integrali i Laplasit dhe i cili varet nga parametri p.
Le té marrim:
p=a+iw (2)
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zévendésojmé (2) né (1) dhe do té kemi:

LF©) = f ePLf(t)dt = f e~ (@HOL £ (1) dr =
— fe_at_iwtf(t)dtZ fe—ate—iwtf(t)dt
pra:
L) = f el £ (1)t 3)

Nga ana tjetér, pér funksionin f:R — C, funksioni F(w)(weR), pérkufizohet

transformimi Furie si vijon:

F@)=FF©) = [ fOe et @
Duke e krahasuar ekuacionin (3) dhe (4) do té shohim gé:
L{f(O)} = f e~ e M f(t)dt = j [f(t)e~*le~ ™t dt = F{f (t)e~*}

pra relacioni midis shndérrimit té transformimit té€ Laplasit dhe transformimit Furie
éshté:

L{f ()} = F{f (e}
i)
Né qofté se te zévendésimi marrim a = 0, atéheré
p=iw (5)

zévendésojm (5) né (1) dhe do té kemi:

(o] (0]

LF@) = j e PLF(t)dt = j et F(D)dt = F{F(6))

— 00 — 00

pra:

LIf (0} = FIF O}
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VI.  TRANSFORMIMET E LAPLAS-IT DHE TRANSFORMIMET E FURIE-SE
PERMES SOFTUERIT MATEMATIK MATLAB

6.1 Transformimet e Laplas-it pérmes softuerit matematik Matlab

6.1.1 Paraqitja grafike e log t dhe llogaritja e L{log t} népérmjet Matlab-
it

Kodi né Matlab pér paraqgitjen grafike té log t

syms €

t=[0:1e-3:2];

f=log(t);

figure (1)

plot(t, f);

title('Grafiku i funksionit log(t)"')

Grafiku i funksionit log(t)

-7 L L " " L L " "
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Figura 6. 1 Grafiku i funksionit log t né Matlab

Kodi né Matlab pér llogaritjen e L{logt}
syms a t
f=log(t):
F=laplace (f)
simplify (F)
pretty (ans)

ans =
- (eulergamma + log(s))/s

eulergamma + log(s)

Figura 6. 2 Rezultati i fituar pér L{log t} né Matlab
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6.1.2 Llogaritja e L{t" log t} népérmjet Matlab-it
Kodi né Matlab pér L{t" logt}

syms a t v
f=t.”v*log(t);
F=laplace (f)
simplify (F)
pretty (ans)

ans =
(gamma (v + 1) *(psi(v + 1) - log(s)))/s™(v + 1)
gamma (v + 1) (psi(v + 1) - log(s))

Figura 6. 3 Rezultati i fituar pér L{t” log t} né Matlab

6.1.3 Llogaritja e L{6(t)} dhe L{5(t — a)} népérmjet Matlab-it
i) Kodi né Matlab pér L{5(t)}

syms t s
F=laplace(dirac(t),t,s)
simplify (F)

ans =

Figura 6. 4 Rezultati i fituar pér L{5(t)} né Matlab

ii) Kodi né Matlab pér L{5(t — a)}

syms t s
D=laplace(dirac(t-a),t,s)
simplify (D)

pretty (ans)

D =

-l

piecewise(a < 0, O, = a, exp(-a*s))

ans =
piecewise(a < 0, 0, 0 <= a, exp(-a*s))
{ 0 if a< o0
{

{ exp(-a 8) 1if 0 <= a

Figura 6. 5 Rezultati i fituar pér L{5(t — a)} né Matlab
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6.1.4 Llogaritja e L{sin vx}(s)népérmjet Matlab-it
Kodin né Matlab pér £L{sin vx}(s)

syms x Y
f=sin(sqrt(x));
F=laplace (f)
simplify (F)
pretty (ans)

(pi”~(1/2) *exp(-1/(4*3)))/(2*3™(3/2))

ans =

(Pi™~(1/2) *exp(-1/(4*3)))/(2*3™(3/2))

/ ) EREAY
sgrt (pi) exp| - ——— |
\ 4 5 /
3/2
2 s

Figura 6. 6 Rezultati i fituar pér L{sin vx}(s) né Matlab

6.1.5 Llogaritja e L{cos vx}(s)népérmjet Matlab-it
Kodin né Matlab pér £{cos vx}(s)

syms x y
f=cos (sgrt(x));
F=laplace (f)
simplify (F)
pretty (ans)

F=

1/s + (pi~(1/2)*exp(-1/(4*s))*exf(1i/(2*s"~(1/2)))*1i)/ (2*s"(3/2))

ans =

1/s + (pi~(1/2)*exp(-1/(4%s))*erf (1i/(2*s~(1/2)))*1i)/(2*s"(3/2))

/ 5 I \ / 1i \
sgrt (pi) exp|] - --- | erf] —-—-——————- | 1i
A\ 4 38/ \ 2 sgrt(s) /

Figura 6. 7 Rezultati i fituar pér £{cos Vx}(s) né Matlab
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6.1.6 Llogaritja e L{erf(v/x)}(s)népérmjet Matlab-it
Kodin né Matlab pér £L{erf(v/x)}(s)

syms t s

f=erf (sqgrt(t));
F=laplace (f)
simplify (F)
pretty (ans)

1/(s*(s + 1)~ (1/2))

ans =

1/(s*(s + 1)"(1/2))

S

sgrt(s + 1)

Figura 6. 8 Rezultati i fituar pér L{erf Vx}(s) né Matlab

6.1.7 Llogaritja e L{erfc(v/x)}(s)népérmjet Matlab-it
Kodin né Matlab pér L{erfc(vx)}(s)

syms t s
f=erfc(sqrt(t));
F=laplace (f)
simplify (F)
pretty (ans)

ans

1/s

1

s

1/(s*(s + 1)~ (1/2))

1/(s*(s + 1)™(1/2))

s sgrt(s + 1)

Figura 6. 9 Rezultati i fituar pér L{erfc vx}(s) né Matlab
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—-S

. . — . . e
funksionin e~* dhe funksionin —

Kodin né Matlab

syms t s

F=2/(1+4s"2);
fl=ilaplace (F)

simplify (f1)

pretty (ans)
f2=ilaplace(exp(-s),s,t)
simplify (£2)

pretty (ans)
f3=ilaplace(s” (-1)*exp(-s),s,t)
simplify (£3)

pretty (ans)

T, = 2= f3 =
2*sin(t) dirac(t - 1) heaviside(t - 1)
ans = ans = ans =
2%*sgin(t) dirac(t - 1) heaviside (t - 1)
2 sin(t) dirac(t - 1) heaviside (t - 1)

Figura 6. 10 Rezultatet e fituara nga kodi i mésipérm pér secalin funksion veccmas
6.2 Transformimet e Furie-sé pérmes softuerit matematik Matlab

sin at

6.2.1 Llogaritja e T{ } (W) népérmjet Matlab-it

Kodin né Matlab pér T{ssmat}( )

syms w t a
F=fourier (5*sin(a*t)/ (a*t),t,w)

simplify (F)
pretty (ans)
F=
- (5* (pi*heaviside (- a - W) - pi*heaviside(a - w)))/a
ans =
(S5*pi* (heaviside(a + w) + heaviside(a - w) - 1))/a
5 pi (heaviside(a + w) + heaviside(a - w) - 1)

Figura 6. 11 Rezultati i fituar pér :F{S s'"at} (w) né Matlab
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6.2.2 Liogaritja e F{e~1!!}(w) népérmjet Matlab-it

Kodin né Matlab pér F{e~'}(w)
syms w t a
F=fourier (exp(-abs(t)),t,w)

simplify (F)
pretty (ans)

2/ (w*2 + 1)

ans =

2/ (w2 + 1)

Figura 6. 12 Rezultati i fituar pér F{e~'}(w) né Matlab
6.2.3 Llogaritja e T{e‘“tz}(w) népérmjet Matlab-it

Kodin né Matlab pér T{e““z}(w)

syms t a

f = exp(-t"2*(a));
G = fourier (f)
assume (a > 0)

F= fourier (f)
assume (a, 'clear'")
pretty (ans)

G =

fourier (exp(-a*t”*2), t, w)

F =
(pi”™ (1/2) *exp (-w™2/ (4*a)) ) /a~(1/2)

/ 2\
| w |
sqgrt (pi) exp| - ——— |
\ 4 a /

sgrc(a)

Figura 6. 13 Rezultati i fituar pér T{e‘“‘z}(w) né Matlab

143



x sin 3x

6.2.4 Llogaritja e f ——-dx népérmjet Matlab-it

oo x sin 3x

Kodin né Matlab pér |~

Metoda 1

syms x 1

f=(x*sin(3*x))/ (1+x"2);

a=int (£,0,inf)

display('Vlera e integralit é&shté: '), disp(double(a))

=(pi/2)*exp(-3) %Vlera e integralit te pohimi 5.32, njé& rast special

(pi*exp(-3))/2

Vliera e integralit é&shteé:
0.0782

d=
0.0782

x sin 3x

Figura 6. 14 Rezultati i fituar perf ——=dx né Matlab (Metoda 1)

Metoda 2 (E Simposin-it)

a = input('Jep vlerén e kufirit té poshtém té integralit, a="')
b = input('Jep vlerén e kufirit té sipérm té integralit, b="')
N = input('Jep numrin e ndarjeve, N='")
f = @Q@(x) (X.*sin(3.*x))./((1+x.72)) $Pérkufizimi i funksionit gé
integrohet
=(b-a) /N; %Gjetja e h-sé
x=linspace(a,b,N); 3Gjetje e vlerés sé x-sit pér ¢do interval

%$Llogaritja e integralit

for 1 = 1:N-1

I(1)= (h/3)* (E(x(1))+(4*E ((x(1)+x(1+1))/2))+E(x(1+1)));
End
Vlera e integralit = sum(I)
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Jep vlierén e kufirit té poshtém té€ integralit, a=0

0

Jep vlierén e kufirit té sipérm té integralit, b=100

b =
100
Jep numrin e ndarjeve, N=10000
N =
10000
f =

function handle with wvalue:

@(x) (x.*sin(3.*x)) ./ ((1+x.72))

Vlera e _integralit =

0.1566
Figura 6. 15 Rezultati i fituar pér f° xlsi‘:'x dx né Matlab (Metoda e Simpson-it)
6.2.5 Llogaritjae [ L dx népérmjet Matlab-it
0 (x2+1)

Kodin né Matlab pér [~ —— dx

Per Jo (x?+1)
Metoda 1
syms f (x)
Syms x
f(x) = 1./(x.72+1) .72
a = 0;
b = inf;
Vlera e integralit = int(f, a, b)

f(x) =

1/(x"*2 + 1)*2

Vlera e integralit =
pi/4
Figura 6. 16 Rezultati i fituar pér [~ ——dx né Matlab (Metoda 1)

0 (x2+1)
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Metoda 2

kp = 0; $kufiri i poshtém
ks = 100; skufiri i sipérm
N = 200; gnumri i ndarjeve

$Metoda e trapezit
X = kp+1/T:1/T:ks-1/T;

Y = 1./(X."241).72; $funksioni gé& 1 llogaritet integrali
I = trapz(X,Y) $vlera pérafruese e integralit me metodén e trapezit
d=pi/4 %vlera e kétij integrali né pohimin 5.37 (me

transformimet Furie)

0.780397955049428

0.785398163397448

Figura 6. 17 Rezultati i fituar pér f0°°(x2—1+1)dx né Matlab (Metoda e trapezitt)

6.2.6 Llogaritja e transformimeve invers té Furie-sé pér funksionin L

funksionin e Hivisaid-it dhe funksionin e Dirak-ut

Kodin né Matlab

syms w t
F=2/(1+w"2);
fl=ifourier (F)
simplify (£f1)
pretty (ans)

f2=ifourier (dirac(w),w,t)
simplify (£2)
pretty (ans)

f3=ifourier (heaviside (w),w, t)

simplify (£3)
pretty (ans)
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f1 = f2 = £3 =

exp (-abs (x)) 1/(2*pi) (pi*dirac(t) + 1li/t)/(2*pi)
ans = ans = ans =
exp (-abs (x) ) 1/(2%pi) dirac(t)/2 + 1i/(2*t*pi)
exp (-1x]) - dirac(t) 1i

oz [eessdidd R

2 pi 2 2 t pi

Figura 6. 18 Rezultatet e fituara nga kodi i mésipérm pér secalin funksion veccmas

6.3 Transformimi i imazheve pérmes transformimeve Furie

Kodin né Matlab pér transformimin e imazhit

clear all; close all; clc

imdata = imread('C:\Users\Dardan\Desktop\Unt.jpg');
figure (1) ;imshow(imdata); title('Fotografia origjinale e UNT-sé&');

imdata = rgb2gray(imdata);
figure (2); imshow(imdata); title('Fotografia bardh e zi');

o\°

Marrim transformimin Furie e njé& fotografie

F = fft2 (imdata);
% Transformimi Furie i fotografisé
S = abs (F);

figure (3);imshow (S, []);title('Transformimi Furie i fotografisé');

% Marrim spektrin e pérgendruar
Fsh = fftshift (F);
figure (4);imshow (abs (Fsh), []) ;title('spektri i pérgendruar')

% Aplikojmé Log-transformimin
S2 = log(l+abs(Fsh));
figure (5) ;imshow (S2, []);title('log-transformimi i fotografisé')

o\°

Rindértojmé fotografiné

F = ifftshift (Fsh);

f = ifft2(F);

figure (6) ;imshow (£, []),title('fotografia e rindértuar')
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Fotografia origjinale

Figura 6. 19 Fotografia origjinale e UNT-sé

Fotografia bardh e zi

Figura 6. 20 Fotografia bardh e zi e UNT-sé
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Transformimi Furie i fotografisé

Figura 6. 21 Transformimi Furie i fotografisé s& UNT-sé

spektri i pérgendruar

Figura 6. 22 Spektri i pérgendrimit té fotografisé s& UNT-sé
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log-transformimin i fotografisé

Figura 6. 23 Log-transformimi i fotografisé s& UNT-sé

fotografia e rindértuar

Figura 6. 24 Fotografia e rindértuar e UNT-sé
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Pérfundimi

Né kété pjesé, do té japim njé rezyme té téré asaj qé éshté punuar dhe kemi arritur té
vémé né pah né kété punim magjistrature. Po e paragesim két€, né ményré
"kronologjike" duke pikasur pjesét kyce té secilit kapitull.

Né kapitullin e paré, pamé njé séré vetish, llojesh dhe shembujsh mbi integralet
parametrike, duke i trajtuar ata si né aspketin teorik, ashtu edhe né até "praktik".

Né kapitullin e dyté, duke pasur njé pasqyré mbi integralet parametrike, ishim té
gatshém té zhvillojmé transformimet e Laplas-it, duke dhéné teoremat mé té
shpérfaqura gé lidhen me to, dhe aty ku e kemi paré té udhés pér té sqaruar edhe mé
shumé ndonjé veti té tyre, kemi marré edhe shembuj.

Pastaj, né kapitullin e treté, kemi vazhduar me transformimet Fourie, té cilat pér nga
boshti i zhvillimit té kapitullit éshté i ngjajshém si te transformimet e Laplas-it, pra,
jané marré pérkufizimet, teoremat dhe shembuj pér té pasur njé gasje sa mé korrekte
pér kété pjese.

Né kapitullin e katérté, kemi dhéné zbatimin e dy kapitujve paraprak né fusha
jomatematike, gjé qé éshté njé motiv shtesé pér studimin e kétyre pjeséve kaq té
réndésishme matematike.

Né kapitullin e pesté, i cili né fakt, mbase, mund té thuhet se &shté njé kombinim i
kapitullit té paré, té dyté dhe té.treté, respektivisht, kéto tre kapituj paragesin kushtin e
nevojshém pér té zhvilluar kété pjesé. Né kété pjesé,jané zgjidhur integrale jo té
zakonshme, gjegjésisht jané gjetur transformimet e Laplas-it dhe té Fouries pér disa
funksione speciale, pastaj jané zgjidhur disa integrale me ané té kétyre transformimeve,
té cilat integrale mund té zgjidhen pérmes funksioneve speciale, serive apo pérmes
rezidiumeve, gé i bie se sé bashku me kéto té fundit kéto transformime paragesin
teknika mé té avansuara né zgjidhjen e kétij problemi. Gjithashtu, kemi dhéné edhe
njé.lidhje mes kétyre transformimeve, gjé gé e rrit bukuriné e késaj 1émie.

Né kapitullin e gjashté, kemi paré se sa efektiv mund té jeté inkorporimi i softuerit
Matlab né matematiké, né rastin toné, te transformimet e Laplas-it dhe Fouries, pasi qé
pérmes kodeve qé jané paragitur mund té shohim se probleme gé né ményré analitike
mund té na marrin shumé mund dhe kohé, pérmes tij, ne mund té japim njé zgjidhje
shumé té shpejté, e gjithé ajo gé na ndané nga rezultati éshté njé kod i shkruar né
Matlab.

Pér fund, nuk pretedondojmé se kemi théné gjithcka rreth késaj teme, po megjithaté
jemi munduar maksimalisht té japim té gjitha elementet e nevojshme pér té ndértuar
njé kuptim té garté pér kéto transformime, dhe pér té pasur materialin e nevojshém pér
té vazhduar pér zgjerim njohurish né kété drejtim. Ngelemi me shpresé, gé né té
ardhmen, té hartojmé edhe punime tjera né kété fushé, pse jo, edhe mé té kompletuara.
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