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Abstrakt 

 

Në këtë punim janë paraqitur, fillimisht, integralet parametrike, për të vazdhuar pastaj 

me transformimet e Laplas-it dhe transforimet Furie-së, për të cilat kemi dhënë disa nga 

vetitë që i gëzojnë këto transformime. Pastaj, janë dhënë, gjithashtu, edhe zbatimet e 

tyre në zgjidhjen e disa integraleve më të veçanta, që  me metoda të zakonshme do të 

ishin të pamundura të zgjidhen, ndërsa, këto transformime kemi parë se këto paraqesin 

një teknikë mjaft efikase në zgjidhjen e  këtij problemi. Në fund, janë paraqitur edhe 

disa kode në lidhje me këto transformime, në softuerin aplikativ matematik, Matlab, 

përmes të cilit kemi parë se sa i rëndësishëm është ky softuer në zgjidhjen e problemit 

që i kemi parashtruar vetes. 

 

Fjalët kyçe: Integral parametrik jo i vetë, transformimi i Laplas-it, transformimi 

i Furie-së, funksioni i Hivisaid-it, funksioni impulsiv i Dirak-ut, funksioni i 

gabimit, funksioni komplementar i gabimit, funksioni Beta, funksioni Gama, 

bllok funksioni, funksioni trekëndësh, funksioni i Gaus-it, identiteti i Parseval-it 

për transformimet Furie sipas sinuseve dhe kosinuseve, seria e Makloren-it, 

transformimi i imazheve, Wolfram Mathematica, Geogebra, Matlab.  
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Hyrje 

Teoria e integraleve shënon kthesë me rëndësi të posaçme në historinë e 

shkencës, respektivisht në zhvillimin e teknologjisë, përmes të cilës shkenca ka filluar 

një zhvillim të hovshëm drejt majave të sodit, madje, vazhdon, me hapa të tillë, edhe 

sot e kësaj dite. Prandaj, kjo paraqet një nga teoritë më të studiuara dhe që bëhen 

kërkime të vazhdueshme në zhvillimin e kësaj lëmie, gjë që imponohet edhe nga fusha 

tjera jomatematike, të cilat, zgjidhjen e shumë problemeve të tyre e shohin në teorinë e 

integraleve. Duke e marrë në konsideratë, shumëdimensionalitetin e përhapjes së tyre 

në fusha të ndryshme shkencore, është e qartë se e tërë teoria e integraleve nuk mund 

të përfshihet brenda një punimi, prandaj, i jemi përkushtuar vetëm një kategorie të 

veçantë të saj, gjegjësisht, transformimeve të Laplas-it dhe transformimeve Fourie.  

 Për të pasur një pasqyrë më të pastër për këto transformime, përkatësisht 

zbatimin e tyre,punimin e kemi ndarë në pesë kapituj, edhe atë: 

- Në kapitullin e parë kemi trajtuar integralet parametrike respektivisht vetitë 

dhe llojet e tyre, ku vetitë janë dhënë në formë të teoremave, si dhe për të pasur 

një kuptim sa më të saktë janë marrë edhe shembuj për trajtimin e integraleve 

në mënyrë sa më precise. 

- Në kapitullin e dytë, do të trajtojmë transformimet e Laplas-it, për të cilat janë 

dhënë të gjitha përkufizimet e nevojshme për të  shqyrtuar ato dhe për të marrë 

vetitë kryesore të tyre, të cilat do t'i japim në formë të teromave apo pohimeve, 

duke ja bashkangjitur shumë prej tyre edhe vërtetimet, e gjithashtu edhe për 

shumë prej atyre vetive kemi marrë edhe shembuj për thujase çdo veti, 

gjegjësisht aplikimit të asaj vetie.  

- Kapitulli i tretë, do të zhvillohet në logjikën e njëjtë, vetëm se këtu do të flasim 

për transformimet Fourie.  

- Në kapitullin e katërtë, do të shohim zbatimin e këtyre transformimeve në 

fusha jomatematike, si në elektorinxhinieri, fizikë etj. 

- Në kapitullin e pestë, do të shohim zbatimin e tyre në matematikë, në veçanti 

në zgjidhjen e integraleve më karakteristike, të cilat paraqesin ndonjë funksion 

special, apo përafrim të ndonjë konstante të rëndësishme matematike apo që me 

metoda tjera thuajse janë të pamundura të zgjidhen, gjersa, këto transformime 

janë një aparat mjaft i përdorshëm në këtë drejtim. 

- Në kapitullin e gjashtë, do të shohim se si mund të.futen softuerët aplikativ 

matematik, në rastin tonë, Matlabin, në zgjidhjen efikase të.problemit tonë, ku 

do të paraqesim kodet dhe ekzekutimin e tyre, për disa nga problemet që 

përfshijnë transformimet e Laplas-it dhe Furie-së. 
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I. INTEGRALET PARAMETRIKE 

1.1 Përkufizimi i integralit parametrik 

Integralet të cilët janë funksione të një parametri ose disa parametrave kanë 

rëndësi të madhe në teorinë e gjasës, matematikën fizike, optikë etj. Nga vetitë më të 

rëndësisme që do të paraqiten në këtë paragraf janë vazhdueshmëria, diferencueshmëria 

dhe caktimi i integraleve të tillë. Rezultatet që do të jepen kanë zbatim të madh në 

zgjidhjen e disa integraleve që me metodat elementare të njohura, si ajo e zëvendësimit, 

integrimit me pjesë, zëvendsimeve trigonometrike është e pamundur të zgjidhen. 

Përkufizim 1.1 ([10]) Le të jetë 𝐸 = 𝐼 × 𝐽, ku 𝐼 = [𝑎, 𝑏], 𝐽 = (𝑐, 𝑑) dhe 𝑓: 𝐸 → ℝ 

funksion i integrueshëm sipas Riman-it ∀𝛼 ∈ 𝐽 në 𝐼. Funksioni 

𝐹(𝛼) = ∫𝑓(𝑥, 𝑎)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

quhet integral i Riman-it që varet nga parametri (ose integral parametrik), p.sh.:  

∫𝑒−𝛼𝑥𝑑𝑥 =
1

𝛼

1

0

(1 − 𝑒−𝛼) 

paraqet integral parametrik në lidhje me parametrin 𝛼 në [0,1]. 

Në rastin kur funksioni nënintegral varet nga parametrat 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 atëherë integrali: 

∫𝑓(𝑥, 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

paraqet një funksion prej 𝑛 − ndryshoresh, p.sh.: 

∫𝑒𝛼𝑥 sin 𝛽𝑥 𝑑𝑥

1

0

= 
𝑒𝛼𝑥 (𝛼 sin 𝛽 − 𝛽 cos 𝛽) + 𝛽

𝛼2 + 𝛽2
= 𝜙(𝛼, 𝛽) 

është integral parametrik që varet nga dy parametra. 

Në vijim do të japim vetëm vetitë e integraleve që varen nga një parametër, sepse për 

më shumë parametra të gjitha vetitë shqyrtohen dhe vërtetohen në mënyrë analoge. 
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1.2 Vazhdueshmëria e integralit parametrik 

Teoremë 1.1 Nëse funksioni 𝑓 është i vazhdueshëm në bashkësinë 𝐸, atëherë funksioni 

𝐹 i dhënë me barazimin  

𝐹(𝛼) = ∫𝑓(𝑥, 𝛼)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

është i vazhdueshëm ∀𝛼 ∈ 𝐽. 

Vërtetim: Le të jetë 𝛼0 ∈ 𝐽 pikë e çfarëdoshme. Marrim restriksionin e funksionit 𝑓 në 

drejtëkëndëshin e mbyllur 𝐸′ = 𝐼 × 𝐼′, ku 𝐼′ është segment i çfarëdoshëm që përmbanë 

pikën 𝛼0 dhe i tëri gjendet në 𝐽. 

 Ngushtimi i tillë është funksioni uniformisht i vazhdueshëm në 𝐸′, 

(vazhdueshmëria në segment tërheq vazhdueshmërinë uniforme), prandaj                    

 ∀𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0, ashtu që për çdo dy pika  

𝑃′(𝑥′, 𝛼′), 𝑃′′(𝑥′′, 𝛼′′) ∈ 𝐸 

nga 

𝑑(𝑃′, 𝑃′′) < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥′′, 𝛼′′) − 𝑓(𝑥′, 𝛼′)| < 𝜀. 

Marrim 

𝑥′ = 𝑥′′ = 𝑥, 𝛼′ = 𝛼0, 𝛼′′ = 𝛼0 + ℎ, 

 |ℎ| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥, 𝛼0 + ℎ) − 𝑓(𝑥, 𝛼0)| <
𝜀

𝑏 − 𝑎
, 𝛼0 + ℎ ∈ 𝐽

′                       (1) 

Nga (1) kemi:  

|𝐹(𝛼0 + ℎ) − 𝐹(𝛼0)| = |∫𝑓(𝑥, 𝛼0 + ℎ)𝑑𝑥 − ∫𝑓(𝑥, 𝛼0)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

| 

 = |∫(𝑓(𝑥, 𝛼0 + ℎ) − 𝑓(𝑥, 𝛼0))𝑑𝑥

𝑏

𝑎

| ≤ ∫|𝑓(𝑥, 𝛼0 + ℎ) − 𝑓(𝑥, 𝛼0)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

< 

< ∫
𝜀

𝑏 − 𝑎
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

=
𝜀

𝑏 − 𝑎
∙ (𝑏 − 𝑎) = 𝜀                                       (2) 
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Prej këtu rrjedh se funksioni 𝐹 është i vazhdueshëm në 𝛼0 ∈ 𝐽. Meqë 𝛼0 ∈ 𝐽 është pikë 

e çfarëdoshme konstatojmë se funkioni 𝐹 është i vazhdueshëm në 𝐽. 

Rrjedhim 1.1 Nëse funksioni 𝑓 i vazhdueshëm në bashkësinë 𝐸, atëherë vlenë 

barazimi: 

lim
𝛼→𝛼0

∫𝑓(𝑥, 𝑎) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= ∫ lim
𝛼→𝛼0

𝑏

𝑎

𝑓(𝑥, 𝑎) 𝑑𝑥                                       (3) 

Vërtetim: Nisemi nga: 

lim
𝛼→𝛼0

∫𝑓(𝑥, 𝛼)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= lim
𝛼→𝛼0

∫𝐹(𝑎)

𝑏

𝑎

= 𝐹(𝛼0) = ∫𝑓(𝑥, 𝛼0)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= ∫ lim
𝛼→𝛼0

𝑓(𝑥, 𝛼)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

Shembull 1.1 Llogarisim  

lim
𝛼→0

∫√𝑥2 + 𝛼2

1

−1

𝑑𝑥, −0.5 < 𝛼 < 0.5 

Duke marrë në konsideratë që funksioni nënintegral është i vazhdueshëm dhe 

rrjedhimin e mësipërm marrim: 

lim
𝛼→𝛼0

∫√𝑥2 + 𝛼2

1

−1

𝑑𝑥 = ∫ lim
𝛼→𝛼0

√𝑥2 + 𝛼2

1

−1

𝑑𝑥 = 

= ∫√𝑥2𝑑𝑥 =  ∫|𝑥|

1

−1

1

−1

𝑑𝑥 = ∫(−𝑥)𝑑𝑥

0

−1

+∫𝑥𝑑𝑥

1

0

= 1 

Teoremë 1.2 ([10]) Nëse funksioni 𝑓 është i vazhdueshëm në bashkësinë 𝐸, kurse 

funksionet 𝜙,   𝜓: 𝐽 → ℝ janë të vazhdueshme në bashkësinë 𝐽 si dhe                                                          

𝜙(𝐽) < 𝐼,   𝜓(𝐽) < 𝐼,   𝜙(𝛼) ≤ 𝜓(𝛼),    ∀𝛼 ∈ 𝐽, atëherë funksioni 

𝜙(𝛼) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝛼)𝑑𝑥

𝜓(𝛼)

𝜙(𝛼)

, 𝛼 ∈ 𝐽 

është i vazhdueshëm në 𝐽. 
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Shembulli 1.2 Gjejmë  

lim
𝛼→0

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2 + 𝛼2

1+𝛼

𝛼

, |𝛼| < 1 

Nga teorema 1.2 kemi: 

lim
𝛼→0

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2 + 𝛼2
=

1+𝛼

𝛼

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2

1

0

= arctan 𝑥 |
1
 
0
=
𝜋

4
 

1.3 Diferencueshmëria e integralit parametrik  

Teoremë 1.3 ([10]) Nëse funksioni i vazhdueshëm 𝑓: 𝐸 → ℝ  në bashkësinë 𝐸, ka 

derivat të pjesshëm të vazhdueshëm 
𝜕𝑓

𝜕𝛼
, atëherë funksioni  

𝐹(𝛼) = ∫𝑓(𝑥, 𝛼)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

, 𝛼 ∈ 𝐽 

është i diferencueshëm në 𝐽 dhe ∀𝛼 ∈ 𝐽 dhe derivati i tij llogaritet me formulën: 

𝑑𝐹

𝑑𝛼
= ∫

𝜕𝑓(𝑥, 𝛼)

𝜕𝛼
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

, 𝛼 ∈ 𝐽                                               (1) 

që njihet si formula e Lajbnic-it. 

Shembull 1.3 Llogarisim integralet  

𝐹(𝜆) = ∫
arctan (𝜆 tan 𝑥)

tan 𝑥

𝜋/2

0

𝑑𝑥 

dhe 

∫
𝑥

tan 𝑥
𝑑𝑥

𝜋/2

0

 

Duke zbatuar teoremën e mësipërme kemi: 

𝑑𝐹

𝑑𝜆
= ∫

𝜕

𝜕𝜆
(
arctan(𝜆 tan 𝑥)

tan 𝑥
)𝑑𝑥

𝜋/2

0

= ∫
tan 𝑥 𝑑𝑥

tan 𝑥 (1 + 𝜆2 tan2 𝑥)

𝜋/2

0

= ∫
𝑑𝑥

1 + 𝜆2 tan2 𝑥)

𝜋/2

0

 



15 

 

= ⌈Zëvendësojmë tan 𝑥 = 𝑡,    𝑥 = arctan 𝑡   ⇒  𝑑𝑥 =
𝑑𝑡

1 + 𝑡2
  ⌉ = 

= |
𝑥 = 0;   𝑥 =

𝜋

2
𝑡 = 0,    𝑡 = ∞

| = ∫

𝑑𝑡
1 + 𝑡2

1 + 𝜆2𝑡2

∞

0

= ∫
𝑑𝑡

(1 + 𝑡2)(1 + 𝜆2𝑡2)

∞

0

= 

= ∫ (
𝐴𝑡 + 𝐵

1 + 𝜆2𝑡2
+
𝐶𝑡 + 𝐷

1 + 𝑡2
)

∞

0

 

prej ku kemi: 

1

(1 + 𝑡2)(1 + 𝜆2𝑡2)
=
𝐴𝑡 + 𝐵

1 + 𝜆2𝑡2
+
𝐶𝑡 + 𝐷

1 + 𝑡2
 

1 = (𝐴𝑡 + 𝐵)(1 + 𝑡2) + (1 + 𝜆2𝑡2)(𝐶𝑡 + 𝐷) 

1 = 𝐴𝑡 + 𝐴𝑡3 + 𝐵 + 𝐵𝑡2 + 𝐶𝑡 + 𝐷 + 𝜆2𝑡3𝐶 + 𝜆2𝑡2𝐷 

1 = (𝐴 + 𝜆2𝐶)𝑡3 + (𝐵 + 𝜆2𝐷)𝑡2 + (𝐴 + 𝐶)𝑡 + 𝐵 + 𝐷 

Fitojmë zgjidhjet:  

𝐴 = 0;      𝐶 = 0;      𝐵 =
𝜆2

𝜆2 − 1
;      𝐷 =

1

1 − 𝜆2
 

pra:  

𝐹′(𝛼) = ∫

𝜆2

𝜆2 − 1
1 + 𝜆2𝑡2

𝑑𝑡

∞

0

+∫

1
1 − 𝑥2

1 + 𝑡2
𝑑𝑡

∞

0

=
𝜆2

𝜆2 − 1
∫

𝑑𝑡

1 + 𝜆2𝑡2

∞

0

+
1

1 − 𝜆2
∫

𝑑𝑡

1 + 𝑡2

∞

0

= 

=
𝑥2

𝜆2 − 1

1

𝜆
∫

𝑑(𝜆𝑡)

1 + (𝜆𝑡)2

∞

0

+
1

1 − 𝜆2
∫

𝑑𝑡

1 + 𝑡2

∞

0

= 

=
𝜆2

𝜆2 − 1
arctan 𝜆𝑡 |

∞
 
0
+

1

1 − 𝜆2
arctan 𝑡 |

∞
 
0
= 

=
𝜆

𝜆2 − 1
(
𝜋

2
− 0) +

1

1 − 𝜆2
(
𝜋

2
− 0) = 

=
𝜋

2
(
𝜆 − 1

𝜆2 − 1
) =

𝜋

2
∙
1

𝜆 + 1
=

𝜋

2(𝜆 + 1)
 

rrjedhimisht 
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𝑑𝐹(𝜆)

𝑑𝜆
= 𝐹′(𝛼) =

𝜋

2(𝜆 + 1)
 

𝑑𝐹(𝜆) =
𝜋

2(𝜆 + 1)
𝑑𝜆 

𝐹(𝜆) = ∫
𝜋

2(𝜆 + 1)
𝑑𝜆 =

𝜋

2
∫

𝑑𝜆

𝜆 + 1
=
𝜋

2
ln(𝜆 + 1) + 𝐶 

Duke pasur parasysh natyrën e integralit shohim që 𝐹(0) = 0, pra 

𝐹(0) =
𝜋 ln(0 + 1)

2
+ 𝐶   →   0 = 𝐶 

respektivisht,  

𝐹(𝜆) =
𝜋

2
ln(𝜆 + 1) + 0 =

𝜋 ln(𝜆 + 1)  

2
 

fitohet zgjidhja 

∫
𝑥

tan 𝑥
𝑑𝑥

𝜋/2

0

= ∫
arctan(1 ∙ tan 𝑥)  

tan 𝑥 

𝜋/2

0

= 𝐹(1) =
𝜋 ln(1 + 1)

2
=
𝜋 ln 2

2
 

Shembull 1.4 Llogarisim integralin 

J(α) = ∫
𝑥𝛼 − 1

ln 𝑥

1

0

𝑑𝑥, 𝛼 ≥ 0 

Shënojmë që funksioni nënintegral është i vazhdueshëm në [0,1], nëse për 

𝑥 = 0 merr vlerë 0, dhe për 𝑥 = 1 është 𝛼 (si limit). 

Atëherë kemi: 

𝐽′(𝛼) = ∫
𝜕

𝜕𝛼

1

0

𝑥𝛼 − 1

ln 𝑥 
𝑑𝑥 = ∫

 𝑥𝛼 ln 𝑥

ln 𝑥
𝑑𝑥

1

0

= ∫𝑥𝛼𝑑𝑥

1

0

=
𝑥𝛼+1

𝛼 + 1
|
1
 
0
=

1

1 + 𝛼
 

𝐽′(𝛼) =
1

𝛼 + 1
   →    𝐽(𝛼) = ∫

𝑑𝛼

𝛼 + 1
+ 𝐶 = ln(𝛼 + 1) + 𝐶 

për 𝛼 = 0  ⇒   𝐽(0) = 0  ⇒   0 = ln(0 + 1) + 𝐶  ⇒   0 = ln 1 + 𝐶  ⇒   𝐶 = 0 

d.m.th.  
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𝐽(𝛼) = ln (𝛼 + 1) 

Ky integral na ndihmon edhe në zgjidhjen e disa integraleve tjerë, p.sh.: 

∫
𝑥  𝛼 − 𝑥𝛽 

ln 𝑥
𝑑𝑥

1

0

, 𝛼, 𝛽 ≥ 0. 

pra: 

∫
(𝑥  𝛼 − 𝑥𝛽)𝑑𝑥

ln 𝑥

1

0

= ∫
𝑥𝛼 − 1 + 1 − 𝑥𝛽

ln 𝑥
𝑑𝑥

1

0

= ∫
𝑥𝛼 − 1

ln 𝑥
𝑑𝑥

1

0

−∫
𝑥𝛽 − 1

ln 𝑥
𝑑𝑥 =

1

0

 

= ln(𝛼 + 1) − ln(𝛽 + 1) = ln
𝛼 + 1

𝛽 + 1
 

Poashtu, për 𝑥 = 𝑒−𝑡  ⇒   𝑑𝑥 = −𝑒−𝑡𝑑𝑡, fitohet integrali i Frullan-it: 

∫
𝑒−𝑡𝛼 − 1

𝑡
𝑒−𝑡𝑑𝑡

0

∞

= ∫
𝑒−(𝛼+1)𝑡 − 𝑒−𝑡

𝑡
𝑑𝑡

∞

0

= ln (𝛼 + 1) 

Teoremë 1.4 ([10]) Nëse funksioni 𝑓: 𝐸 → ℝ është i vazhdueshëm në bashkësinë 𝐸 

bashkë me derivatin e pjesshëm 
𝜕𝑓

𝜕𝛼
, kurse funksionet 𝜙: 𝐽 → ℝ,    𝜓: 𝐽 → ℝ të 

diferencueshme në 𝐽, si dhe 𝜙(𝐽) < 𝐼,    𝜓(𝐽) < 𝐼, atëherë funksioni 

𝜙(𝛼) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝛼)𝑑𝑥

𝜓(𝛼)

𝜙(𝛼)

, 𝛼 ∈ 𝐽 

është i diferncueshëm në 𝐽 dhe derivati i tij llogaritet me formulën: 

Φ(𝛼) = ∫
𝜕𝑓(𝑥, 𝛼)

𝜕𝛼

𝜓 (𝛼)

𝜙(𝛼)

𝑑𝑥 + 𝑓[𝜓(𝛼), 𝛼] ∙ 𝜓′(𝛼) − 𝑓(𝜙(𝛼), 𝛼)𝜙′(𝛼), 𝛼 ∈ 𝐽          (4) 

Shembull 1.5 Gjejmë Φ′(𝛼), nëse: 

Φ(𝛼) = ∫ 𝑒𝛼√1−𝑥
2
𝑑𝑥

cos𝛼

sin𝛼

 

Duke zbatuar rezultatin në teoremën e fundit marrim: 
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Φ′(𝛼) = ∫ √1 − 𝑥2

𝑐𝑜𝑠𝛼

𝑠𝑖𝑛𝛼

𝑒𝛼√1−𝑥
2
− sin𝛼 𝑒𝛼|sin𝛼| − cos 𝛼 𝑒𝛼|cos𝛼| 

𝑓(𝑥, 𝛼) = 𝑒𝛼√1−𝑥
2
 

𝜙(𝛼) = sin 𝛼 , 𝜓(𝛼) = cos 𝛼 , 𝜙′(𝛼) = cos 𝛼 , 𝜓′(𝛼) = −sin 𝛼  

1.4 Integrimi sipas parametrit  

Le të jenë 𝐼1 = [𝑎, 𝑏],   𝐼2 = [𝑐, 𝑑],   𝐸 = 𝐼1 × 𝐼2   dhe  𝑓: 𝐸 → ℝ funksioni i 

vazhdueshëm në drejtkëndëshin 𝐸 < ℝ2. Sipas teoremës 1.1 funksionet 

𝐹(𝛼) = ∫𝑓(𝑥, 𝛼)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

, 𝛼 ∈ 𝐼2, Φ(𝑥) = ∫𝑓(𝑥, 𝛼)𝑑𝛼

𝑑

𝑐

, 𝑥 ∈ 𝐼1 

janë të vazhdueshme. Prandaj  𝐹 ∈ 𝑅[𝑐, 𝑑],   Φ ∈ 𝑅[𝑎, 𝑏]. 

Marrim: 

𝐴 = ∫𝐹(𝛼)𝑑𝛼

𝑑

𝑐

= ∫ [∫𝑓(𝑥, 𝛼)𝑑𝛼

𝑏

𝑎

] 𝑑𝑥

𝑑

𝑐

 

𝐵 = ∫Φ(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= ∫[∫ 𝑓(𝑥, 𝛼)𝑑𝛼

𝑑

𝑐

] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

Integralet 𝐴 dhe 𝐵 quhen integrale të përsëritura. Zakonisht për shënimin e tyre nuk 

merren kllapat. Pra; 

𝐴 = ∫𝑑𝛼∫𝑓(𝑥, 𝛼)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑑

𝑐

,      𝐵 = ∫𝑑𝑥∫𝑓(𝑥, 𝛼)𝑑𝛼

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

Teorema 1.5 ([10]) Nëse funksioni 𝑓 është funksion i vazhdueshëm në drejtëkëndëshin 

𝐸, atëherë 𝐴 = 𝐵. 

Shembull 1.6 Llogarisim integralin 

𝐼 = ∫ sin (ln
1

𝑥
)
𝑥𝑏 − 𝑥𝑎

ln 𝑥
𝑑𝑥

1

0

, 𝑎 > 0, 𝑏 > 0 
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Nisemi nga integrali: 

∫sin (ln
1

𝑥
) 𝑥𝛼𝑑𝜆

𝑏

𝑎

= sin (ln
1

𝑥
)∫𝑥𝛼𝑑𝜆

𝑏

𝑎

= 

= sin (ln
1

𝑥
)
𝑥𝜆

ln 𝑥
|
𝑏
 
𝑎
= sin (ln

1

𝑥
)
𝑥𝑏 − 𝑥𝑎

ln 𝑥
 

prandaj: 

𝐼 = ∫sin ln (
1

𝑥
)
𝑥𝑏 − 𝑥𝑎

ln 𝑥 
𝑑𝑥

1

0

= ∫∫sin (ln
1

𝑥
) 𝑥 𝑑𝜆

𝑏

𝑎

𝑑𝑥

1

0

= 

= ∫∫sin (ln
1

𝑥
) 𝑥𝜆  𝑑𝑥

1

0

𝑑𝜆

𝑏

𝑎

 

Fillimisht, llogarisim integralin: 

𝐼1 = ∫sin (ln
1

𝑥
) 𝑥𝛼𝑑𝑥

1

0

 

Marrim: 

𝑢 = sin (ln
1

𝑥
)   ⇒   𝑑𝑢 = −

cos ln
1
𝑥

𝑥
𝑑𝑥 

𝑑𝑣 = 𝑥𝜆  𝑑𝑥, 𝑣 =
𝑥𝜆+1

𝜆 + 1
  ⇒ 

𝐼1 =
𝑥𝜆+1

𝜆 + 1
sin ln

1

𝑥
|
1
 
0
+

1

𝜆 + 1
∫𝑥𝜆+1

cos ln
1
𝑥 𝑑𝑥

𝑥
= 

= 0 +
1

𝜆 + 1
∫
𝑥𝜆+1 cos (ln

1
𝑥)𝑑𝑥

𝑥

1

0

=
1

𝜆 + 1
∫
𝑥𝜆+1 cos ln

1
𝑥 𝑑𝑥

𝑥

1

0

= 

=
𝑥𝜆+1

𝜆 + 1
sin ln

1

𝑥
|
1
 
0
= (

1

𝜆 + 1
sin ln 1 − lim

ℎ→0+

ℎ𝜆+1

𝜆 + 1
sin ln

1

ℎ
) = (0 − 0) = 0 
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Ky limit është zero si prodhim i një funksioni pambarimisht të vogël dhe një funksioni 

të kufizuar. Pra, 

𝐼1 =
1

𝜆 + 1
∫
𝑥𝜆+1 cos ln

1
𝑥 𝑑𝑥

𝑥

1

0

=
1

𝜆 + 1
∫𝑥𝜆 cos (ln

1

𝑥
) 𝑑𝑥

1

0

 

Përsëri zbatojmë metodën e integrimit me pjesë duke marrë: 

𝑢1 = cos ln
1

𝑥
       ⇒       𝑑𝑢1 =

sin ln
1
𝑥

𝑥
𝑑𝑥;      𝑑𝑣1 = 𝑥

𝜆𝑑𝑥, 𝑣 =
𝑥𝜆+1

𝜆 + 1
 

Do të fitojmë këtë: 

𝐼1 =
1

(𝜆 + 1)2
[𝑥𝜆+1cos (ln

1

𝑥
) |
1
 
0
− ∫𝑥𝜆+1

sin (ln
1
𝑥)

𝑥
 

1

0

] 𝑑𝑥 = 

=
1

(1 + 𝜆)2
[1 − ∫𝑥𝜆 sin (ln

1

𝑥
) 𝑑𝑥

1

0

] =
1

(𝜆 + 1)2
[1 − 𝐼1]   ⇒ 

(1 +
1

(𝜆 + 1)2
) 𝐼1 =

1

(𝜆 + 1)2
  ⇒   

(𝜆 + 1)2 + 1

(𝜆 + 1)2
𝐼1 =

1

(𝜆 + 1)2
  ⇒ 

𝐼1 =
1

1 + (𝜆 + 1)2
 

Kështu kemi: 

𝐼 = ∫ 𝐼1𝑑𝜆

𝑏

𝑎

= ∫
𝑑𝜆

(𝜆 + 1)2 + 1

𝑏

𝑎

= arctan (𝜆 + 1) |
𝑏
 
𝑎
= 

= arctan(𝑏 + 1) − arctan(𝑎 + 1) 

Shembull 1.7 Llogarisim integralin 

∫𝑑𝑥∫
𝜆2 − 𝑥2

(𝑥2 + 𝜆2)2
𝑑𝜆

1

0

1

0

 

Funksioni  

𝑓(𝑥, 𝜆) =
𝜆2 − 𝑥2

(𝑥2 + 𝜆2)2
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në zonën: 

𝐷 = {(𝑥, 𝜆): 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝜆 ≤ 1} 

ka këputje në pikën 𝑥 = 𝜆 = 0, prandaj nuk mund të ndërrohet renditja e integrmit. 

Sipas kësaj kemi: 

∫𝑑𝑥∫
𝜆2 − 𝑥2

(𝑥2 + 𝜆2)
2
𝑑𝜆

1

0

1

0

= ∫
−𝜆

𝑥2 + 𝜆2
|
1
 
0
𝑑𝑥

1

0

= −∫
𝑑𝑥

𝑥 + 1

1

0

= −
𝜋

4
 

∫𝑑𝜆∫
𝜆2 − 𝑥2

(𝜆2 + 𝑥2)
𝑑𝑥

1

0

1

0

= ∫
𝑥

𝑥2 + 𝜆2
|
1
 
0
𝑑𝜆

1

0

= ∫
𝑑𝜆

1 + 𝜆2

1

0

=
𝜋

4
;  (𝜆 > 0) 

pra me ndërrimin e rendit të integrimit fituam rezultate të ndryshme. 

Shembull 1.8 Llogarisim integralin 

∫
𝑥𝑑 − 𝑥𝑐

log 𝑥
𝑑𝑥

1

0

 

 Kemi: 

∫𝑥𝑦𝑑𝑦 =
𝑥𝑑 − 𝑥𝑐

log 𝑥

𝑑

𝑐

𝑑𝑥 = ∫(∫𝑥𝑦𝑑𝑦

𝑑

𝑐

)

1

0

𝑑𝑥 = ∫∫𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦

1

0

𝑑

𝑐

= 

= ∫
𝑥𝑦+1

𝑦 + 1
|
1

 

0

𝑑𝑦

𝑑

𝑐

= ∫
𝑑𝑦

𝑦 + 1

𝑑

𝑐

= ln[𝑦 + 1] |
𝑑
 
𝑐
= 

= ln(𝑑 + 1) − ln(𝑐 + 1) = ln |
𝑑 + 1

𝑐 + 1
| 

1.5  Integralet parametrike jo të veta 

Për dallim nga koncepti i integrimit të caktuar të funksionit 𝑓(𝑥) në segmentin 

[𝑎, 𝑏] ku supozohet që 𝑓(𝑥) në këtë interval të mos ketë pika këputjeje, në këtë paragraf 

do ta zgjerojmë këtë koncept duke marrë rastin kur intervali nuk është i fundëm dhe kur 

𝑓(𝑥) ka pika këputjeje të pafundme në [𝑎, 𝑏]. Në të dy rastet integrali quhet jo i vetë. 

Një nga aplikimet më të rëndësishme të kësaj ideje është në shpërndarjet e pobabilitetit. 
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Le të shqyrtojmë zonën plane të pafundme 𝑆 nën kurbën 
1

𝑥2
 mbi boshtin e 𝑥 −ve 

dhe të djathtë të drejtëzës 𝑥 = 1. Në këtë rast intuita mund të na mashtrojë me atë se 

meqë 𝑆 ka shtrirje të pafundme, syprina e saj do të jetë  e pafundme, le ta shohim pak 

më thellësisht: 

 

Figura 1. 1 Syprina e pjesës së kufizuar nga funksioni 𝑦 =
1

𝑥2
, 𝑥 > 0, në kufijtë 1 deri 𝑡 (𝑡-parametër 

që tenton në infinit) 

Sipërfaqja e pjesës së 𝑆 e cila ndodhet në të majtë të drejtëzës 𝑥 = 𝑡 do të jetë: 

𝐴(𝑡) = ∫
1

𝑥2
𝑑𝑥

𝑡

1

= −
1

𝑡
, 𝑡 > 1 

Vërejmë që 𝐴(𝑡) < 1, sado e madhe që të zgjedhet 𝑡. Gjithashtu shihet se, po të merret 

𝐴(𝑡) do të kemi:  

lim
𝑡→∞

𝐴(𝑡) = lim
𝑡→∞

(1 −
1

𝑡
) = 1 

Pra me rritjen e 𝑡-së pambarimisht, sipërfaqja e zonës së pafundme 𝑆 është 1 dhe 

shkruajmë: 

∫
1

𝑥2
𝑑𝑥

∞

1

= lim
𝑡→∞

∫
𝑑𝑥

𝑥2

𝑡

1

= 1 

 Duke marrë këtë shembull si udhërrëfyes do të përkufizjmë integraglin e 𝑓(𝑥) 

(jo domosdoshërisht funksion pozitiv) përgjatë një intervali të pafundëm si limit të 

integralëve të pafundme. 
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Përkufizim 1.2 ([37]) (i integralit jo të vetë të llojit të parë): 

 a) Nëse: 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

𝑎

 

ekziston për çdo numër 𝑡 ≥ 𝑎, atëherë; 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

𝑎

= lim
𝑡→∞

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

𝑎

 

duke nënkuptuar se ky limit ekziston, si një numër i fundëm. 

 b) Nëse: 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

−∞

 

ekziston për çdo numër 𝑡 ≤ 𝑏, atëherë: 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

−∞

= lim
𝑡→∞

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑡

 

duke nënkuptuar se ky limit ekziston si numër i fundëm. 

 Integralet jo të vetë  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

𝑎

 

dhe  

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

−∞

 

quhen konvergjentë kur limitet korrespoduese ekzistojnë, dhe divergjojnë nëse limitet 

nuk ekzistojnë. 

 c) Nëse të dy integralet:  
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∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

𝑎

 

dhe  

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

−∞

 

janë konvergjentë atëherë përcaktojmë: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞   

= ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

−∞

+∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

𝑎

, 𝑎 ∈ ℝ 

 Secili prej integraleve jo të vetë të dhënë në përkufizimin 1.2 mund të 

intepretohet si një sipërfaqe, duke e nënkuptuar 𝑓(𝑥) si një funksion pozitiv. 

Le të shqytojmë natyrën e integralit  

∫
𝑑𝑥

𝑥

∞

1

 

Në bazë të përkufizimit kemi 

∫
𝑑𝑥

𝑥

∞

1

= lim
𝑡→∞

∫
𝑑𝑥

𝑥

𝑡

1

= lim
𝑡→∞

ln 𝑥 |
∞
 
1
= lim
𝑡→∞

ln 𝑡 = ∞ 

d.m.th. limiti i tij nuk ekziston si numër rrjedhimisht ky integral është divergjent. 

 Le të krahasojmë këtë me integralin edhe në fillim. 

 

Figura 1. 2 Syprinat e pjesëve të kufizuar nga funksionet 𝑦 =
1

𝑥2
  dhe 𝑦 =

1

𝑥
,   𝑥 > 0, në kufijtë 1 deri ∞ 
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 Gjeometrikisht kjo do të thotë se, edhe pse kurbat 𝑦 =
1

𝑥
 dhe 𝑦 =

1

𝑥2
 duken aq të 

ngjajshme për 𝑥 > 0, zona plane nën grafikun 𝑦 =
1

𝑥2
 në të djathtë të 𝑥 = 1 ka sipërfaqe 

të fundme. Gjithashtu shihet se të dyjat, 
1

𝑥
 dhe 

1

𝑥2
 shkojnë në 0, kur 𝑥 → ∞, por 

1

𝑥2
 shkon 

më shpejtë në 0 sesa 
1

𝑥
, pra vlerat e 

1

𝑥
 nuk zvogëlohen aq shpejtë sa inegrali të ketë vlerë 

të fundme. 

Shembull 1.9 Llogarisim integralin 

∫
𝑑𝑥

(1 + 𝑥2)𝑛

∞

0

 

Zgjidhje Për 𝑛 = 1 kemi: 

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2

∞

0

= lim
𝑡→∞

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2

𝑡

0

= lim
𝑡→∞

arctan 𝑥 |
𝑡
 
0
= lim
𝑡→∞

arctan 𝑡 =
𝜋

2
 

Për 𝑛 > 1, marrim zëvendësimin 

𝑥 = tan 𝑡   ⇒   ∫
𝑑𝑥

(1 + 𝑥2)𝑛

∞

0

= ∫
𝑑𝑡

(1 + tan2 𝑡)𝑛 cos2 𝑡

𝜋/2

0

= 

= ∫
𝑑𝑡

sec2 𝑡 cos2 𝑡

𝜋/2

0

= ∫ cos2𝑛 𝑡 cos−2 𝑡 𝑑𝑡

𝜋/2

0

= ∫ cos2𝑛−2 𝑡 𝑑𝑡

𝜋/2

0

                (∗) 

Le të marrim: 

𝐼𝑛 = ∫cos
𝑛 𝑥 𝑑𝑥 

𝐼𝑛 = ∫cos
𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = ∫cos𝑛−1 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 = 

= |
𝑢 = cos𝑛−1 𝑥 , 𝑑𝑣 = cos 𝑥 𝑑𝑥

𝑑𝑢 = (𝑛 − 1) cos𝑛−2 𝑥 (−sin 𝑥), 𝑣 = sin 𝑥
| =    

= sin 𝑥 cosn−1 𝑥 + ∫(𝑛 − 1) cos𝑛−2𝑥 sin2 𝑥 𝑑𝑥 = 

= sin 𝑥 cosn−1 𝑥 + (𝑛 − 1)∫ cos𝑛−2𝑥(1 − cos2 𝑥)𝑑𝑥 = 
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= sin 𝑥 cosn−1 𝑥 + (𝑛 − 1)∫cos𝑛−2 𝑥 𝑑𝑥 − (𝑛 − 1)∫cos𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = 

= sin 𝑥 cosn−1 𝑥 + (𝑛 − 1)𝐼𝑛−2 − (𝑛 − 1)𝐼𝑛  

𝐼𝑛 = sin 𝑥 cos
n−1 𝑥 + (𝑛 − 1)𝐼𝑛−2 − (𝑛 − 1)𝐼𝑛 

⇒ 𝐼2𝑛−2 =
sin 𝑥 cos2n−3 𝑥

2𝑛 − 2
+
2𝑛 − 3

2𝑛 − 2
𝐼2𝑛−4 

∫ cos2𝑛−2 𝑥 𝑑𝑥

𝜋/2

0

= [
sin 𝑥 cos2n−3 𝑥

2𝑛 − 2
] |

𝜋

2 
0

+
2𝑛 − 3

2𝑛 − 2
∫ cos2𝑛−4 𝑥 𝑑𝑥

𝜋/2

0

= 

=
2𝑛 − 3

2𝑛 − 2
∙
2𝑛 − 5

2𝑛 − 4
∫ cos2𝑛−6 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

=
2𝑛 − 3

2𝑛 − 2
∙
2𝑛 − 5

2𝑛 − 4

(

 0 +
2𝑛 − 7

2𝑛 − 6
∫ cos2𝑛−8 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0
)

  

=
2𝑛 − 3

2𝑛 − 2
∙
2𝑛 − 5

2𝑛 − 4
∙
2𝑛 − 7

2𝑛 − 6
∙ … ∙

2𝑛 − (2𝑛 − 1)

2𝑛 − (2𝑛 − 4)
𝐼2                              (∗∗) 

𝜋

4
+
1

2
∫ cos 𝑢

𝑑𝑢

2

𝜋

0

=
𝜋

4
+
1

4
∫ cos 𝑢 𝑑𝑢

𝜋

0

=
𝜋

4
+
1

4
sin 𝑢 |

𝜋
 
0
=
𝜋

4
                   (∗∗∗) 

Duke zëvendësuar relacionin (∗∗∗) në (∗∗) marrim: 

𝐼2𝑛−2 =
2𝑛 − 3

2𝑛 − 2
∙
2𝑛 − 5

2𝑛 − 4
∙
2𝑛 − 7

2𝑛 − 6
∙ … ∙

1

4
∙
𝜋

4
= 

=
(2𝑛 − 3)(2𝑛 − 5)(2𝑛 − 7) ∙ … ∙ 1

(2𝑛 − 2)(2𝑛 − 4)(2𝑛 − 6) ∙ … ∙ 4 ∙ 2
∙
𝜋

2
=
(2𝑛 − 3)‼

(2𝑛 − 2)‼
∙
𝜋

2
 

pra: 

∫
𝑑𝑥

(1 + 𝑥2)𝑛

∞

0

=
(2𝑛 − 3)‼

(2𝑛 − 2)‼
∙
𝜋

2
, 𝑛 > 1 

d.m.th. është konvergjent dhe integrim jo i vetë i llojit të parë. 

Shembull 1.10 Llogarisim integralin 

∫𝑥𝑒𝑥
0

−∞

𝑑𝑥 



27 

 

 Nisemi nga integrali: 

∫𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥

0

−∞

= lim
𝑡→−∞

∫𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥

0

𝑡

= 

= |
𝑢 = 𝑥 𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥
𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 𝑣 = 𝑒𝑥

| = lim
𝑡→−∞

(𝑥𝑒𝑥 |
0
 
𝑡
− ∫𝑒𝑥𝑑𝑥

0

𝑡

) = 

= lim
𝑡→−∞

(0 − 𝑡𝑒𝑡 − 𝑒𝑥 |
0
 
𝑡
) = lim

𝑡→−∞
(−𝑡𝑒𝑡 − 1 + 𝑒𝑡) = 

= − lim
𝑡→−∞

𝑡𝑒𝑡 + 1 + lim
𝑡→−∞

𝑒𝑡 = − lim
𝑡→−∞

𝑡

𝑒−𝑡
+ 1 + 0 = 

= − lim
𝑡→−∞

(
1

−𝑒−𝑡
) − 1 = lim

𝑡→−∞
(𝑒𝑡) − 1 = 0 − 1 = −1 

Shembull 1.11 Llogarisim integralin 

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2

∞

−∞

 

Marrim në konsideratë pjesën (c) të përkufizimit dhe zgjedhim 𝑎 = 0 atëherë 

integrali do të merr formën: 

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2

∞

−∞

= ∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2

0

−∞

+∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2

+∞

0

= ∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2

0

−∞

= lim
𝑡→−∞

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2

0

𝑡

= 

= lim
𝑡→−∞

arctan 𝑥 |
0
 
𝑡
= lim
𝑡→−∞

(0 − arctan 𝑡) = −(−
𝜋

2
) =

𝜋

2
 

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2

+∞

0

= lim
𝑇→+∞

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2

𝑇

0

= lim
𝑇→+∞

arctan 𝑥 |
𝑇
 
0
=
𝜋

2
 

Meqë të dy integralet janë konvergjente atëherë edhe integrali i dhënë është 

konvergjentë dhe vlenë: 

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2

∞

−∞

=
𝜋

2
+
𝜋

2
= 𝜋 
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Meqë 
1

1+𝑥2
> 0 integrali jo i vetë mund të interpretohet si sipërfaqja e zonës së 

pakufizuar që ndodhet nën grafikun e 
1

1+𝑥2
 dhe mbi kushtin e 𝑥 −ve. Tani le të marrim 

një rast tjetër të integraleve jo të veta. Le të supozojmë se 𝑓(𝑥) është një funksion i 

vazhdueshëm pozitiv i përkufizuar në një interval të fundëm [𝑎, 𝑏), por ka asimptotë 

vertikale në 𝑏. Le të jetë 𝑆 zona e pakufizuar nën grafikun e 𝑓(𝑥) dhe mbi boshtin e 

𝑥 −ve ndërmjet 𝑎 dhe 𝑏. Për llojin e integraleve të lartëpërmendura (të llojit parë) zona 

plane shtrihet pafundësisht në një drejtim horizontal. Këtu zona është e pafundme në 

drejtimin vertikal. 

 

Figura 1. 3 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 ku 𝑓(𝑥) ka asimptotë vertikale te 𝑏 

Syprina e pjesës 𝑆 ndërmjet 𝑎 dhe 𝑡 është  

𝐴(𝑡) = ∫𝑓(𝑥)

𝑡

𝑎

𝑑𝑥 

Nëse ndodh që 𝐴(𝑡) të tentojë në një numri të fundëm 𝐴, kur 𝑡 → 𝑏− atëherë 

themi se sipërfaqja e zonës 𝑆 është 𝐴 dhe shkruajmë  

𝐴 = ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= lim
𝑡→𝑏−

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

𝑎

 

E përdorim këtë ekuacion për të përkufizuar integralet jo të mirëfilltë të llojit të 

dytë edhe kur 𝑓(𝑥) nuk është pozitiv, pavarësisht se çfarë tipi vazhdueshmërie ka 𝑓(𝑥) 

në 𝑏. 
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Përkufizim 1.3 ([37]) (i integralit jo të vetë të llojit dytë): 

a) Nëse 𝑓(𝑥) është i vazhdueshëm në [𝑎, 𝑏) dhe jo i vazhdueshëm në 𝑏, 

atëherë: 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= lim
𝑡→𝑏−

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

𝑎

 

Nëse ekziston limiti, si një numër i fundëm. 

b) Nëse 𝑓(𝑥) i vazhdueshëm në (𝑎, 𝑏] dhe jo i vazhdueshëm në 𝑎, atëherë  

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= lim
𝑡→𝑎+

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑡

 

nëse limiti ekziston, si një numër i fundëm. 

 

Figura 1. 4 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 ku 𝑓(𝑥) ka asimptotë vertikale te a 

Integrali jo i vetë është quajtur konvergjent nëse limiti i tij korrespondues ekziston 

dhe divergjent nëse limiti nuk ekziston. 

c) Nëse 𝑓(𝑥) nuk është i vazhdueshëm në 𝑐, ku 𝑎 < 𝑐 < 𝑏 dhe të dy 

integralet: 

∫𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎

𝑑𝑥 

dhe  
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∫𝑓(𝑥)

𝑏

𝑐

𝑑𝑥 

Janë kovergjentë, atëherë vlenë:  

∫𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = ∫𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎

𝑑𝑥 + ∫𝑓(𝑥)

𝑏

𝑐

𝑑𝑥 

 

Figura 1. 5 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 ku 𝑓(𝑥) ka asimptotë vertikale te 𝑐, 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] 

Shembull 1.12 Gjejmë  

∫
𝑑𝑥

(𝑏 − 𝑥)𝑝

𝑏

𝑎

 

Nisemi nga integrali: 

∫
𝑑𝑥

(𝑏 − 𝑥)𝑝

𝑏

𝑎

= lim
𝜀→0

∫ (𝑏 − 𝑥)−𝑝𝑥

𝑏−𝜀

𝑎

=
1

1 − 𝑝
lim
𝜀→0
[(𝑏 − 𝑥)−𝑝+1] |

𝑏 − 𝜀
 
𝑎

= 

=
1

1 − 𝑝
lim
𝜀→0

(
1

𝜀𝑝−1
−

1

(𝑏 − 𝑎)𝑝−1
) = {

1

(1 − 𝑝)(𝑏 − 𝑎)𝑝−1
,

∞,

         𝑝 < 1
         𝑝 > 1

 

Për 𝑝 = 1, integrali dhënë merr formën: 
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∫
𝑑𝑥

𝑏 − 𝑥

𝑏

𝑎

= lim
𝜀→0

∫
𝑑𝑥

𝑏 − 𝑥

𝑏

𝑎

= lim
𝜀→0

ln|𝑏 − 𝑥| |
𝑏 − 𝜀
 
𝑎

= 

= lim
𝜀→0
(ln 𝜀 − ln|𝑏 − 𝑎|) = −∞ 

Përfundimisht për 𝑝 ≥ 1 integrali i dhënë divergjon, kurse për 𝑝 < 1 

konvergjon. 

Shembull 1.13 Llogarisim integralin: 

∫
𝑑𝑥

𝑥√ln 𝑥
3

𝑒

1

𝑑𝑥 

Nisemi nga integrali: 

∫
𝑑𝑥

𝑥√ln 𝑥
3

𝑒

1

= lim
𝜀→0+

∫
𝑑𝑥

𝑥√ln 𝑥
3

𝑒

1+𝜀

= lim
𝜀→0+

∫
1

𝑢
1
3

𝑒

ln (1+𝜀)

𝑑𝑢 = lim
𝜀→0+

3

2
𝑢
2
3 |

1
 

ln(1 + 𝜀)
= 

= lim
𝜀→0+

(−
3

2
ln(1 + 𝜀) +

3

2
) 

Pra, integrali konvergjon.  

Shembull 1.14 Llogarisim integralin: 

∫
𝑑𝑥

𝑥 − 1

3

0

 

Vërejmë që drejtëza 𝑥 = 1 është asimptotë vertikale për funksionin nënintegral. 

Meqë gjendet ndërmjet 0 dhe 3, përdorim pjesën (c), me çka marrim: 

∫
𝑑𝑥

𝑥 − 1

3

0

= ∫
𝑑𝑥

𝑥 − 1

1

0

+∫
𝑑𝑥

𝑥 − 1

2

1

 

𝐼1 = ∫
𝑑𝑥

𝑥 − 1

1

0

= lim
𝑡→1−

∫
𝑑𝑥

𝑥 − 1

𝑡

0

= lim
𝑡→1−

ln|𝑥 − 1|𝑡 = lim
𝑡→1−

ln|𝑡 − 1| = 

= lim
𝑡→1−

ln|𝑡 − 1| = lim
ℎ→0

ln|1 − ℎ − 1| = lim
ℎ→0

ln ℎ = −∞ 
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Meqë njëri nga integralet është divergjent, atëherë edhe integrali i fillimit është 

divergjent.  

Vërejtje: Nëse nuk do ta përfillim asimptotën 𝑥 = 1 do ta kishim ngatërruar integralin 

me një të zakonshëm dhe do e zgjidhnim si vijon: 

∫
𝑑𝑥

𝑥 − 1

3

0

= ln|𝑥 − 1| = ln 2 − ln 1 = ln 2 

Gjë që është e gabuar sepse integrali është jo i mirëfilltë dhe duhej llogaritur në termat 

e limitit.  

Para se të vazhdojmë me kriteret për konvergjencën e këtyre llojeve të integraleve le të 

japim përkufizimin e konvergjencës uniforme. 

Përkufzim 1.4 ([10]) Integrali konvergjent në intervalin (𝑐, 𝑑) 

∫ 𝑓(𝑥, 𝛼)𝑑𝑥

+∞

𝑎

 

quhet uniformisht konvergjent në (𝑐, 𝑑), nëse ∃𝐴0 ≥ 𝑎, ashtu që ∀𝐴 ≥ 𝐴0 vlen: 

|∫ 𝑓(𝑥, 𝛼)𝑑𝑥

+∞

𝐴

| < 𝜀 

Përkufizim 1.5 ([10]) Thuhet se integrali 

∫ 𝑓(𝑥, 𝛼)

+∞

𝑎

𝑑𝑥 

konvergjon unifromisht në (𝑐, 𝑑) nëse: 

lim
𝐴→+∞

𝑠𝑢𝑝
𝛼 ∈ (𝑐, 𝑑) |∫ 𝑓(𝑥, 𝛼)𝑑𝑥

+∞

𝐴

| = 0 

p.sh.: 

Φ(𝑥) = ∫ 𝑥𝛼𝑦𝛼+𝛽+1𝑒−(1+𝑥)𝑦
+∞

0

𝑑𝑦, (𝛼, 𝛽 > 0) 
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konvergjon uniformisht në bashkësinë e vlerave jonegative të parametrit, pasi që; 

0 ≤ ∫ 𝑥𝛼𝑦𝛼+𝛽++1𝑒−(1+𝑥)𝑦
−∞

+∞

𝑑𝑦 = ∫ (𝑥𝑦)𝛼𝑒−𝑥𝑦
+∞

𝑏

𝑦𝛽+1𝑒−𝑦𝑑𝑦 ≤ 

≤ 𝑀𝛼∫ 𝑦𝛽+1𝑒−1 𝑑𝑦

+∞

𝑏

, ku  [𝑀𝛼 =
𝑚𝑎𝑥

0 ≤ 𝑢 ≤ +∞
𝑢𝛼𝑒−𝑢(𝑢 = 𝑥𝑦)] 

∫ 𝑦𝛽+1𝑒−1
+∞

𝑏

𝑑𝑦 = |
𝑢 = 𝑦𝛽+1, 𝑑𝑣 = 𝑒−𝑦 𝑑𝑦

𝑑𝑢 = (𝛽 + 1)𝑦𝛽 𝑑𝑦, 𝑣 = −𝑒−𝑦
| = 

= −𝑦𝛽+1𝑒−𝑦 |
+∞
 
𝑏
+ ∫ 𝑒−𝑦(𝛽 + 1)𝑦𝛽
+∞

𝑏

𝑑𝑦 =
𝑏𝛽+1

𝑒𝑏
+ (𝛽 + 1)∫ 𝑒−𝑦𝑦𝛽

+∞

𝑏

𝑑𝑦 = 

=
𝑏𝛽+1

𝑒𝛽
+ (𝛽 + 1) 

𝑏𝛽

𝑒𝑏
+ (𝛽 + 1)𝛽 = ∫ 𝑒−𝑦𝑦𝛽−1

+∞

𝑏

𝑑𝑦 = 

= [ lim
𝑏→∞

𝑏𝜙

𝑒𝑏
= 0,   𝜙 > 0] = ⋯ = 

= (𝛽 + 1)𝛽…2∫ 𝑒−𝑦𝑦

+∞

𝑏

𝑑𝑦 = (𝛽 + 1)! (−𝑦2𝑒−𝑦 |
+∞
 
𝑏
+ ∫ 𝑒−𝑦
+∞

𝑏

𝑑𝑦) = 

= (𝛽 + 1)! (
𝑏2

𝑒𝑏
− 𝑒−𝑦 |

+∞
 
𝑏
) = (𝛽 + 1)! (

𝑏2

𝑒𝑏
+
1

𝑒𝑏
) =

(𝛽 + 1)! (𝑏2 + 1)

𝑒𝑏
 

me rritjen e 𝑏 −së integrali i dhënë do të zvogëlohet sipas dëshirës rrjedhimisht kjo 

nënkupton se ai konvergjon uniformisht. Tani do të japim kritere për konvergjencën 

uniforme, me formë të teoremave të cilat do ti pranojmë pa vërtetim. 

Teoremë 1.6 ([10]) (Kirteri Koshi-ut për konvergjencën uniforme të integralit): 

Kusht i nevojshëm dhe i mjaftueshëm për konvergjencën uniforme të: 

∫ 𝑓(𝑥, 𝛼)

+∞

𝑎

𝑑𝑥 
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sipas parametrit 𝛼, në (𝑐, 𝑑) është që ∀𝜀 > 0, të ekzistojë 𝐴0 ≥ 𝑎 ashtu që 𝐴1 > 𝐴0 dhe 

𝐴2 > 𝐴0 dhe ∀𝛼 ∈ 𝐼2 të plotësohet jobarazimi  

| ∫ 𝑓(𝑥, 𝛼)

𝐴2

𝐴1

𝑑𝑥| < 𝜀 

Teoremë 1.7 ([10]) (Kriteri Vajershtras-it):  

Integrali  

∫ 𝑓(𝑥, 𝛼)

+∞

𝑎

𝑑𝑥 

konvergjon uniformisht në (𝑐, 𝑑) nëse ekziston numri 𝑥0 ≥ 𝑎 dhe funksioni  

𝜙: [𝑥0, +∞) → ℝ që për çdo 𝛼 ∈ (𝑐, 𝑑) vlenë jobarazimi  

|𝑓(𝑥, 𝛼)| ≤ |𝜙(𝑥)| 

si dhe 

∫ |𝜙(𝑥)|

+∞

𝑥0

𝑑𝑥 

konvergjon, p.sh.: 

∫
𝑥𝛼𝑑𝑥

√1 − 𝑥2

1

0

, (𝛼 ≥ 0) 

konvergjon uniformisht pasi që  

∫
𝑥𝛼𝑑𝑥

√1 − 𝑥2

1

0

≤ ∫
𝑑𝑥

√1 − 𝑥2

1

0

     

dhe  

∫
𝑑𝑥

√1 − 𝑥2

1

0

 

konvergjon. 
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Shembull 1.15 Shqyrtojmë konvergjencën e  

∫
cos 𝑎𝑥

1 + 𝑥2

+∞

0

𝑑𝑥, 𝛼 ∈ ℝ 

Është e  qartë që: 

|
cos 𝑎𝑥

1 + 𝑥2
| ≤

1

1 + 𝑥2
 

dhe  

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2

+∞

0

= arctan 𝑥 |
∞
 
0
=
𝜋

2
 

rrjedhimisht sipas kriterit të Vajershtras-it konvergjon uniformisht. 

Teoremë 1.8 ([21]) (Testi Abel-Dirihle): 

Supozojmë se funksionet 𝑓(𝑥, 𝛼) dhe 𝑔(𝑥, 𝛼) janë të integrueshme sipas 𝑥 −it,         

∀ 𝛼 ∈ (𝑐, 𝑑) në çdo interval të mbyllur [𝑎, 𝑏] ⊂ [𝑎, 𝜔). Kushti i mjaftueshëm për 

konvergjencën uniforme të integralit  

∫𝑓(𝑥, 𝛼)𝑔(𝑥, 𝛼)

𝑐

𝑎

𝑑𝑥 

në bashkësinë (𝑐, 𝑑) është të plotësohet njëri prej dy çifteve të kushteve: 

 𝛼1) Të ekzistojë një konstantë 𝑀 ∈ ℝ ashtu që:  

|∫ 𝑓(𝑥, 𝛼)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥| < 𝑀, ∀𝑏 ∈ [𝑎, 𝜔) 

dhe ∀ 𝛼 ∈ (𝑐, 𝑑) 

 𝛽1) ∀𝛼 ∈ (𝑐, 𝑑) funksioni 𝑔(𝑥, 𝛼) është monoton sipas 𝑥 −it në intervalin 

[𝑎, 𝜔) dhe  𝑔(𝑥, 𝛼) ⇉ 0 në (𝑐, 𝑑), kur 𝑥 → 𝜔, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝜔) . 

 𝛼2) Integrali  
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∫ 𝑓(𝑥, 𝛼)

𝜔

𝑎

𝑑𝑥 

konvergjon uniformisht në (𝑐, 𝑑) dhe  

 𝛽2) ∀𝛼 ∈ (𝑐, 𝑑) funksioni 𝑔(𝑥, 𝛼) është monton sipas 𝑥 në  [𝑎, 𝜔) dhe egziston 

𝑀 ∈ ℝ ashtu që: |𝑔(𝑥, 𝛼)| < 𝑀 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝜔) dhe ∀𝛼 ∈ (𝑐, 𝑑). 

Shembull 1.16 Shqyrtojmë konvergjencën e integralit: 

∫
sin 𝑥

𝑥
𝑒−𝑥𝛼

+∞

0

𝑑𝑥 

në bashkësinë ℝ+ ∪ {0} (e numrave real jonegativ) 

Zgjidhje: Për 𝛼 < 0 shohim që integrali divergjon duke u bazuar në kriterin e Koshi-

ut. Atëherë e shqyrtojmë për 𝛼 ≥ 0. Marrim 𝑓(𝑥, 𝛼) =
sin 𝑥

𝑥
  dhe  

𝑔(𝑥, 𝛼) = 𝑒−𝑥𝛼 ∫
sin 𝑥

𝑥

+∞  

0

𝑑𝑥 = ∫
sin 𝑥

𝑥

1

0

𝑑𝑥 + ∫
sin 𝑥

𝑥

+∞

1

𝑑𝑥 

Meqë lim
𝑥→0+

sin𝑥

𝑥
= 1 dhe funksioni 

sin 𝑥

𝑥
  është i vazhdueshëm në (0,1), rrjedhimisht 

integrali i dhënë ekziston. 

 Shqyrtojmë tani integralin: 

∫
sin 𝑥

𝑥

+∞

1

𝑑𝑥 = |
𝑢 =

1

𝑥
; 𝑑𝑣 = sin 𝑥 𝑑𝑥

𝑑𝑢 = −
𝑑𝑥

𝑥2
; 𝑣 = − cos 𝑥

| = 

=
1

𝑥
cos 𝑥 |

+∞
 
1
−∫

cos 𝑥

𝑥2
𝑑𝑥

+∞

1

= −(0 − cos 1) − ∫
cos 𝑥

𝑥2

+∞

1

𝑑𝑥 = cos 1 − 𝐼1 

ku 

𝐼1 = ∫
cos 𝑥

𝑥2

+∞

1

; 

pasi  
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|
cos 𝑥

𝑥2
| ≤

1

𝑥2
 

dhe  

∫
𝑑𝑥

𝑥2

+∞

1

 

konvergjon, rrjedhimisht: 

∫
sin 𝑥

𝑥

+∞

0

𝑑𝑥 

konvergjon.  

Funksioni 𝑔(𝑥, 𝛼) = 𝑒−𝑥𝛼 për 𝛼 ≥ 0 është funksion monoton dhe 
1

𝑒𝑥𝛼
≤ 1 

d.m.th. edhe i kufizuar ∀𝑥 ∈ [0,+∞) dhe ∀𝛼 ≥ 0, rrjedhimisht sipas testit Abel-Dirihle 

integrali fillestar konvergjon uniformisht. 
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II. TRANSFORMIMET E LAPLAS-IT 

2.1 Biografia dhe jeta e Laplas-it (Pierre-Simon, marquis de Laplace) 

 

Figura 2. 1 Pierre-Simon, marquis de Laplace (1749-1827) 

Laplas-i (Pierre-Simon, marquis de Laplace), (lindur më 23 mars 1749, Francë - vdiq 

më 5 mars 1827, Paris), matematikan, astronom dhe fizikan francez i cili ka lënë gjurmë 

të pashlyeshme në historinë e shkencës. 

Laplas-i llogariti me sukses të gjitha devijimet e vëzhguara të planetëve nga orbitat e 

tyre teorike duke zbatuar teorinë e gravitacionit të Isak Njutonit (Sir Isaac Newton) në 

sistemin diellor dhe ai zhvilloi një pamje konceptuale të ndryshimit evolucionar në 

strukturën e sistemit diellor. Ai gjithashtu demonstroi dobinë e probabilitetit për 

interpretimin e të dhënave shkencore. 

Laplas-i ishte djali i një fermeri fshatar. Dihet pak nga jeta e tij e hershme, përveç se ai 

shpejt tregoi aftësinë e tij matematikore në akademinë ushtarake në Beaumont. Në 1766 

Laplas-i hyri në Universitetin e Kanit (Caen), por ai u nis për në Paris vitin tjetër, me 

sa duket pa marrë një diplomë. Ai arriti me një letër rekomandimi për matematikanin 

Jean d’Alembert, i cili e ndihmoi të siguronte një profesor në École Militaire, ku dha 

mësim nga 1769 deri në 1776. 

Në 1773 ai filloi detyrat e tij kryesore të jetës - duke aplikuar gravitacionin njutonian 

në të gjithë sistemin diellor - duke marrë një problem veçanërisht të mundimshëm: ‘’pse 

orbita e Jupiterit dukej se zvogëlohej vazhdimisht ndërsa Saturni zgjerohej 

vazhdimisht’’. Ndërveprimet reciproke gravitacionale brenda sistemit diellor ishin aq 

komplekse saqë zgjidhja matematikore dukej e pamundur; në të vërtetë, Njutoni kishte 

arritur në përfundimin se ndërhyrja hyjnore kërkohej periodikisht për të ruajtur sistemin 

në ekuilibër. Laplas-i njoftoi pandryshueshmërinë e lëvizjeve mesatare planetare 

(shpejtësia mesatare këndore). Ky zbulim në 1773 qe hapi i parë dhe më i rëndësishëm 

në vendosjen e stabilitetit të sistemit diellor, ishte përparimi më i rëndësishëm në 
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astronominë fizike që nga Njutoni. Ajo fitoi anëtarësimin e tij të asociuar në Akademinë 

Franceze të Shkencave të njëjtin vit. 

Duke aplikuar metoda sasiore në një krahasim të sistemeve të gjalla dhe jo të gjalla, 

Laplas-i dhe kimisti Antoine-Laurent Lavoisier në 1780, me ndihmën e një kalorimetri 

akulli që ata kishin shpikur, treguan se frymëmarrja ishte një formë e djegies. Kthimi 

në hetimet e tij astronomike me një ekzaminim të të gjithë subjektit të trazirave 

planetare - efektet reciproke gravitacionale – Laplas-i në 1786 provoi se ekscentricitetet 

dhe prirjet e orbitave planetare ndaj njëri-tjetrit do të mbeten gjithmonë të vogla, 

konstante dhe vetë-korrigjuese. Efektet e shqetësimeve ishin konservatore dhe 

periodike, jo kumulative dhe përçarëse. 

Gjatë viteve 1784–85 Laplas-i punoi në temën e tërheqjes midis sferoidëve, në këtë 

punë funksioni potencial i fizikës së mëvonshme mund të njihet për herë të parë.   

Laplas-i eksploroi problemin e tërheqjes së çdo sferadi mbi një grimcë të vendosur 

jashtë ose mbi sipërfaqen e saj. Përmes zbulimit të tij se forca tërheqëse e një mase mbi 

një grimcë, pavarësisht nga drejtimi, mund të merret drejtpërdrejt duke diferencuar një 

funksion të vetëm, Laplas-i vuri bazën matematike për studimin shkencor të nxehtësisë, 

magnetizmit dhe elektricitetit. 

Laplas-i hoqi anomalinë e fundit të dukshme nga përshkrimi teorik i sistemit diellor në 

1787 me njoftimin se përshpejtimi hënor varet nga ekscentriciteti i orbitës së Tokës. 

Megjithëse lëvizja mesatare e Hënës rreth Tokës varet kryesisht nga tërheqja 

gravitacionale midis tyre, ajo pakësohet pak nga tërheqja e Diellit në Hënë. Ky veprim 

diellor varet, megjithatë, nga ndryshimet në çuditshmërinë e orbitës së Tokës që 

rezultojnë nga shqetësimet nga planetët e tjerë. Si rezultat, lëvizja mesatare e Hënës 

përshpejtohet për sa kohë që orbita e Tokës tenton të bëhet më rrethore; por, kur ndodh 

e kundërta, kjo lëvizje vonohet. Prandaj, pabarazia nuk është me të vërtetë akumuluese, 

përfundoi Laplas-i, por është e një periudhe që shkon në miliona vjet. Kërcënimi i fundit 

i paqëndrueshmërisë u zhduk kështu nga përshkrimi teorik i sistemit diellor. 

Në 1796 Laplas-i botoi ‘’Exhibition du système du monde’’ (Sistemi i Botës), një 

trajtim gjysmëpopullor i punës së tij në mekanikën qiellore dhe një model i prozës 

franceze. Libri përfshinte "hipotezën e tij mjegullore" - duke atribuar origjinën e 

sistemit diellor në ftohjen dhe kontraktimin e një mjegullnaje të gaztë - e cila ndikoi 

fuqimisht në mendimin e ardhshëm për origjinën planetare. ‘’Traité de mécanique 

céleste’’ e tij (Mekanika qiellore), që shfaqet në pesë vëllime midis 1798 dhe 1827, 

përmblodhi rezultatet e marra nga zhvillimi i tij matematikor dhe zbatimi i ligjit të 

gravitacionit. Ai ofroi një interpretim të plotë mekanik të sistemit diellor duke shpikur 

metoda për llogaritjen e lëvizjeve të planetëve dhe satelitëve të tyre dhe shqetësimet e 

tyre, përfshirë zgjidhjen e problemeve të baticës. Libri e bëri atë një njeri të famshëm. 

Në 1814 Laplas-i botoi një vepër popullore për lexuesin e përgjithshëm, ‘’Essai 

philosophique sur les probabilités’’ (Një ese filozofike mbi probabilitetin). Kjo punë 

ishte hyrja në botimin e dytë të tij gjithëpërfshirës dhe të rëndësishëm ‘’Théorie 

analytique des probabilités’’ (Teoria analitike e probabilitetit), botuar për herë të parë 

në 1812, në të cilën ai përshkroi shumë nga mjetet që ai shpiku për parashikimin 

matematikisht të probabiliteteve që ngjarje të veçanta do të ndodhin në natyrë. Ai e 

zbatoi teorinë e tij jo vetëm për problemet e zakonshme të fatit por edhe për hetimin e 
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shkaqeve të fenomeneve, statistikave jetësore dhe ngjarjeve të ardhshme, ndërsa theksoi 

rëndësinë e saj për fizikën dhe astronominë. Libri shquhet gjithashtu për përfshirjen e 

një rasti të veçantë të asaj që u bë e njohur si teorema e kufirit qendror. Laplas-i provoi 

se shpërndarja e gabimeve në mostrat e mëdha të të dhënave nga vëzhgimet 

astronomike mund të përafrohet nga një shpërndarje gausiane ose normale. 

Ndoshta sepse ai nuk mbante pikëpamje të forta politike dhe nuk ishte anëtar i 

aristokracisë, ai i shpëtoi burgimit dhe ekzekutimit gjatë revolucionit Francez.     

Laplas-i ishte president i bordit të gjatësisë (Board of Longitude), i ndihmuar në 

organizimin e sistemit metrik, ndihmoi në krijimin e shoqërisë shkencore të Arcueil dhe 

u krijua një markez. Ai shërbeu për gjashtë javë si ministër i brendshëm nën 

Napoleonin, i cili rikujtoi me famë se Laplas-i "mbarti shpirtin e infinitimalisht të vogël 

në administratë". 

2.2 Përkufizimi i transformimit të Laplas-it 

Transformimi i Laplas-it bën të mundur thjeshtimin e shumë problemeve më të 

“komplikuar” për zgjidhjen në probleme më të “thjeshta”. 

Le të jetë 𝑓(𝑡) një funksion real i variablës 𝑡 dhe 𝑝 një parametër real i pavarur nga 

𝑡. Integrali 

𝐹(𝑝) = 𝑓(𝑝) = ℒ{𝑓(𝑡)}(𝑝) = ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

                                (1) 

quhet integral i Laplas-it që varet nga parametri 𝑝. 

Le të shohim se për çfarë kushtesh integrali (1) ekziston. Që integrali (1) të ekzistojë, 

mjafton që vlera absolute e integralit (1) të konvergjoj. 

Pra, 

|∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

| ≤ ∫ 𝑒−𝑝𝑡
∞

0

|𝑓(𝑡)|𝑑𝑡                                          (2) 

      Le të supozojmë se funksioni 𝑓(𝑡) është funskion i vazhdueshëm ose pjesë-pjesë i 

vazhdueshëm. Në qoftë se ekzistojnë konstantet 𝛾 e 𝑀 ashtu që  

|𝑓(𝑡)| ≤ 𝑀𝑒𝛾𝑡,         𝑡 ≥ 0                                                         (3) 

Atëherë, integrali në anën e djathë në (2) ekziston për çdo 𝑝 > 𝛾. Vërtetë, 

∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

≤ ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑀𝑒𝛾𝑡𝑑𝑡

∞

0

= 𝑀∫ 𝑒−(𝑝+𝛾)𝑡𝑑𝑡

∞

0

=
𝑀

𝑝 − 𝛾
 

Funksioni 𝑓(𝑡), i cili e plotëson relacionin (3), themi se është funksion i rendit 

eksponencial 𝜸 kur 𝑡 → ∞. 

 Kushti (3) është i mjaftueshëm në zbatimet praktike dhe për shumicën e 

funksioneve gjendet thjesht se a janë apo jo funksione të rendit eksponencial. Kështu 
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për shembull, funksioni 𝑓(𝑡) = 𝑡2 është funksion i rendit eksponencial 3 sepse       

|𝑡2| < 1 ∙ 𝑒3𝑡 për çdo 𝑡 > 0; 

Funksioni 𝑓(𝑡) = 𝑐ℎ 𝑡 është funksion i rendit eksponencial 1 sepse |𝑐ℎ 𝑡| < 1 ∙ 𝑒1𝑡; 

Funksioni 𝑓(𝑡) = 𝑒𝑡
2
 nuk është funksion i rendit eksponencial sepse 𝑒𝑡

2
> 𝑀𝑒𝛾𝑡 për 

çdo 𝑡 > 𝑡0, ku 𝑡0 është një numër që varet nga 𝑀 dhe 𝛾. 

 Le të përkujtojmë se funksionin 𝑓 e quajmë pjesë-pjesë të vazhdueshëm në 

intervalin [𝛼, 𝛽] në qoftë se intervalin [𝛼, 𝛽] mund ta zbërthejmë në një numër të 

fundëm intervalesh në të cilët funksioni është i vazhdueshëm. Në figurën e mëposhtme 

kemi paraqitur gjeometrikisht një funksion pjesërisht të vazhdueshëm në intervalin 

[𝛼, 𝛽]. Pikat “∙” paraqesin vlerën e funksionit 𝑓 në pikat “kërcyese”. 

 

Figura 2.2 Funksioni pjesërisht i vazhdueshëm në intervalin [𝛼, 𝛽] 

Përkufizimi 2.1 ([16]) Le të jetë 𝑓(𝑡) një funksion i rendit eksponencial i vazhdueshëm 

ose pjesë-pjesë i vazhdueshëm i tillë që 

𝑓(𝑡) = 0  për  𝑡 < 0 

 Transformimin të Laplas-it të funksionit 𝑓(𝑡) e quajmë funksionin 𝐹(𝑝) i cili 

merret me anën e integralit të Laplas-it: 

𝐹(𝑝) = ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

 

Simbolikisht shënohet: 

ℒ{𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑝) = ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

                                       … (1) 

(lexohet: “transformimi i Laplas-it i funksionit 𝑓(𝑡)”). 

Në literatura të ndryshme shënohet edhe  me simbolet:  
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𝐹(𝑝) ⊂ 𝑓(𝑡) 

𝐹(𝑝) ≓ 𝑓(𝑡) 

𝐹(𝑝) •—∘ 𝑓(𝑡) 

etj. 

Funskionin 𝑓(𝑡) e quajmë origjinali ndërsa funksionin 𝐹(𝑝) përfytyra. 

Shembull 2.1 Gjejmë transformimet e Laplas-it për funksionet e mëposhtme  

a) 𝑓(𝑡) = 1 

b) 𝑓(𝑡) = 𝑡 

c) 𝑓(𝑡) = 𝑒−𝑎𝑡 

d) 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑛 

e) 𝑓(𝑡) = 𝑥2 

f) 𝑓(𝑡) = 𝑒2𝑥 

Marrim transformimin e Laplas-it nga funksionet e dhëna, dhe nga përkufizimi i tij 

kemi: 

a)  

  ℒ{𝑓(𝑡)} = ℒ{1} = ∫(𝑒−𝑝𝑡 ∙ 1) 𝑑𝑡

∞

0

= ||

𝑢 = −𝑝𝑡    /𝑑

𝑑𝑢 = 𝑑(−𝑝𝑡)

−
1

𝑝
𝑑𝑢 = 𝑑𝑡

|| = 

 

= ∫ 𝑒𝑢 ∙
1

−𝑝
𝑑𝑢

−∞

0

= −
1

𝑝
lim

𝐴⟶−∞
(𝑒𝐴 − 0) = −

1

𝑝
(0 − 1) =

1

𝑝
 

b)  

ℒ{𝑓(𝑡)} = ℒ{𝑡} = ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑡 𝑑𝑡

∞

0

= −
𝑡𝑒−𝑝𝑡

𝑝
|
∞
 
0
−
1

𝑝2
𝑒−𝑝𝑡|

∞
 
0
=
1

𝑝2
 

c)   

ℒ{𝑓(𝑡)} = ℒ{𝑒−𝑎𝑡} = ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑒−𝑎𝑡𝑑𝑡

∞

0

= ∫ 𝑒−(𝑝+𝑎)𝑡𝑑𝑡

∞

0

=
1

𝑝 − 𝑎
 

d)   

ℒ{𝑓(𝑡)} = ℒ{𝑡𝑛} = ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑡𝑛 𝑑𝑡

∞

0

= ⋯ =
𝑛!

𝑝𝑛 + 1
 

(e cila vërtetohet me anë të induksionit matematik) 

e)   

ℒ{𝑓(𝑡)} = ℒ{𝑥2} = ∫ 𝑒−𝑥𝑢𝑢2 𝑑𝑢

∞

0

= lim
𝑎⟶∞

∫𝑒−𝑥𝑢𝑢2 𝑑𝑢

𝑎

0

= 
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= lim
𝑎⟶∞

{(−
1

𝑥
𝑒−𝑥𝑢𝑢2)|

∞
 
0
+
2

𝑥
∫ 𝑒−𝑥𝑢𝑢 𝑑𝑢

𝑎

0

} = 

= lim
𝑎⟶∞

{−
1

𝑥
𝑒−𝑥𝑎𝑎2 +

2

𝑥
∫ 𝑒−𝑥𝑢𝑢 𝑑𝑢

𝑎

0

} = 

=
2

𝑥
∙ lim
𝑎⟶∞

{ (−
1

𝑥
𝑢𝑒−𝑥𝑢)|

∞
 
0
+
1

𝑥
∫𝑒−𝑥𝑢 𝑑𝑢

𝑎

0

} 

=
2

𝑥2
∙ lim
𝑎⟶∞

{
1

𝑥
(𝑒−𝑥𝑎 − 1)} = 0 +

2

𝑥3
=
2

𝑥3
 

f)   

ℒ{𝑓(𝑡)} = ℒ{𝑒2𝑥} = ∫ 𝑒−𝑥𝑢𝑒2𝑢 𝑑𝑢

∞

0

= ∫ 𝑒(2−𝑥)𝑢 𝑑𝑢

∞

0

= 

= lim
𝑎⟶∞

∫𝑒(2−𝑥)𝑢 𝑑𝑢

𝑎

0

= lim
𝑎⟶∞

𝑒(2−𝑥)𝑢

2 − 𝑥
|
𝑎
 
0
= lim
𝑎⟶∞

𝑒(2−𝑥)𝑎

2 − 𝑥
= 

{
1

𝑥 − 2
      𝑛ë𝑠𝑒 𝑥 > 2

   ∞           𝑛ë𝑠𝑒 𝑥 < 2

 

edhe për 𝑥 = 2,  

∫ 𝑒−2𝑢𝑒2𝑢 𝑑𝑢

∞

0

= ∫  𝑑𝑢

∞

0

= ∞ 

Pra,  

ℒ{𝑒2𝑥} =
1

𝑥 − 2
      𝑝ë𝑟  𝑥 > 2 

 

 

2.3 Tabela e transformimeve të Laplas-it 

Matematikanët kanë përpiluar tabela në të cilat mund të gjejmë transformimet e Laplas-

it të një numri të madh funksionesh. Më poshtë po e paraqesim një tabelë të shkurt të 

trasnformimeve të disa funskioneve elementare. 
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Tabela 2. 1 Trasnformimet e Laplas-it të disa funskioneve elementare 

 𝒇(𝒕) 𝓛{𝒇(𝒕)} = 𝑭(𝒑) 
 

1 1 1

𝑝
 

2 𝑡 1

𝑝2
 

3 𝑡2 2!

𝑝3
 

4 𝑡𝑛 𝑛!

𝑝𝑛+1
,     𝑛 = 0,1,2, … 

5 𝑒𝑎𝑡 1

𝑝 − 𝑎
,    𝑝 > 𝑎 

6 cos𝜔𝑡 𝑝

𝑝2 + 𝜔2
 

7 sin𝜔𝑡 𝜔

𝑝2 + 𝜔2
 

8 𝑐ℎ 𝑎𝑡 𝑝

𝑝2 − 𝑎2
 

9 𝑠ℎ 𝑎𝑡 𝑎

𝑝2 − 𝑎2
 

10 𝑒𝑎𝑡 cos 𝑏𝑡 𝑝 − 𝑎

(𝑝 − 𝑎)2 + 𝑎2
 

11 𝑒𝑎𝑡 sin 𝑏𝑡 𝑏

(𝑝 − 𝑎)2 + 𝑏2
 

12 ln 𝑡 
−
𝛾 + ln 𝑝

𝑝
,       𝛾 = 0,57721… 

13 … … 

 

 

2.4 Vetitë themelore të transformimeve të Laplas-it 

Supozojmë se funksioni 𝑓(𝑡) është funksion i rendit eksponencial, d.m.th. se integrali 

i Laplas-it  

∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

 

konvergjon. 

Teoremë 2.1 Në qoftë se ℒ{𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑝) dhe 𝐴 një konstantë, atëherë: 

ℒ{𝐴𝑓(𝑡)} = 𝐴ℒ{𝑓(𝑡)}                                                     (1) 

 

 



45 

 

Vërtetim:  

ℒ{𝐴𝑓(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝐴𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

= 𝐴∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

= 𝐴ℒ{𝑓(𝑡)} 

Shembull 2.1 Gjejmë transformimin e Laplas-it për funksionin e dhënë 

𝑓(𝑡) = 𝑠ℎ 𝑎𝑡 𝑐ℎ 𝑎𝑡, 𝑘𝑢 𝑎 −konstantë 

 Kemi: 

𝑓(𝑡) = 𝑠ℎ 𝑎𝑡 𝑐ℎ 𝑎𝑡 =
𝑒𝑎𝑡 − 𝑒−𝑎𝑡

2
∙
𝑒𝑎𝑡 + 𝑒−𝑎𝑡

2
=
1

4
(𝑒2𝑎𝑡 − 𝑒−2𝑎𝑡) 

ℒ{𝑠ℎ 𝑎𝑡 𝑐ℎ 𝑎𝑡} =
1

4
 ℒ{𝑒2𝑎𝑡} −

1

4
 ℒ{𝑒−2𝑎𝑡} =

1

4
∙

1

𝑝 − 2𝑎
−
1

4
∙

1

𝑝 + 2𝑎
=

𝑎2

𝑝2 + 4𝑎2
 

Teoremë 2.2 Në qoftë se 𝐴 dhe 𝐵 janë konstante të çfarëdoshme, 𝑓(𝑡) dhe 𝑔(𝑡) 
funksione dhe ℒ{𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑝), ℒ{𝑔(𝑡)} = 𝐺(𝑝), atëherë: 

ℒ{𝐴𝑓(𝑡) + 𝐵𝑔(𝑡)} = 𝐴ℒ{𝑓(𝑡)} + 𝐵ℒ{𝑔(𝑡)}                               (2) 

Vërtetim: 

ℒ{𝐴𝑓(𝑡) + 𝐵𝑔(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑝𝑡[𝐴𝑓(𝑡) + 𝐵𝑔(𝑡)]𝑑𝑡

∞

0

= 

= 𝐴∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

+ 𝐵∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

= 𝐴ℒ{𝑓(𝑡)} + 𝐵ℒ{𝑔(𝑡)} 

Formula (2) mund të përgjithësohet për një numër të fundëm funksionesh. 

Nga shembulli 2.1 nën 𝑐) vërejtëm se ℒ{𝑒−𝑎𝑡} =
1

𝑝−𝑎
.  Këtë rezultat dhe teoremën 2.2 

e shfrytëzojmë për të gjetur transformimet (6) dhe (7) nga tabela e transformimeve. 

Në qoftë se në formulën e fundit zëvendësojmë 𝑎 me 𝑖𝜔 do të kemi: 

ℒ{𝑒𝑖𝜔𝑡} =
1

𝑝 − 𝑖𝜔
=
𝑝 + 𝑖𝜔

𝑝2 + 𝜔2
 

ose 

ℒ{cos𝜔𝑡 + 𝑖 sin𝜔𝑡} =
𝑝 + 𝑖𝜔

𝑝2 + 𝜔2
 

ℒ{cos𝜔𝑡} + 𝑖 ℒ{sin𝜔𝑡} =
𝑝

𝑝2 +𝜔2
+ 𝑖

𝜔

𝑝2 + 𝜔2
 

prej ku duke krahasuar pjesët reale dhe imagjinare, gjejmë 

ℒ{cos𝜔𝑡} =
𝑝

𝑝2 + 𝜔2
, ℒ{sin𝜔𝑡} =

𝜔

𝑝2 + 𝜔2
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Shembull 2.3 Gjejmë transformimin e Laplas-it për funksionin e dhënë  

𝑓(𝑡) = 4𝑒5𝑡 + 6𝑡3 − 3 sin 4𝑡 + 2 cos 2𝑡 

 Sipas vetisë së linearitetit kemi: 

ℒ{𝑓(𝑡)} = ℒ{4𝑒5𝑡 + 6𝑡3 − 3 sin 4𝑡 + 2 cos 2𝑡} = 

= 4ℒ{𝑒5𝑡} + 6ℒ{𝑡3} − 3ℒ{sin 4𝑡} + 2ℒ{cos 2𝑡} = 

= 4(
1

𝑝 − 5
) + 6 (

3!

𝑝4
) − 3 (

4

𝑝2 + 16
) + 2 (

𝑝

𝑝2 + 4
) = 

=
4

𝑝 − 5
+
36

𝑝4
−

12

𝑝2 + 16
+

2𝑝

𝑝2 + 4
 

për çdo 𝑝 > 5 

Teoremë 2.3 Në qoftë se ℒ{𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑝), atëherë  

ℒ{𝑓′(𝑡)} = 𝑝𝐹(𝑝) − 𝑓(0) = 𝑝ℒ{𝑓(𝑡)} − 𝑓(0)                            (3) 

Vërtetim:  

ℒ{𝑓′(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓′(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

= 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)|
∞
 
0
+ 𝑝∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

 

ose  

ℒ{𝑓′(𝑡)} = 𝑝𝐹(𝑝) − 𝑓(0) 

Në mënyrë analoge gjejmë: 

ℒ{𝑓′′(𝑡)} = 𝑝ℒ{𝑓′(𝑡)} − 𝑓′(0) = 𝑝2𝐹(𝑝) − 𝑝𝑓(0) − 𝑓′(0); 

ℒ{𝑓′′′(𝑡)} = 𝑝ℒ{𝑓′′(𝑡)} − 𝑓′′(0) = 𝑝3𝐹(𝑝) − 𝑝2𝑓(0) − 𝑝𝑓′(0) − 𝑓′′(0) 

Me anë të induksionit matematik vërtetohet në rastin e përgjithshëm               

ℒ{𝑓(𝑛)(𝑡)} = 

= 𝑝𝑛𝐹(𝑝) − 𝑝𝑛−1𝑓(0) − 𝑝𝑛−2𝑓(0) − 𝑝𝑛−3𝑓′′(0) − ⋯− 𝑝𝑓(𝑛−2)(0) − 𝑓(𝑛−1)(0) 

Shembull 2.4 Gjejmë transformimin e Laplas-it për funskionin 𝑓(𝑡) = sin2 𝑡 

kemi  𝑓′(𝑡) = sin 2𝑡, zbatojmë formulën (3) dhe do të kemi: 

ℒ{𝑓′(𝑡)} = ℒ{sin 2𝑡} = 𝑝ℒ{sin2 𝑡} − 0 

ose  

2

𝑝2 + 4
= 𝑝ℒ{sin2 𝑡} 

prej nga 
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ℒ{sin2 𝑡} =
2

𝑝(𝑝2 + 4)
 

 

Shembull 2.5 Tregojmë relacionin 

ℒ{sin 𝑎𝑡} =
𝑎

𝑝2 + 𝑎2
 

Le të marim 𝑓(𝑡) = sin 𝑎𝑡, atëherë do të kemi: 

𝑓′(𝑡) = 𝑎 cos 𝑎𝑡 , 𝑓′′(𝑡) = −𝑎2 sin 𝑎𝑡 

𝑓(0) = 0, 𝑓′(0) = 𝑎 

pra nga rezultati kemi: 

ℒ{𝑓′′(𝑡)} = 𝑝2ℒ{𝑓(𝑡)} − 𝑝𝑓(0) − 𝑓′(0) 

atëherë kemi: 

ℒ{−𝑎2 sin 𝑎𝑡} = 𝑝2ℒ{sin 𝑎𝑡} − 𝑝(0) − 𝑎 

pra  

−𝑎2 ℒ{sin 𝑎𝑡} = 𝑝2ℒ{sin 𝑎𝑡} − 𝑎 

ose  

 ℒ{sin 𝑎𝑡} =
𝑎

𝑝2 + 𝑎2
 

Teoremë 2.4 Në qoftë se ℒ{𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑝) ,atëherë 

ℒ {∫𝑓(𝑢)

𝑡

0

𝑑𝑢} =
𝐹(𝑝)

𝑝
                                             (5) 

Vërtetim: Le të jetë  

𝜑(𝑡) = ∫𝑓(𝑢)

𝑡

0

𝑑𝑢 

Atëherë 𝜑(0) = 0 dhe 𝜑′(𝑡) = 𝑓(𝑡). Prej ku fitohet: 

ℒ{𝜑′(𝑡)} = 𝑝ℒ{𝜑(𝑡)} − 𝜑(0) 

ose 

ℒ{𝑓(𝑡)} = 𝑝ℒ {∫𝑓(𝑢)

𝑡

0

𝑑𝑢} 

d.m.th. 
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ℒ {∫𝑓(𝑢)

𝑡

0

𝑑𝑢} =
𝐹(𝑝)

𝑝
 

Në mënyrë analoge vërtetohet se 

ℒ {∫ ∫ …∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢…𝑑𝑣

𝑡𝑛

0

𝑡2

0

𝑡1

0

} =
𝐹(𝑝)

𝑝𝑛
 

Shembull 2.6 Tregojmë që  

ℒ{sin 2𝑡} =
2

𝑝2 + 4
= 𝐹(𝑝) 

Duke u nisur nga: 

ℒ{sin 2𝑡} =
2

𝑝2 + 4
 

kemi: 

ℒ {∫sin 2𝑢

𝑡

0

𝑑𝑢} =
2

𝑝(𝑝2 + 4)
 

siç mund të vërtetohet drejtpërdrejt. 

Teoremë 2.5 Në qoftë se ℒ{𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑝), atëherë  

ℒ{𝑓(𝑘𝑡)} =
1

𝑘
𝐹 (
𝑝

𝑘
)                                                      (8) 

 

Vërtetim: 

ℒ{𝑓(𝑘𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑘𝑡)𝑑𝑡

∞

0

 

Zëvendësojmë 𝑘𝑡 = 𝑢, dhe kemi: 

ℒ{𝑓(𝑘𝑡)} =
1

𝑘
∫ 𝑒−

𝑝
𝑘𝑓(𝑢)𝑑𝑢

∞

0

=
1

𝑘
𝐹 (
𝑝

𝑘
) 

Shembull 2.7 Me anë të rezultatit të marrë ℒ{𝑐ℎ 𝑡} =
𝑝

𝑝2−1
. Gjejmë ℒ{𝑐ℎ 𝑎𝑡} 

Sipas teoremës 2.5 kemi:  

ℒ{𝑐ℎ 𝑎𝑡} =
1

𝑎
∙

𝑝
𝑎

𝑝2

𝑎2
− 1

=
𝑝

𝑝2 − 𝑎2
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Shembull 2.8 Në qoftë se ℒ {
sin 𝑡

𝑡
} = arctan (

1

𝑝
). Gjejmë ℒ {

sin𝑎𝑡

𝑡
} 

Sipas teoremës 2.5 kemi: 

ℒ {
sin 𝑎𝑡

𝑎𝑡
} =

1

𝑎
ℒ {
sin 𝑎𝑡

𝑡
} =

1

𝑎
arctan(

1
𝑝
𝑎

) =
1

𝑎
arctan (

𝑎

𝑝
) 

Teoremë 2.6 Në qoftë se ℒ{𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑝), atëherë 

ℒ{𝑒𝑎𝑡𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑝 − 𝑎) 

Vërtetim: 

ℒ{𝑒𝑎𝑡𝑓(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑒𝑎𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

= ∫ 𝑒−(𝑝−𝑎)𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

= 𝐹(𝑝 − 𝑎) 

Shembull 2.9 Në qoftë se ℒ{sin 4𝑡} =
4

𝑝2+16
. Gjejmë ℒ{𝑒−2𝑡 sin 4𝑡} 

Sipas teoremës 2.6 kemi: 

ℒ{𝑒−2𝑡 sin 4𝑡} =
4

(𝑝 + 2)2 + 16
=

4

𝑝2 + 4𝑝 + 20
 

 

Shembull 2.10 Në qoftë se ℒ{ch 5𝑡} =
𝑝

𝑝2−25
. Gjejmë ℒ{𝑒4𝑡 ch 5𝑡} 

Sipas teoremës 2.6 kemi: 

ℒ{𝑒4𝑡 ch 5𝑡} =
𝑝 − 4

(𝑝 − 4)2 − 25
=

𝑝 − 4

𝑝2 − 8𝑝 − 9
 

 

Metodë tjetër për zgjidhjen e shembullit 2.10 

ℒ{𝑒4𝑡 ch 5𝑡} = ℒ {𝑒4𝑡 (
𝑒5𝑡 + 𝑒−5𝑡

2
)} =

1

2
 ℒ{𝑒9𝑡 + 𝑒−𝑡} = 

=
1

2
{
1

𝑝 − 9
+

1

𝑝 + 1
} = ⋯ =

𝑝 − 4

𝑝2 − 8𝑝 − 9
 

Teoremë 2.7 Në qoftë se ℒ{𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑝) dhe 

𝑔(𝑡) = {
𝑓(𝑡 − 𝑎)      kur  𝑡 > 𝑎
       0             kur 𝑡 < 𝑎

 

atëherë   ℒ{𝑔(𝑡)} = 𝑒−𝑎𝑝𝐹(𝑝) 
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Figura 2. 3 Funksioni 𝑔(𝑡) 

Vërtetim: Sipas përkufizimit kemi 

𝑒−𝑎𝑝𝐹(𝑝) = 𝑒−𝑎𝑝∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑢)𝑑𝑢

∞

0

= ∫ 𝑒−𝑝(𝑎+𝑡)𝑓(𝑢)𝑑𝑢

∞

0

 

Në qoftë se bëjmë zëvendësimin 𝑎 + 𝑢 = 𝑡 do të marrim 

𝑒−𝑎𝑝𝐹(𝑝) = ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡

∞

0

= ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

= ℒ{𝑔(𝑡)} 

Shembull 2.11 Gjejmë ℒ{𝑓(𝑡)} për  

𝑓(𝑡) = {
cos (𝑡 −

2𝜋

3
 ) ,      kur  𝑡 >

2𝜋

3

             0,                 kur 𝑡 <
2𝜋

3

 

 Kemi: 

ℒ{𝑓(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑝𝑡(0)𝑑𝑡

2𝜋
3

0

+ ∫ 𝑒−𝑝𝑡 cos (𝑡 −
2𝜋

3
)𝑑𝑡

∞

2𝜋
3

= 

= ∫ 𝑒−𝑝(𝑢+
2𝜋
3
) cos 𝑢 𝑑𝑢

∞

0

= 𝑒−
2𝜋𝑝
3 ∫ 𝑒−𝑝𝑢 cos 𝑢 𝑑𝑢

∞

0

=
𝑝𝑒−

2𝜋𝑝
3

𝑝2 + 1
 

Metodë tjetër për zgjidhjen e shembullit 2.11 

Pasi që ℒ{cos 𝑡} =
𝑝

𝑝2+1
, prej vërtetimit të teoremës paraprake, me 𝑎 =

2𝜋

3
 kështu që 
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ℒ{𝑓(𝑡)} =
𝑝𝑒−

2𝜋𝑝
3

𝑝2 + 1
 

Shembull 2.12 Gjejmë transformimin e Laplas-it për funksionin  

𝑔(𝑡) = {
(𝑡 − 1)3,     kur  𝑡 > 1
      0,            kur  𝑡 < 1

 

 

Figura 2. 4 Grafiku i funksionit g(t) 

Le të marrim funksionin 𝑓(𝑡) = 𝑡3. Atëherë ℒ{𝑓(𝑡)} = ℒ{𝑡3} =
6

𝑝4
. Sipas 

teoremës së mësipërme do të kemi:  

ℒ{𝑔(𝑡)} = 𝑒−1∙𝑝 ∙
6

𝑝4
=
6𝑒−𝑝

𝑝4
 

 

Figura 2. 5 Grafiku i ℒ{𝑔(𝑡)}  

Teoremë 2.8 Në qoftë se ℒ{𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑝), atëherë  

ℒ{𝑡𝑛𝑓(𝑡)} = (−1)𝑛𝐹(𝑛)(𝑝)                                               (10) 

Vërtetim: Teorema mund të vërtetohet me anë të induksionit matematik 
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Teorema vlen për 𝑛 = 1 

Me të vërtetë, nga 

𝐹(𝑝) = ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

 

rrjedh 

𝐹′(𝑝) = −∫ 𝑒−𝑝𝑡[𝑡𝑓(𝑡)]𝑑𝑡

∞

0

 

ose  

ℒ{𝑡𝑓(𝑡)} = −𝐹′(𝑝) 

Le të supozojmë se teorema vlen për 𝑛 = 𝑘: 

ℒ{𝑡𝑘𝑓(𝑡)} = (−1)𝑘𝐹(𝑘)(𝑝) 

apo 

∫ 𝑒−𝑝𝑡[𝑡𝑘𝑓(𝑡)]𝑑𝑡

∞

0

= (−1)𝑘𝐹(𝑘)(𝑝) 

atëherë 

𝑑

𝑑𝑝
∫ 𝑒−𝑝𝑡[𝑡𝑘𝑓(𝑡)]𝑑𝑡

∞

0

= (−1)𝑘𝐹(𝑘+1)(𝑝) 

ku sipas rregullës së Lajbnic-it fitohet:  

∫ 𝑒−𝑝𝑡[𝑡𝑘+1𝑓(𝑡)]𝑑𝑡

∞

0

= (−1)𝑘+1𝐹(𝑘+1)(𝑝) 

d.m.th.  

ℒ{𝑡𝑘+1𝑓(𝑡)} = (−1)𝑘+1𝐹(𝑘+1)(𝑝) 

Pra teorema vlenë për çdo 𝑝. 

Shembull 2.13 Gjejmë ℒ{𝑡𝑒𝑘𝑡} 

Duke u nisur nga ℒ{𝑒𝑘𝑡} =
1

𝑝−𝑘
, dhe nga teorema e mësipërme kemi: 

ℒ{𝑡𝑒𝑘𝑡} = − (
1

𝑝 − 𝑘
)
′

=
1

(𝑝 − 𝑘)2
 

Teoremë 2.9 Në qoftë se ℒ{𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑝), atëherë  
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ℒ {
𝑓(𝑡)

𝑡
} = ∫ 𝐹(𝑢)𝑑𝑢

∞

𝑝

 

me kushte që lim
𝑡→0

𝑓(𝑡)

𝑡
 të ekzistojë 

Vërtetim:  

∫ 𝐹(𝑢)𝑑𝑢

∞

𝑝

= ∫ [∫ 𝑒−𝑢𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

] 𝑑𝑢

∞

𝑝

 

Funksioni nën integral i plotëson konditat e teoremës së integrimit nën shenjën e 

integralit. Rrjedhimisht, 

∫ [∫ 𝑒−𝑢𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

] 𝑑𝑢

∞

𝑝

= ∫ [∫ 𝑒−𝑢𝑡𝑑𝑢

∞

𝑝

] 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

= 

= ∫ [−
𝑒−𝑢𝑡

𝑡
]|

∞
 
𝑝
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =

∞

0

∫ 𝑒−𝑝𝑡
𝑓(𝑡)

𝑡
 𝑑𝑡 =

∞

0

ℒ {
𝑓(𝑡)

𝑡
} 

pra  

ℒ {
𝑓(𝑡)

𝑡
} = ∫ 𝐹(𝑢)𝑑𝑢

∞

𝑝

 

Shembull 2.14 Gjejmë ℒ {
𝑠ℎ 𝑡

𝑡
 } 

Në fillim duhet të tregojmë që limiti ekziston 

lim
𝑥→0

𝑠ℎ 𝑡

𝑡
= lim

𝑡→0

𝑒𝑡 − 𝑒−𝑡

2𝑡
= lim

𝑡→0

(𝑒𝑡 − 𝑒−𝑡)′

(2𝑡)′
= lim

𝑡→0

𝑒𝑡 + 𝑒−𝑡

2
= 1 

ℒ{𝑠ℎ 𝑡 } =
1

𝑝2 − 1
= 𝐹(𝑝) 

prandaj, 

ℒ {
𝑓(𝑡)

𝑡
} = ∫ 𝐹(𝑢)𝑑𝑢

∞

𝑝

= ∫
𝑑𝑢

𝑢2 − 1

∞

𝑝

=
1

2
lim
𝑠→∞

∫
𝑑𝑢

𝑢2 − 1

𝑠

𝑝

=
1

2
lim
𝑠→∞

ln
𝑢 − 1

𝑢 + 1
|

𝑠
 
𝑝
= 

1

2
lim
𝑠→∞

(ln
𝑠 − 1

𝑠 + 1
− ln

𝑝 − 1

𝑝 + 1
) =

1

2
[ln lim

𝑠→∞

𝑠 − 1

𝑠 + 1
− ln

𝑝 − 1

𝑝 + 1
] =

1

2
[ln 1 − ln

𝑝 − 1

𝑝 + 1
] = 

 

= −
1

2
ln
𝑝 − 1

𝑝 + 1
= −

1

2
ln (

𝑝 + 1

𝑝 − 1
)
−1

=
1

2
ln
𝑝 + 1

𝑝 − 1
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Teoremë 2.10 Le të jetë 𝑓(𝑡) një funksion periodik me periodë 𝑇 > 0; 

𝑓(𝑡 + 𝑇). Atëherë: 

ℒ{𝑓(𝑡)} =
∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑇

0

1 − 𝑒−𝑝𝑇
                                                   (12) 

Vërtetim: Për arsye se funksioni 𝑓 është periodik (fig më poshtë) kemi: 

 

Figura 2. 6 Funksioni periodic 𝑓(𝑡) me period 𝑇 > 0 

ℒ{𝑓(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

= 

= ∫𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

+∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

2𝑇

𝑇

+⋯+ ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑛+1)𝑇

𝑛𝑇

+⋯ = 

=∑ ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑛+1)𝑇

𝑛𝑇

∞

0

 

Bëjmë zëvendësimin 𝑢 = 𝑡 − 𝑛𝑇, d.m.th. 𝑡 = 𝑢 + 𝑛𝑇 dhe fitohet: 

𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑢 + 𝑛𝑇) = 𝑓(𝑢) sepse 𝑇 është perioda e funksionit 𝑓. Rrjedhimisht: 

ℒ{𝑓(𝑡)} =∑∫𝑒−𝑝(𝑢+𝑛𝑇)𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑇

0

∞

0

= [∑𝑒−𝑝𝑛𝑇
∞

0

]∫ 𝑒−𝑝𝑢(𝑢)𝑑𝑢

𝑇

0

= 

=
1

1 − 𝑒−𝑝𝑇
∫𝑒−𝑝𝑢𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑇

0

 

pra  

ℒ{𝑓(𝑡)} =
∫ 𝑒−𝑝𝑢𝑓(𝑢)𝑑𝑢
𝑇

0

1 − 𝑒−𝑝𝑇
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Shembull 2.15 Gjejmë ℒ{𝑓(𝑡)}, ku 

𝑓(𝑡) = {
  𝑡       𝑘𝑢  0 < 𝑡 < 𝜋
𝑡 − 𝜋   𝑘𝑢  𝜋 < 𝑡 < 2𝜋

 

Në bazë të teoremës 2.10 kemi: 

ℒ{𝑓(𝑡)} =
1

1 − 𝑒−2𝑝𝜋
[−(

𝑡𝑒−𝑝𝑡

𝑝
+
1

𝑝2
𝑒−𝑝𝑡)|

𝜋
 
0
− (
𝑡 − 𝜋

𝑝
𝑒−𝑝𝑡 +

1

𝑝2
𝑒−𝑝𝑡)|

2𝜋
 
𝜋
] = 

=
1

1 − 𝑒−2𝑝𝜋
[−
𝜋𝑒−𝑝𝜋

𝑝
−
𝑒−𝑝𝜋

𝑝2
+
1

𝑝2
−
𝜋𝑒−𝑝𝜋

𝑝
−
𝑒−2𝑝𝜋

𝑝2
+
𝑒−𝑝𝜋

𝑝2
] = 

=
1

1 − 𝑒−2𝑝𝜋
[−
2𝜋𝑒−𝑝𝜋

𝑝
+
1

𝑝2
(1 − 𝑒−2𝑝𝜋)] = −

2𝜋𝑒−𝑝𝜋

𝑝(1 − 𝑒−𝑝𝜋)
+
1

𝑝2
 

Teoremë 2.11 (Sjellja e funksionit 𝐹(𝑝) kur 𝑝 → ∞) 

Në qoftë se ℒ{𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑝), atëherë: 

lim
𝑝→∞

𝐹(𝑝) = 0, 𝑝 ∈ ℝ+ 

Vërtetim: Sipas supozimit funksioni 𝑓(𝑡) është i rendit eksponencial. Rrjedhimisht 

|𝑓(𝑡)| ≤ 𝑀𝑒𝛾𝑡. Prandaj, 

|𝐹(𝑝)| = |∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

| ≤ ∫|𝑒−𝑝𝑡||𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

𝑇

0

≤ 𝑀∫ 𝑏𝑒−(𝑝+𝛾)𝑡𝑑𝑡

∞

0

=
𝑀

𝑝 − 𝑎
 

Prej këtu, kur 𝑝 → ∞, 𝐹(𝑝) → 0. 

Tani do të formulojmë dhe vërtetojmë një teoremë shumë të dobishme e cila na bënë të 

mundur të eliminohen zgjidhjet të cilat nuk kanë kurrfarë domethënie fizike. 

Teoremë 2.12 Në qoftë se ℒ{𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑝), atëherë: 

lim
𝑝→∞

𝑝𝐹(𝑝) = lim
𝑡→0
𝑓(𝑡) 

Vërtetim: Me të vërtetë, në intervalin e shqyrtuar, funksionin 𝑓 mund ta paraqesim me 

serinë e Makloren-it: 

𝑓(𝑡) = 𝑓(0) +
1

1!
𝑓′(0) +

𝑡2

2!
𝑓′′(0) + ⋯+

𝑡𝑛

𝑛!
𝑓(𝑛)(0) + ⋯                  (1) 

por  

ℒ {
𝑡𝑛

𝑛!
} =

1

𝑝𝑛+1
 

prandaj, 

𝐹(𝑡) =
𝑓(0)

𝑝
+
𝑓′(0)

𝑝2
+
𝑓′′(0)

𝑝3
+⋯+

𝑓(𝑛)(0)

𝑝𝑛+1
+⋯ 
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ose 

  

𝑝𝐹(𝑡) = 𝑓(0) +
𝑓′(0)

𝑝
+
𝑓′′(0)

𝑝2
+⋯+

𝑓(𝑛)(0)

𝑝𝑛
+⋯                       (2) 

Në bazë të relacionit (1) rrjedh lim
𝑡→0
𝑓(𝑡) = 𝑓(0) ndërsa nga (2) përfundojmë. 

lim
𝑝→∞

𝐹(𝑝) dhe lim
𝑝→∞

𝑝𝐹(𝑝) = lim
𝑡→∞

𝑓(𝑡) 

atëherë: 

lim
𝑝→0
𝑝𝐹(𝑝) = lim

𝑡→∞
𝑓(𝑡) 

Shembull 2.16 Le të jetë dhënë 𝑓(𝑡) = 3𝑒−2𝑡. Vërtetojmë se 

lim
𝑝→∞

𝑝ℒ{𝑓(𝑡)} = lim
𝑡→0
𝑓(𝑡) 

Nga teorema 2.12 dhe nga ℒ{3𝑒−2𝑡} =
3

𝑝+2
 kemi: 

lim
𝑡→∞

3𝑒−2𝑡 = lim
𝑝→0

3𝑝

𝑝 + 2
 

Pra 0 = 0 që tregon se vlenë teorema 2.12 

2.5 Transformimet inverse të Laplas-it 

Le të jetë 𝐹(𝑝) transformimi i Laplas-it i funksionit 𝑓(𝑡) d.m.th. ℒ{𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑝). 

Atëherë, 𝑓(𝑡) quhet transformimi invers i Laplas-it i funksionit 𝐹(𝑝). Simbolikisht 

shënohet: 

ℒ−1{𝐹(𝑝)} = 𝑓(𝑡)                                                       (1) 

Për shembull  

a) ℒ{1} = 𝑝, prandaj ℒ−1{𝑝} = 1 

b) ℒ{𝑒𝑎𝑡} =
1

𝑝−𝑎
, prandaj ℒ−1 {

1

𝑝−𝑎
} = 𝑒𝑎𝑡 

c) ℒ{sin 2𝑡} =
2

𝑝2+4
, prandaj ℒ−1 {

2

𝑝2+4
} = sin 2𝑡 

 

2.6 Tabela e transformimeve inverse të Laplas-it 

Transformimet inverse të Laplas-it paraqiten shumë shpesh, prandaj edhe për to 

janë përpiluar tabelat nga të cilat leht dhe shpejt e gjejmë funksionin e kërkuar. Këtu 

poshtë po e paraqesim tabelën e transformimeve inverse të disa funksioneve që i 

përgjigjet tabelës nga mësimi 2.2 
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Tabela 2. 2 Trasnformimet inverse të Laplas-it të disa funskioneve elementare 

 𝑭(𝒑) 𝓛−𝟏{𝑭(𝒑)} = 𝒇(𝒕) 
 

1 1

𝑝
 

1 

2 1

𝑝2
 

𝑡 

3 1

𝑝3
 

𝑡2

2!
 

4 1

𝑝𝑛+1
,    𝑛 = 0,1,2, … 

𝑡𝑛

𝑛!
,    𝑛 = 0,1,2, … 

5 1

𝑝 − 𝑎
,     𝑝 > 𝑎 

𝑒𝑎𝑡 

6 𝑝

𝑝2 +𝜔2
 cos𝜔𝑡 

7 𝜔

𝑝2 +𝜔2
 sin𝜔𝑡 

8 𝑝

𝑝2 − 𝑎2
 𝑐ℎ 𝑎𝑡 

9 𝑎

𝑝2 − 𝑎2
 𝑠ℎ 𝑎𝑡 

10 𝑝 − 𝑎

(𝑝 − 𝑎)2 + 𝑎2
 𝑒𝑎𝑡 cos 𝑏𝑡 

11 𝑏

(𝑝 − 𝑎)2 + 𝑏2
 

𝑒𝑎𝑡 sin 𝑏𝑡 

12 
−
𝛾 + ln 𝑝

𝑝
,       𝛾 = 0,57721… 

ln 𝑡 

13 … … 

 

2.7 Vetitë themelore të transformimeve inverse të Laplas-it 

Supozojmë se funksioni 𝑓(𝑡) është funksion pjesërisht i vazdhueshëm në çdo 

interval të funndëm i rendit eksponencial. Vetitë e transformimeve inverse të Laplas-it 

nxirren leht në bazë të përkufizimit të transformimit invers dhe vetive të 

transformimeve të Laplas-it të cilat i shqyrtuam te vetitë themelore të transformimeve 

të Laplas-it. 

Teoremë 2.13  Në qoftë se 𝐴 dhe 𝐵 janë konstanta të çfarëdoshme dhe 𝐹(𝑝) e 𝐺(𝑝) 

transformimet e Laplas-it respektivisht të funksioneve 𝑓(𝑡) e 𝑔(𝑡) atëherë: 

ℒ−1{𝐴𝐹(𝑝) + 𝐵𝐺(𝑝)} = 𝐴ℒ−1{𝐹(𝑝)} + 𝐵ℒ−1{𝐺(𝑝)}                    (1) 

Vërtetim: Nga teorema 2.2 kemi: 

ℒ  {𝐴𝐹(𝑝) + 𝐵𝐺(𝑝)} = 𝐴ℒ  {𝐹(𝑝)} + 𝐵ℒ  {𝐺(𝑝)} 

Prej ku, në bazë të përkufizimit kemi: 
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ℒ−1{𝐴𝐹(𝑝) + 𝐵𝐺(𝑝)} = 𝐴𝑓(𝑡) + 𝐵𝑔(𝑡) = 𝐴ℒ−1{𝐹(𝑝)} + 𝐵ℒ−1{𝐺(𝑝)} 

Teorema mund të përgjithësohet për një numër të fundëm funksionesh. 

Shembull 2.17 Gjejmë 

ℒ−1 {
1

𝑝
+

4

𝑝 − 3
−

2

𝑝 + 6
} 

 Kemi: 

ℒ−1 {
1

𝑝
+

4

𝑝 − 3
−

2

𝑝 + 6
} = ℒ−1 {

1

𝑝
} + 4ℒ−1 {

1

𝑝 − 3
} − 2ℒ−1 {

1

𝑝 + 6
} = 

= 1 + 4𝑒3𝑡 − 2𝑒−6𝑡 

Shembull 2.18 Të gjendet 

ℒ−1 {
1

𝑝5
+

2

𝑝2 + 3
+

3

𝑝2 − 9
+

1

𝑝2 − 11
} 

Zgjidhje:  

ℒ−1 {
1

𝑝5
+

2

𝑝2 + 3
+

3

𝑝2 − 9
+

1

𝑝2 − 11
} = 

= ℒ−1 {
1

𝑝5
} + 2ℒ−1 {

1

𝑝2 + 3
} + 3ℒ−1 {

3

𝑝2 − 9
} + ℒ−1 {

1

𝑝2 − 11
} = 

=
𝑡4

4!
+
2

√3
ℒ−1 {

√3

𝑝2 + 3
} + 3 𝑐ℎ 3𝑡 +

1

√11
ℒ−1 {

√11

𝑝2 − 11
} = 

=
𝑡4

4!
+
2

√3
sin 3𝑡 + 3 𝑐ℎ 3𝑡 +

1

√11
𝑠ℎ √11𝑡 

Teormë 2.14  Në qoftë se  

 ℒ−1{𝐹(𝑛)(𝑝)} = (−1)𝑛𝑡𝑛𝑓(𝑡), 𝑛 = 1,2,3, …                                 (2) 

Vërtetim: Sipas teoremës 2.8 kemi:   

ℒ{𝑡𝑛𝑓(𝑡)} = (−1)𝑛𝐹(𝑛)(𝑝) 

prej nga rrjedh 

ℒ−1{𝐹(𝑛)(𝑝)} = (−1)𝑛𝑡𝑛𝑓(𝑡) 

Shembull 2.19 Duke zbatuar formulën për transformimin inverse të derivatit, gjejmë:  

ℒ−1 {
𝑝2 −𝜔2

(𝑝2 + 𝜔2)2
} 

Zgjidhje:  Nga fakti se ℒ−1 {
𝑝

𝑝2+𝜔2
} = cos𝜔𝑡 dhe 
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(
𝑝

𝑝2 + 𝜔2
)
′

=
𝑝2 + 𝜔2 − 2𝑝2

(𝑝2 + 𝜔2)2
= −

𝑝2 − 𝜔2

(𝑝2 + 𝜔2)2
 

rrjedh  

ℒ−1 {
𝑝2 − 𝜔2

(𝑝2 + 𝜔2)2
} = −ℒ−1 {(

𝑝

𝑝2 + 𝜔2
)
′

} = −(−1)𝑡1 ∙ cos𝜔𝑡 

pra 

ℒ−1 {
𝑝2 − 𝜔2

(𝑝2 + 𝜔2)2
} = 𝑡 cos𝜔𝑡 

Shembull 2.20 Vërtetojmë që  

𝑎)    ℒ−1 {
1

(𝑝2 + 𝜔2)2
} =

1

2𝜔2
(sin𝜔𝑡 + 𝜔𝑡 cos𝜔𝑡) 

𝑏)    ℒ−1 {
𝑝2

(𝑝2 + 𝜔2)2
} =

1

2𝜔
(sin𝜔𝑡 + 𝜔𝑡 cos𝜔𝑡) 

𝑐)    ℒ−1 {
𝑝

(𝑝2 + 𝜔2)2
} =

1

2𝜔
𝑡 sin𝜔𝑡 

 Kemi: 

a)  Nga shembulli 2.19 kemi: 

ℒ−1 {
𝑝2−𝜔2

(𝑝2+𝜔2)2
} = 𝑡 cos𝜔𝑡, ndërkaq ℒ−1 {

1

𝑝2+𝜔2
} =

1

𝜔
sin𝜔𝑡 

duke zbatuar teoremën 2.13, mund të shkruajmë: 

ℒ−1 {
1

𝑝2 + 𝜔2
−

𝑝2 − 𝜔2

(𝑝2 + 𝜔2)2
} = ℒ−1 {

1

𝑝2 + 𝜔2
} − ℒ−1 {

𝑝2 − 𝜔2

(𝑝2 +𝜔2)2
} = 

=
1

𝜔
sin𝜔𝑡 − 𝑡 cos𝜔𝑡 

ose 

ℒ−1 {
2𝜔2

(𝑝2 + 𝜔2)2
} =

1

𝜔
(sin𝜔𝑡 − 𝜔𝑡 cos𝜔𝑡) 

2𝜔2ℒ−1 {
1

(𝑝2 + 𝜔2)2
} =

1

𝜔
(sin𝜔𝑡 − 𝜔𝑡 cos𝜔𝑡) 

nga rrjedh formula e detyrës nën a) 

ℒ−1 {
1

(𝑝2 + 𝜔2)2
} =

1

2𝜔2
(sin𝜔𝑡 + 𝜔𝑡 cos𝜔𝑡) 

 

b) Nga ana tjetër 
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ℒ−1 {
1

𝑝2 + 𝜔2
+

𝑝2 + 𝜔2

(𝑝2 + 𝜔2)2
} =

1

𝜔
sin𝜔𝑡 + 𝑡 cos 𝑡 

ose 

ℒ−1 {
2𝑝2

(𝑝2 + 𝜔2)2
} =

1

𝜔
(sin𝜔𝑡 + 𝜔𝑡 cos𝜔𝑡) 

 

2ℒ−1 {
𝑝2

(𝑝2 + 𝜔2)2
} =

1

𝜔
(sin𝜔𝑡 + 𝜔𝑡 cos𝜔𝑡) 

Prej nga rrjedh formula e detyrës nën b) 

ℒ−1 {
𝑝2

(𝑝2 + 𝜔2)2
} =

1

2𝜔
(sin𝜔𝑡 + 𝜔𝑡 cos𝜔𝑡) 

c) Për të gjetur formulën e detyrës nën c) le të nisemi nga: 

ℒ−1 {
𝜔

𝑝2+𝜔2
} = sin 𝑡 dhe 𝐹′(𝑝) = (

𝜔

𝑝2+𝜔2
)
′

= −
2𝜔𝑝

(𝑝2+𝜔2)2
 

Zbatojmë teoremën 2.14 dhe kemi: ℒ−1{𝐹′(𝑝)} = (−1)𝑡𝑓(𝑡) dhe do të marrim, 

ℒ−1 {
2𝜔𝑝

(𝑝2 + 𝜔2)2
} = −𝑡 sin𝜔𝑡 

prej nga 

ℒ−1 {
𝑝

(𝑝2 + 𝜔2)2
} =

1

2𝜔
𝑡 sin𝜔𝑡 

Formulat 𝑎), 𝑏) dhe 𝑐) kanë zbatime të shpeshta në praktikë. 

Teoremë 2.15 ([16]) Në qoftë se ℒ−1{𝐹(𝑝)} = 𝑓(𝑡), atëherë: 

ℒ−1 {∫ 𝐹(𝑢)𝑑𝑢

∞

𝑝

} =
𝑓(𝑡)

𝑡
                                                (3) 

Vërtetim: Vërtetimi rrjedh nga përkufizimi i transformimit invers dhe teoremës 2.9 

Shembull 2.21 Tregojmë që: 

ℒ−1 {∫ (
1

𝑢
−

1

𝑢 + 1
)𝑑𝑢

∞

𝑝

} =
1 − 𝑒−𝑡

𝑡
 

 Kemi: 

ℒ−1 {
1

𝑝(𝑝 + 1)
} = ℒ−1 {

1

𝑝
−

1

𝑝 + 1
} = 1 − 𝑒−𝑡 

prej ku fitohet: 
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ℒ−1 {∫ (
1

𝑢
−

1

𝑢 + 1
)𝑑𝑢

∞

𝑝

} = ℒ−1 {ln (1 +
1

𝑝
)} =

1 − 𝑒−𝑡

𝑡
 

Teoremë 2.16 Në qoftë se ℒ−1{𝐹(𝑝)} = 𝑓(𝑡), atëherë: 

ℒ−1{𝐹(𝑘𝑝)} =
1

𝑘
𝑓 (
𝑡

𝑘
)                                                   (4) 

Vërtetim: Nga  

ℒ {𝑓 (
𝑡

𝑘
)} = ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓 (

𝑡

𝑘
) 𝑑𝑡

∞

0

= ∫ 𝑒−𝑝𝑘𝑢𝑓(𝑢)𝑘 𝑑𝑢

∞

0

= 𝑘𝐹(𝑝𝑘) 

gjejmë 

ℒ−1{𝐹(𝑘𝑝)} =
1

𝑘
𝑓 (
𝑡

𝑘
) 

Shembull 2.22 Tregojmë që: 

ℒ−1 {
2𝑝

(2𝑝)2 + 16
} =

1

2
cos 2𝑡 

 Kemi: 

ℒ−1 {
𝑝

𝑝2 + 16
} = ℒ−1 {

𝑝

𝑝2 + 42
} = cos 4𝑡 

prej këtu kemi: 

ℒ−1 {
𝑝

𝑝2 + 16
} =

1

2
cos

4𝑡

2
=
1

2
cos 2𝑡 

Teoremë 2.17 Në qoftë se ℒ−1{𝐹(𝑝)} = 𝑓(𝑡), atëherë: 

ℒ−1{𝐹(𝑝 − 𝑎)} = 𝑒𝑎𝑡𝑓(𝑡)                                               (5) 

Vërtetim: Sipas teoremës 2.6 kemi ℒ{𝑒𝑎𝑡𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑝 − 𝑎). Atëherë relacioni (5) 
rrjedh nga përkufizimi i transformimit invers. 

Shembull 2.23 Tregojmë që:  

ℒ−1 {
1

𝑝2 − 2𝑝 + 5
} =

1

2
𝑒𝑡 sin 2𝑡 

 Kemi:  

ℒ−1 {
1

𝑝2 + 4
} =

1

2
sin 2𝑡 

prej këtu kemi: 

ℒ−1 {
1

𝑝2 − 2𝑝 + 5
} = ℒ−1 {

1

(𝑝2 − 2𝑝 + 1) + 4
} = ℒ−1 {

1

(𝑝 − 1)2 + 4
} =

1

2
𝑒𝑡 sin 2𝑡 
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Shembull 2.24 Gjemë 

ℒ−1 {
𝑝 − 𝑎

(𝑝 − 𝑎)2 + 𝜔2
} 

Zbatojmë teoremën 2.17 dhe do të kemi:  

ℒ−1 {
𝑝 − 𝑎

(𝑝 − 𝑎)2 + 𝜔2
} = 𝑒𝑎𝑡ℒ−1 {

𝑝

𝑝2 + 𝜔2
} = 𝑒𝑎𝑡 cos 𝑎𝑡 

 

Shembull 2.25 Gjejmë 

ℒ−1 {
2𝑝 + 1

𝑝2 + 4𝑝 + 13
} 

 Kemi:  

ℒ−1 {
2𝑝 + 1

𝑝2 + 4𝑝 + 13
} = ℒ−1 {

2𝑝 + 1

(𝑝2 + 4𝑝 + 4) + 9
} = ℒ−1 {

2𝑝 + 1

(𝑝 + 2)2 + 9
} = 

= ℒ−1 {
(2𝑝 + 4) − 3

(𝑝 + 2)2 + 9
} = ℒ−1 {

2(𝑝 + 2) − 3

(𝑝 + 2)2 + 9
} = 

= 2ℒ−1 {
𝑝 + 2

(𝑝 + 2)2 + 9
} − ℒ−1 {

3

(𝑝 + 2)2 + 9
} = 

= 2𝑒−2𝑡 cos 3𝑡 − 𝑒−2𝑡 sin 3𝑡 

Teoremë 2.18 ([16]) Në qoftë se ℒ−1{𝐹(𝑝)} = 𝑓(𝑡), atëherë: 

ℒ−1{𝑒−𝑎𝑝𝐹(𝑝)} = {
𝑓(𝑡 − 𝑎),    për  𝑡 > 𝑎
        0,           për  𝑡 < 𝑎

 

Shembull 2.26 Gjejmë 

ℒ−1 {
𝑒−

𝜋𝑝
3

𝑝2 + 1
} 

 Kemi: 

  

ℒ−1 {
1

𝑝2 + 1
} = sin 𝑡 

dhe prej teoremës 2.18 kemi: 

ℒ−1 {
𝑒−

𝜋𝑝
3

𝑝2 + 1
} = {

sin (𝑡 −
𝜋

3
)    𝑝ë𝑟  𝑡 >

𝜋

3

         0             𝑝ë𝑟  𝑡 <
𝜋

3

 

Teoremë 2.19 Në qoftë se ℒ−1{𝐹(𝑝)} = 𝑓(𝑡) dhe 𝑓(0) = 0 atëherë: 



63 

 

ℒ−1{𝑝𝐹(𝑝)} = 𝑓′(𝑡) 

Vërtetim:  

ℒ  {𝑓′(𝑡)} = 𝑝𝐹(𝑝) − 𝑓(0) = 𝑝𝐹(𝑝) 

prej nga rrjedh teorema. 

Shembull 2.27 Duke përdorur teoremën 2.19  gjejmë 

ℒ−1 {
𝑝

𝑝2 + 1
} 

Nga ℒ−1 {
1

𝑝2+1
} = sin 𝑡 dhe 𝑓(0) = sin 0 = 0 

kemi: 

𝑝ℒ−1 {
1

𝑝2 + 1
} = ℒ−1 {

𝑝

𝑝2 + 1
} =

𝑑

𝑑𝑡
(sin 𝑡) = cos 𝑡 

-Përgjithësimi i ℒ−1{𝑝𝑛𝑡(𝑝)}, 𝑛 = 2,3,4, …  është i mundshëm 

Teoremë 2.20 Në qoftë se ℒ−1{𝐹(𝑝)} = 𝑓(𝑡), atëherë: 

ℒ−1 {
𝐹(𝑝)

𝑝
} = ∫𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑡

0

 

Vërtetim: Nga teorema 2.4 kemi: 

ℒ  {∫𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑡

0

} =
𝐹(𝑝)

𝑝
 

ku 𝐹(𝑝) = ℒ{𝑓(𝑡)} prej nga rrjedh teorema. 

Shembull 2.28 Gjejmë 

ℒ−1 {
1

𝑝(𝑝2 + 4)
} 

Nga  

ℒ−1 {
1

𝑝2 − 4
} =

1

2
sin 2𝑡 

dhe nga teorema 2.20 kemi: 

ℒ−1 {

1
𝑝2 + 4

𝑝
} = ℒ−1 {

1

𝑝(𝑝2 + 4)
} = ∫

1

2
sin 2𝑢 𝑑𝑢

𝑡

0

=
1

4
(1 − cos 2𝑡) 

-Përgjithsimi i  
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ℒ−1 {
𝐹(𝑝)

𝑝𝑛
} , 𝑛 = 2,3,4, … 

është i mundshëm. 

 

2.8 Konvulucioni 

Në këtë pikë do të shqyrtojmë edhe një veti të rëndësishme të transformimeve të 

Laplas-it që ka të bëjë me transformimin e produkteve. 

Teoremë 2.21 (teorema e konvulucionit) 

Në qoftë se ℒ{𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑝) dhe ℒ{𝑔(𝑡)} = 𝐺(𝑝) atëherë: 

𝐹(𝑝)𝐺(𝑝) = ℒ {∫𝑓(𝜏)𝑔(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

}                                         (1) 

ose 

ℒ−1{𝐹(𝑝)𝐺(𝑝)} = ℒ−1 {ℒ {∫𝑓(𝜏)𝑔(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

}} =  ∫𝑓(𝜏)𝑔(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

          (2) 

Vërtetim: Në bazë të teoremës 2.7 kemi: 

ℒ−1{𝑒−𝑝𝜏𝐺(𝑝)} = {
𝑔(𝑡 − 𝜏)        𝑝ë𝑟  𝑡 > 𝜏
       0          𝑝ë𝑟 0 < 𝑡 < 𝜏

= 𝑔(𝑡 − 𝜏)𝛼(𝑡 − 𝜏) 

ose 

𝑒−𝑝𝜏𝐺(𝑝) = ∫𝑒−𝑝𝑡𝑔(𝑡 − 𝜏)𝛼(𝑡 − 𝜏)𝑑𝑡

𝑡

0

 

prej nga, 

𝑒−𝑝𝜏𝐺(𝑝) = ∫ 𝑒−𝑝𝜏𝑔(𝑡 − 𝜏)𝑑𝑡

∞

𝜏

, 𝑡 > 𝜏                                     (3) 

Nga ana tjetër sipas përkufizimit 

𝐹(𝑝) = ∫ 𝑒−𝑝𝜏𝑓(𝜏)𝑑𝜏

∞

0

 

Duke shumëzuar barazimin e fundit me 𝐺(𝑝) dhe duke pasuar parasysh 

barazimin (3) do të marrim: 
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𝐹(𝑝)𝐺(𝑝) = ∫ 𝑒−𝑝𝜏𝑓(𝜏)𝐺(𝑝)𝑑𝜏

∞

0

= ∫ 𝑓(𝜏)[𝑒−𝑝𝜏𝐺(𝑝)]𝑑𝜏

∞

0

= 

= ∫ 𝑓(𝜏)

∞

0

∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑔(𝑡 − 𝜏) 𝑑𝑡 𝑑𝜏

∞

0

 

 Integrimi në lidhje me 𝑡 bëhet prej 𝑡 = 𝜏 deri në 𝑡 = ∞ ndërsa në lidhje me 𝜏 

prej 0 deri ne ∞ (zona e hijësuar në figurën më poshtë). Funksionet 𝑓 dhe 𝑔 janë 

funksione të rendit eksponencial, prandaj në barazimin e fundit mund të ndërrojmë 

rendin e integrimit ashtu që së pari integrojmë në lidhje me 𝜏 prej 0 deri në 𝑡 dhe pastaj 

në lidhje me 𝑡 prej 0 deri në ∞.  

 

 

Figura 2. 7 Zona e integrimit 

pra, 

𝐹(𝑝)𝐺(𝑝) = ∫ 𝑒−𝑝𝑡
∞

0

∫ 𝑓(𝜏)𝑔(𝑡 − 𝜏) 𝑑𝜏 𝑑𝑡

∞

0

 

d.m.th. 

𝐹(𝑝)𝐺(𝑝) = ℒ {∫𝑓(𝜏)𝑔(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

}                                          (4) 

Operacionin e përkufizuar me (4) shpeshherë e quajmë kompozim të funksioneve 𝒇 

dhe 𝒈 dhe këtë e shprehim simbolikisht  

𝑓 ∗ 𝑔 = ∫𝑓(𝜏)𝑔(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

                                                (5) 
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Formula (5) shpreh teoremën e konvulucionit. Nga përkufizimi, vërtetohen 

lehtë këto veti: 

1) 𝑓 ∗ 𝑔 = 𝑔 ∗ 𝑓; 

2) 𝑓 ∗ (𝑔 + ℎ) = 𝑓 ∗ 𝑔 + 𝑓 ∗ ℎ; 

3) (𝑓 ∗ 𝑔) ∗ ℎ = 𝑓 ∗ (𝑔 ∗ ℎ); 

4) 𝑓 ∗ 0 = 0 ∗ 𝑓 = 0. 

Mirëpo, në rastin e përgjithshëm. 

5) 1 ∗ 𝑔 ≠ 𝑔 

Për shembull, në qoftë se 𝑔(𝑡) = 𝑡 

1 ∗ 𝑡 = ∫1 ∙ (𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

= (𝜏 −
𝜏2

2
)|
𝑡
 
0
=
𝑡2

2
      (≠ 𝑡) 

6) Kompozimi 𝑓 ∗ 𝑓 mund të mos na sjell në rezultat. 

Teorema e konvulucionit veçanërisht përdoret në llogaritjen e transformimeve 

inverse. 

Shembull 2.29 Gjejmë 𝑡2 ∗ cos 𝑡 dhe cos 𝑡 ∗ 𝑡2 dhe pastaj krahasojmë rezultatet. 

 Kemi: 

𝑡2 ∗ cos 𝑡 = ∫𝜏2 cos(𝑡 − 𝜏) 𝑑𝜏

𝑡

0

= ∫𝜏2[cos 𝑡 cos 𝜏 + sin 𝑡 sin 𝜏]𝑑𝜏

𝑡

0

= 

= cos 𝑡 ∫ 𝜏2 cos 𝜏 𝑑𝜏

𝑡

0

+ sin 𝑡 ∫ 𝜏2 sin 𝜏 𝑑𝜏

𝑡

0

= 2(𝑡 − sin 𝑡). 

cos 𝑡 ∗ 𝑡2 = ∫cos  𝜏(𝑡 − 𝜏)2 𝑑𝜏

𝑡

0

= 

= 𝑡2∫cos 𝜏 𝑑𝜏

𝑡

0

− 2𝑡∫ 𝜏 cos 𝜏 𝑑𝜏

𝑡

0

+∫𝜏 cos 𝜏 𝑑𝜏

𝑡

0

= 2(𝑡 − sin 𝑡). 

Prej këtu shohim që 𝑡2 ∗ cos 𝑡 = cos 𝑡 ∗ 𝑡2 që është njëra prej vetive të konvulucionit. 

Shembull 2.30 Gjejmë transformimet inverse të Laplas-it duke përdorur teoremën e 

konvulucionit. 

𝑎)   ℒ−1 {
1

𝑝2(𝑝 + 1)2
} 

𝑏)   ℒ−1 {
𝑝

(𝑝2 + 𝑎2)2
} 
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a) Kemi ℒ−1 {
1

𝑝2
} = 𝑡 dhe ℒ−1 {

1

(𝑝+1)2
} = 𝑡𝑒−𝑡 

Duke përdor teoremën e konvulucionit kemi: 

ℒ−1 {
1

𝑝2(𝑝 + 1)2
} = ∫(𝑢𝑒−𝑢)(𝑡 − 𝑢)𝑑𝑢

𝑡

0

= ∫(𝑢𝑡 − 𝑢2)𝑒−𝑢𝑑𝑢

𝑡

0

= 

= [(𝑢𝑡 − 𝑢2)(−𝑒−𝑢) − (𝑡 − 2𝑢)(𝑒−𝑢) + (−2)(−𝑒−𝑢)]|
𝑡
0
= 𝑡𝑒−𝑡 + 2𝑒−𝑡 + 𝑡 − 2 

Pra 

ℒ{𝑡𝑒−𝑡 + 2𝑒−𝑡 + 𝑡 − 2} = ℒ{𝑡𝑒−𝑡} + 2ℒ{𝑒−𝑡} + ℒ{𝑡} − 2ℒ{1} = 

=
1

(𝑝 + 1)2
+

2

𝑝 + 1
+
1

𝑝2
−
2

𝑝
=
𝑝2 + 2𝑝2(𝑝 + 1) + (𝑝 + 1)2 − 2𝑝(𝑝 + 1)2

𝑝2(𝑝 + 1)
= 

= ⋯ =
1

𝑝2(𝑝 + 1)2
 

b) Shënojmë  
𝑝

(𝑝2+𝑎2)2
=

𝑝

𝑝2+𝑎2
∙

1

𝑝2+𝑎2
 

Atëherë nga ℒ−1 {
𝑝

𝑝2+𝑎2
} = cos 𝑎𝑡 dhe ℒ−1 {

1

𝑝2+𝑎2
} =

sin𝑎𝑡

𝑎
 

Duke përdor teoremën e konvulucionit kemi: 

ℒ−1 {
𝑝

(𝑝2 + 𝑎2)2
} = ∫ cos 𝑎𝑢 ∙

sin 𝑎(𝑡 − 𝑢)

𝑎
𝑑𝑢

𝑡

0

= 

=
1

𝑎
∫(cos 𝑎𝑢)(sin 𝑎𝑡 cos 𝑎𝑢 − cos 𝑎𝑡 sin 𝑎𝑢)𝑑𝑢

𝑡

0

= 

=
1

𝑎
sin 𝑎𝑡 ∫ cos2 𝑎𝑢 𝑑𝑢

𝑡

0

−
1

𝑎
cos 𝑎𝑡∫ 𝑠𝑖𝑛 𝑎𝑢 cos 𝑎𝑢 𝑑𝑢

𝑡

0

= 

=
1

𝑎
sin 𝑎𝑡∫ (

1 + cos 2𝑎𝑢

2
) 𝑑𝑢

𝑡

0

−
1

𝑎
cos 𝑎𝑡 ∫

sin 2𝑎𝑢

2
𝑑𝑢

𝑡

0

= 

=
1

𝑎
sin 𝑎𝑡 (

𝑡

2
+
sin 2𝑎𝑡

4𝑎
) −

1

𝑎
cos 𝑎𝑡 (

1 − cos 2𝑎𝑡

4𝑎
) = 

=
1

𝑎
sin 𝑎𝑡 (

𝑡

2
+
sin 𝑎𝑡 cos 𝑎𝑡

2𝑎
) −

1

𝑎
cos 𝑎𝑡 (

sin2 𝑎𝑡

2𝑎
) = 

= ⋯ =
𝑡 sin 𝑎𝑡

2𝑎
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III. TRANSFORMIMET E FURIE-SË  

3.1 Biografia dhe jeta e Furie-së (Jean Baptiste Joseph Fourier) 

 

Figura 3. 1 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) 

A nuk duket si magji të kalosh një kufi me një fytyrë dhe dalësh nga pala tjetër me një 

pamje tjetër? 

Nga pikëpamja gjuhësore, transformoj dhe transformim kanë kuptime të ngjashme, me 

sinonime, qoftë si folje qoftë si emër, si "ndryshim i plotë"; "Metamorfozë"; 

"Ndryshim"; "Ndërrim"; "Ndryshimi në formë, në pamje ose strukturë." 

Etimologjikisht, fjalët rrjedhin nga ’’transformem’’ anglishte mesjetare 1300–1350 dhe 

nga ana tjetër, nga Latinishtja e vjetër ’’transformare’’. Në matematikë, kuptimi është 

disi më specifik, por prapëseprapë është mjaft i gjerë ose i lirshëm, kur përkufizimi i 

gjetur ndonjëherë thotë se është një sasi matematike e marrë nga një sasi e caktuar nga 

një operacion algjebrik, gjeometrik ose funksional. Duke gërmuar pak më thellë, ne 

futemi në të ashtuquajturën teori të transformimit, thelbi i së cilës është se me një 

zgjedhje të përshtatshme të një funksioni të quajtur "kernel" (nga bërthama apo 

bërthama gjermane) një problem mund të thjeshtohet. Ka shumë shndërrime, ndër të 

cilat Laplas dhe Furie janë ndoshta më tradicionale dhe më të zakonshmet në shkencat 

fizike.  

Transformimet e Laplas-it (Laplace Transform - LT) dhe transformimet e Furie-së 

(Fourier Transform - FT) janë të lidhura, por megjithëse kjo e fundit shpreh një funksion 

ose sinjal si një supozim të sinusoideve, i pari shpreh një funksion, më përgjithësisht, 

si një supozim i momenteve. Prandaj, për shembull, shndërrimi i Laplace nga fusha 

kohore në fushën e frekuencës shndërron ekuacionet diferenciale në ekuacionet 

algjebrike dhe konvolucionin në shumëzim. 

Për më tepër, një moment është një masë specifike sasiore e formës së një grupi pikësh 

të përdorura si në mekanikë ashtu edhe në statistikë. Nëse ato përfaqësojnë masën, 
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atëherë momenti zero është masa totale, momenti i parë i ndarë me masën totale është 

qendra e masës, dhe momenti i dytë paraqet inercinë rrotulluese. Kur pikat qëndrojnë 

për densitetin e probabilitetit, atëherë momenti zero është probabiliteti total (d.m.th., 

një), momenti i parë është mesatarja, momenti i dytë jep variancën, dhe momenti i tretë 

është skuçiteti. 

Babai i Jean Baptiste Joseph Fourier ishte rrobaqepës. Ai u martua dy herë: gruaja e tij 

e parë i dha tre fëmijë, dhe gruaja e tij e dytë i lindi matematikanin e ardhshëm si i nënti 

i 12 fëmijëve. Fatkeqësisht, nëna e djalit vdiq kur ishte nëntë vjeç, dhe një vit më vonë 

babai i tij ndërroi jetë. Shkolla e parë ku ai ndoqi u drejtua nga mjeshtri i muzikës së 

katedrales, ku Jean Baptiste, një nxënës i përkushtuar, studioi latinisht dhe frengjisht. 

Në 1780 ai shkoi në thecole Royale Militaire të Auxerre (150 km në juglindje të Parisit, 

sot mbi autostradën A6).  

Në moshën 13 vjeç, matematika u bë interesi i tij i vërtetë dhe së shpejti ai përfundoi 

një studim të gjashtë vëllimeve të Cours de Mathématiques të Bézout ((Etienne Bézout, 

1730–1783). Në 1787, Fourier hyri në një kishë  Benediktiane me dyshime, por interesi 

i tij për matematikën mbeti, dhe në fund ai nuk mori betimet e tij fetare. Pas vitit 1790, 

një element i tretë iu shtua konfliktit të tij të brendshëm kur u përfshi në politikë dhe u 

bashkua me Komitetin Revolucionar vendas në Auxerre, një aktivitet që e ndërlikoi 

ekzistencën e tij, madje e dërgoi në burg dhe rrezikoi jetën e tij. 

Më vonë, në 1794, Fourier u emërua për të studiuar në Elecole Normale në Paris, ku ai 

kishte Lagrange (Joseph-Louis, 1736–1813), Laplace (Pierre Simon, Marquis de, 

1749–1827), dhe Gaspard Monge (1746– 1818) si mësues, të cilët e inkurajuan atë të 

vazhdojë me hapa të mëtejshëm matematikor. Sidoqoftë, pasojat për arrestimin e tij të 

mëparshëm u afruan mbi të, dhe ai u kap përsëri dhe u burgos. Për fat të mirë, situata e 

vështirë nuk zgjati shumë, dhe Furieri u lirua, mbase për shkak të ndikimit të mësuesve 

të tij. Deri në shtator 1795, Furieri ishte përsëri në École Polytechnique, dhe në 1797 ai 

pasoi Lagranzhin si kryetar i analizës dhe mekanikës. Më 1798, Furieri u bashkua me 

ushtrinë e Napoleonit në fushatën e tij për në Egjipt si një këshilltar shkencor. Ai 

ndihmoi në organizimin e objekteve arsimore në Egjipt dhe bëri kërkime arkeologjike. 

Jean Baptiste u kthye në Francë në 1801 dhe rifilloi postin e tij si profesor i analizës në 

École Polytechnique, por me kërkesën e Napoleonit, ai duhej të shkonte në Grenoble 

për të marrë një pozicion administrativ. Përkundër detyrave, ishte gjatë kësaj period he 

që Furieri kryente punë të rëndësishme matematikore në teorinë e nxehtësisë. I përfshirë 

në një numër pengesash politike dhe administrative, ai më në fund ishte në gjendje të 

kthehej në Paris në 1815. 

Fourier u zgjodh në Académie des Sciences në 1817. Gjatë tetë viteve të mbetura të 

Furierit në Paris, ai rifilloi studimet e tij matematikore, duke botuar një numër artikujsh 

të rëndësishëm. Puna e Furierit nxiti kontribute të mëvonshme në seritë trigonometrike 

dhe teorinë e funksioneve të ndryshores reale. Ai prodhoi vepra të shumta 

transcendentale mbi fizikën dhe matematikën, siç është artikulli i tij "Për rritjen e 

nxehtësisë në trupa të ngurtë" në 1807 dhe monumentalin e tij "“Description de 

l’Égypte". 

Fourier kaloi ca kohë në Angli, duke u kthyer në Francë në 1822 për të pasuar Jean 

Baptiste Joseph Delambre (1749–1822) si Sekretar i Përhershëm i Akademisë së 
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Shkencave Franceze. Në 1830, ai u zgjodh si anëtar i huaj në Akademinë Mbretërore të 

Shkencave Suedeze. Sidoqoftë, ai pësoi shumë kundërshtime të forta nga shkencëtarët, 

madje disa pretenduan përparësi të pabazuar mbi arritjet e tij, të gjitha faktet që 

shqetësuan jetën e tij dhe ndoshta ndikuan në shëndetin e tij. Pa dyshim, Furieri solli 

ajër të pastër dhe koncepte të ndritshme në matematikë. 

3.2 Integrali Furie  

 Teorema integrale Furie është trajtuar për herë të parë në librin “Teoria analitike 

e nxehtësisë” të botuar më 1822 dhe kjo teoremë është një nga rezultatet më të mëdha 

të analizës matematike moderne dhe ka aplikime të shumta në fizikë dhe inxhinjeri. 

 Le të fillojmë me funksionin joperiodik 𝑓:ℝ → ℂ, i cili është pjesë-pjesë i 

lëmueshëm. Për 𝑇 > 0 dhe 𝑇 – çfarëdo, marrim funksionin 𝑓𝑇(𝑡) në intervalin (−
𝑇

2
,
𝑇

2
), 

i cili merret nga 𝑓, por gjithashtu vëmë kushtin që 𝑓 jashtë intervalit të jetë 0. Vlerat e 

funksionit në pikat −
𝑇

2
 dhe 

𝑇

2
 janë të parëndësishme për ne, kështu që i lëmë. Zgjerojmë 

𝑓𝑇(𝑡) periodikisht në ℝ. 

 

Figura 3. 2 Formimi i një funksioni periodik nga një funksion jo-periodik 

 Kështu, kemi një funksion me period 𝑇, në të cilën mund të aplikohet teoria e 

serive Furie. Meqë funksioni periodik përputhet me funksionin 𝑓 në (−
𝑇

2
,
𝑇

2
), atëherë 

sipas teoremës fundamentale për seritë Furie, e cila formulohet si vijon: 
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Teoremë 3.1 ([3]) Le të jetë 𝑓(𝑡) një funksion periodik pjesë-pjesë i lëmueshëm në ℝ 

me koeficientë Furie 𝑐𝑛. Atëherë ∀ 𝑡 ∈ ℝ vlen: 

∑ 𝑐𝑛𝑒
𝑖𝑛𝜔0𝑡

∞

𝑛=−∞

=
1

2
(𝑓(𝑡 +)𝑓(𝑡−)) 

kemi: 

𝑓(𝑡) = ∑ 𝑐𝑛𝑒
𝑖𝑛∆𝜔𝑡, 𝑡𝜖 (−

𝑇

2
,
𝑇

2
)

∞

𝑛=−∞

 

ku ∆𝜔 =
2𝜋

𝑇
, 𝑐𝑛 − koeficienti i 𝑛-të i Furie-ut për 𝑓-në. 

Përkufizim 3.1 ([3]) Koeficientët 𝑐𝑛 definohen si vijon: 

𝑐0 =
𝑎0
2
, 𝑐𝑛 =

1

2
(𝑎𝑛 − 𝑖𝑏𝑛), 𝑐−𝑛 =

1

2
(𝑎𝑛 + 𝑖𝑏𝑛) 

ku 

𝑎0 =
2

𝑇
∫𝑓(𝑡)

𝑇
2

−
𝑇
2

𝑑𝑡 

𝑎𝑛 =
2

𝑇
∫𝑓(𝑡) cos 𝑛𝜔0𝑡

𝑇
2

−
𝑇
2

𝑑𝑡, 𝑛 = 0,1,2, … 

𝑏𝑛 =
2

𝑇
∫𝑓(𝑡) sin 𝑛𝜔0𝑡

𝑇
2

−
𝑇
2

𝑑𝑡, 𝑛 = 0,1,2, … 

 Nga përkufizimi i koeficientëve Furie marrim: 

𝑓(𝑡) = ∑

(

 
 1

𝑇
∫𝑓(𝜏)𝑒−𝑖𝑛∆𝜔𝜏𝑑𝜏

𝑇
2

−
𝑇
2 )

 
 
𝑒𝑖𝑛∆𝜔𝑡

∞

𝑛=−∞

 

pra 
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𝑓(𝑡) = ∑
1

𝑇
∫𝑓(𝜏)𝑒−𝑖𝑛∆𝜔(𝑡−𝜏)𝑑𝜏

𝑇
2

−
𝑇
2

∞

𝑛=−∞

                                         (1) 

për  

𝑡𝜖 (−
𝑇

2
,
𝑇

2
) 

 Shprehjen e fundit dëshirojmë ta përcaktojmë si limit kur 𝑇 → ∞, pasi që në 

këtë rast barazimi do të plotësohet ∀𝑡𝜖ℝ, dhe kjo na jep një rezultat për funksionin        

jo-periodik "𝑓". Le të shkruajmë: 

𝐺(𝜔) = ∫ 𝑓(𝜏)𝑒𝑖𝜔(𝑡−𝜏)𝑑𝑡

∞

−∞

                                                     (2) 

1

2𝜋
∑ 𝐺(𝑛∆𝜔) ∙ ∆𝜔 =

∆𝜔

2𝜋
∑ ∫ 𝑓(𝜏)𝑒𝑖𝑛∆𝜔(𝑡−𝜏)

−∞

−∞

∞

𝑛=−∞

∞

𝑛=−∞

𝑑𝜏                       (3) 

 Ekuacionin (3) është një përformim i mirë për anën e djathtë të (1). Meqë vëmë 

kushtin që 𝑇 → ∞, atëherë i bie që ∆𝜔 → ∞, atëherë ana e majtë e (3) duket si një 

shumë e Riman-it, e cila  

 

Figura 3. 3 Një përafrim i 
1

2𝜋
∫ 𝐺(𝜔)𝑑𝜔
∞

−∞
 nga 

1

2𝜋
∑ 𝐺(𝑛∆𝜔) ∙ ∆𝜔∞
𝑛=−∞  

Është një përafrim i mirë për: 

1

2𝜋
∫ 𝐺(𝜔)𝑑𝜔

∞

−∞ 

                                                           (4) 
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 Duke marrë në konsideratë formulat (2) dhe (4), kur 𝑇 → ∞, atëherë (1) do të 

transformohet si vijon: 

𝑓(𝑡) =
1

2𝜋
∫ ( ∫ 𝑓(𝜏)𝑒−𝑖𝜔𝜏𝑑𝜏

∞

−∞

)𝑒𝑖𝜔𝜏𝑑𝜔

∞

−∞

                                (5) 

 Formula (5) tregon që kur funksioni 𝑓(𝜏) shumëzohet me 𝑒−𝑖𝜔𝜏 dhe pastaj 

integrohet në ℝ, dhe kur rezultati i fituar, që varet prej 𝜔, shumëzohet me 𝑒𝑖𝜔𝑡 dhe 

integrohet përsëri në ℝ, dhe rezultati përfundimtar pjesëtohet me 2𝜋, do të fitohet 

funksioni "𝑓". 

3.3 Transformimet Furie 

3.3.1 Përkufizimet dhe vetitë e transformimeve të Furie-së 

 Të motivuar nga rezultati paraprak, përkufizojmë funksionin e ri 𝐹(𝜔)(𝜔𝜖ℝ), 

për funksionin 𝑓:ℝ → ℂ. 

Përkufizim 3.5 ([3]) Për funksionin e dhënë 𝑓:ℝ → ℂ, funksioni 𝐹(𝜔) (𝜔𝜖ℝ), 

përkufizohet si vijon: 

𝐹(𝜔) = 𝑓(𝜔) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑑𝑡
∞

−∞

                                                  (6) 

i cili integral ekziston si integral jo i vetë i Riman-it. 

 Integrali 𝐹(𝜔), quhet edhe densiteti spektral i 𝑓(𝑡). Shpesh-herë shënohet 

(ℱ𝑓)(𝜔) në vend të 𝐹(𝜔), gjersa shënimi (ℱ𝑓(𝑡))(𝜔) është më i përdorshëm, edhe 

pse nuk është shumë elegant. Në literaturën matematike 𝐹(𝜔) zakonisht shënohet me 

𝑓(𝜔). 

 Shpesh, 𝑓(𝑡) paraqitet si funksion që varet prej kohës, përderisa 𝐹(𝜔) zakonisht 

varet nga frekuenca. Për këtë arsye, thuhet se 𝑓(𝑡) është përkufizuar në domenin 

frekuencë. 

 Meqë 𝑒−𝑖𝜔𝑡 funksion kompleks atëherë 𝐹:ℝ → ℂ. Për |𝐹(𝜔)| themi se është 

amplituda e spektrit të 𝑓, kurse arg 𝐹 quhet faza spektrale e 𝑓, kurse në teorinë spektrale 

|𝐹(𝜔)|2 quhet energjia e densitetit spektral e 𝑓(𝑡). 

 



74 

 

 

Përkufizim 3.6 ([3]) Funksioni 𝑓: 𝑅 → ℂ quhet absolutisht i integrueshëm në ℝ, nëse: 

∫|𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

∞

−∞

 

ekziston si integral jo i vetë i Riman-it. 

 Kur 𝑓(𝑡) është absolutisht i integrueshëm dhe 𝐹(𝜔) është si te (6), atëherë 

|𝐹(𝜔)| = | ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

| ≤ ∫|𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡|𝑑𝑡

∞

−∞

= ∫|𝑓(𝑡)||𝑒−𝑖𝜔𝑡|𝑑𝑡

∞

−∞

 

pasi |𝑒−𝑖𝜔𝑡| = 1 atëherë nga (2) 

|𝐹(𝜔)| ≤ ∫|𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

∞

−∞

< ∞                                               (7) 

që d.m.th. se 𝐹(𝜔) ekziston kur 𝑓(𝑡) është absolutisht i intergueshëm. Duke u bazuar 

te (5), 𝑓(𝑡) mund të shkruhet në formën: 

𝑓(𝑡) =
1

2𝜋
∫ 𝐹(𝜔)𝑒 𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔

∞

−∞

                                              (8) 

 Ana e djathtë e (8) quhet integrali Furie. 

Teoremë 3.2 (Lineariteti) Le të jenë 𝑓(𝑡) dhe 𝑔(𝑡) dy funksione me transformime 

Furie, 𝐹(𝜔) dhe 𝐺(𝜔), respektivisht. Atëherë 𝑎𝐹(𝜔) + 𝑏𝐺(𝜔) është transformimi 

Furie për 𝑎𝑓(𝑡) + 𝑏𝑔(𝑡). 

Vërtetim: Kjo teoremë është rrjedhojë e linearitetit të integraleve, pra 

∫(𝑎𝑓1(𝑡) + 𝑏𝑓2(𝑡))𝑑𝑡 = 𝑎∫𝑓1(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑏∫𝑓2(𝑡) 

(𝑓1, 𝑓2 funksione çfarëdo; 𝑎, 𝑏 𝜖ℂ) 

 Vërtetimi është i menjëhershëm kur 𝑓1(𝑡) = 𝑓(𝑡)𝑒
−𝑖𝜔𝑡 dhe 𝑓2(𝑡) = 𝑔(𝑡)𝑒

−𝑖𝜔𝑡 

 Për shkak të kësaj vetie transformimi Furie quhet transformim linear. 
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Shembull 3.1 Gjejmë 

ℱ{2𝑒−𝑡 𝑢(𝑡) + 3𝑒−2𝑡𝑢(𝑡)} 

Në bazë të vetisë së linearitetit kemi: 

ℱ{2𝑒−𝑡 𝑢(𝑡) + 3𝑒−2𝑡𝑢(𝑡)} = 

= ℱ{2𝑒−𝑡 𝑢(𝑡)} + ℱ{3𝑒−2𝑡𝑢(𝑡)} = 

= 2ℱ{𝑒−𝑡 𝑢(𝑡)} + 3ℱ{𝑒−2𝑡𝑢(𝑡)} = 

=
2

1 + 𝑖𝜔
+

3

2 + 𝑖𝜔
 

Teoremë 3.3 (Teorema e zhvendosjes) Le të jetë 𝑓(𝑡) funksion me spektër 𝐹(𝜔). 

Atëherë për çdo 𝑎 −të fikuar në ℝ, 

(ℱf(t − a))(ω) = e−𝑖𝜔𝑎𝐹(𝜔) 

Vërtetim: Le të marrim 𝜏 = 𝑡 − 𝑎 atëherë: 

(ℱf(t − a))(ω) = ∫ 𝑓(𝑡 − 𝑎)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡 =

∞

−∞

 

= ∫ 𝑓(𝜏)𝑒−𝑖𝜔(𝜏+𝑎)𝑑𝜏

∞

−∞

= ∫ 𝑓(𝜏)𝑒−𝑖𝜔𝜏𝑑𝜏

∞

−∞

= 

= 𝑒−𝑖𝜔𝑎 ∫ 𝑓(𝜏)𝑒−𝑖𝜔𝜏𝑑𝜏

∞

−∞

= 𝑒−𝑖𝜔𝑎𝐹(𝜔) 

Shembull 3.2 Gjejmë trasformimin e Furie-së për funksionin  

𝑔(𝑡) = {
1,     3 ≤ 𝑡 ≤ 5
0,       ndryshe 

 

 

Figura 3. 4 Grafiku i funksionit 𝑔(𝑡) 
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𝑔(𝑡) është pulsi me gjatësi 2, të cilin mund ta lëvizim (zhvendosim) 

simetrikisht, për 4 njësi, pra do ta marrim 

𝑃1(𝑡) = {
1,    −1 ≤ 𝑡 ≤ 1
0,    ndryshe

 

Duke marrë 𝑎 = 4 te teorema 3.3 

𝐺(𝜔) = ℱ(𝑔(𝑡)) = ∫𝑒−𝑖𝜔𝑡1𝑑𝑡

5

3

+ ∫𝑒−𝑖𝜔𝑡0𝑑𝑡

3

−∞

+∫ 𝑒−𝑖𝜔𝑡0𝑑𝑡

∞

5

= 

=
𝑒−𝑖𝜔𝑡

−𝑖𝜔
|
5
 
3
=
𝑒−𝑖𝜔5 − 𝑒−𝑖𝜔3

−𝑖𝜔
= 𝑒−4𝑖𝜔

sin𝜔

𝜔
 

Teoremë 3.4 (Modulimi) Nëse ℱ{𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝜔) atëherë 

ℱ{𝑓(𝑡) cos(𝑎𝑡)} =
1

2
{𝐹(𝜔 − 𝑎) + 𝐹(𝜔 + 𝑎)}                                (9) 

ℱ{𝑓(𝑡) sin(𝑎𝑡)} =
1

2𝑖
{𝐹(𝜔 − 𝑎) − 𝐹(𝜔 + 𝑎)}                             (10) 

Vërtetim: Nga 

cos 𝑎𝑡 =
𝑒𝑖𝑎𝑡 + 𝑒−𝑖𝑎𝑡

2
 

atëherë 

(ℱ𝑓(𝑡) cos 𝑎𝑡)(𝜔) = (ℱ𝑓(𝑡) (
𝑒𝑖𝑎𝑡 + 𝑒−𝑖𝑎𝑡

2
)) (𝜔) = ⌈vetia e linearitetit⌉ = 

=
1

2
(ℱ𝑓(𝑡)𝑒𝑖𝑎𝑡)(𝜔) +

1

2
(ℱ𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑎𝑡 )(𝜔) = ⌈vetia e zhvendosjes⌉ = 

=
𝐹(𝜔 − 𝑎)

2
+
𝐹(𝜔 + 𝑎)

2
 

Nëse funksioni 𝑓(𝑡) është sinjal me vlera reale, atëherë 𝑓(𝑡) cos 𝑎𝑡 përshkruan 

modulin e amplitudës së sinjalit  

Rasti tjetër vërtetohet në mënyrë krejtësisht analoge, vetëm se duke marrë 

sin 𝑎𝑡 =
𝑒𝑖𝑎𝑡 − 𝑒−𝑖𝑎𝑡

2𝑖
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Shembull 3.3 (Vetia e modelimit) Nëse 𝑓(𝑡) = 𝑃𝑎(𝑡) ku  

𝑃𝑎(𝑡) = {
1,    |𝑡| ≤

𝑎

2
0,    ndryshe

 

dhe 

(ℱ𝑃𝑎)(𝜔) =
2 sin(

𝑎𝜔
2 )

𝜔
 

atëherë 

(ℱ𝑃𝑎 cos 𝑏𝑡)(𝜔) =
sin (

𝑎(𝜔 − 𝑏)
2

)

𝜔 − 𝑏
+
sin(

𝑎(𝜔 + 𝑏)
2 )

𝜔 + 𝑏
 

Teoremë 3.5 (Teorema e traslacionit) Nëse 

ℱ{𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝜔)  

atëherë  

ℱ{𝑒𝑖𝑎𝑡𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝜔 − 𝑎) 

Vërtetim: Vërtetmi i kësaj është i drejtpërdrejt duke përdorur vetinë e linearitetit dhe 

modulimit. 

Teoremë 3.6 Le të jetë 𝑓(𝑡) funksion me spektër 𝐹(𝜔). Për 𝑐𝜖ℝ dhe 𝑐 ≠ 0, 

(ℱ𝑓(𝑐𝑡))(𝜔) = |𝑐|−1𝐹(𝑐−1𝜔) 

Vërtetim: Supozojmë që 𝑐 > 0. Marrim zëvendësimin 𝜏 = 𝑐𝑡 ⇒ 

(ℱ𝑓(𝑐𝑡))(𝜔) = ∫ 𝑓(𝑐𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

= 𝑐−1 ∫ 𝑓(𝜏)𝑒
−𝑖𝜔𝜏
𝑐 𝑑𝜏

∞

−∞

= 𝑐−1𝐹(𝑐−1𝜔) 

Ngjajshëm merret për 𝑐 < 0. 

Shembull 3.4 Nëse marrim blok-funksionin 𝑃𝑎(𝑡), si në shembullin paraprak, për të 

cilin  

(ℱ𝑃𝑎)(𝜔) =
2 sin

𝑎𝜔
2𝑐

𝜔
 

(kjo do të tregohet më vonë) atëherë: 

(ℱ𝑃𝑎(𝑐𝑡))(𝜔) =
1

𝑐
∙
2 sin

𝑎𝜔
2𝑐

𝜔
𝑐

=
2 sin

𝑎𝜔
2𝑐

𝜔
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Prej kësaj teoreme drejtpërdrejtë mund të nxirret vetia  

(ℱ𝑓(−𝑡))(𝜔) = 𝐹(−𝜔) 

e cila merret drejtpërdrejtë kur merret 𝑐 = −1. 

Teoremë 3.7 (Dualizëm i ndërsjelltë) Le të jenë 𝑓(𝑡) dhe 𝑔(𝑡) funksione pjesë-pjesë 

të lëmueshëm dhe absolutisht të integrueshëm me spektër 𝐹(𝜔) dhe 𝐺(𝜔), 

respektivisht. Atëherë: 

∫ 𝑓(𝑥)𝐺(𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞

= ∫ 𝐹(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞

 

Vërtetim: Nisemi nga përkufizimi i spektrit: 

∫ 𝑓(𝑥)𝐺(𝑥)𝑑𝑥 =

∞

−∞

∫ 𝑓(𝑥) ( ∫ 𝑔(𝑦)𝑒−𝑖𝑥𝑦𝑑𝑦

∞

−∞

)𝑑𝑥 =

∞

−∞

 

= ∫ ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑦)𝑒−𝑖𝑥𝑦𝑑𝑦

∞

−∞ 

𝑑𝑥

∞

−∞

= ⌈ndërrojmë renditjen e integrimit⌉ = 

= ∫ 𝑔(𝑦)( ∫ 𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝑥𝑦𝑑𝑥

∞

−∞ 

)𝑑𝑥

∞

−∞

= ∫ 𝑔(𝑦)𝐹(𝑦)𝑑𝑦

∞

−∞

 

Teoremë 3.8 Nëse ℱ{𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝜔), ku 𝑓(𝑡) është 𝑛 −herë i derivushëm, derivati i 

rendit 𝑛 është i vazhdueshëm dhe  

𝑓(𝑏)(𝑡) → 0, |𝑡| → ∞ 

dhe 𝑘 = 1,2, … , (𝑛 − 1), atëherë 

ℱ{𝑓(𝑛)(𝑡)} = (𝑖𝜔)𝑛ℱ{𝑓(𝑡)} = (𝑖𝜔)𝑛𝐹(𝜔) 

Vërtetim: Nisemi nga: 

ℱ{𝑓(𝑛)(𝑡)}(𝜔) =
1

√2𝜋
∫ 𝑓(𝑛)(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡 =

∞

−∞

 

= |
𝑢 = 𝑒−𝑖𝜔𝑡 𝑑𝑣 = 𝑓(𝑢) 𝑑𝑡

𝑑𝑢 = −𝑖𝜔𝑒−𝑖𝜔𝑡 𝑣 = 𝑓(𝑛−1)
| = 
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=
−𝑖𝜔

√2𝜋
∫ 𝑓(𝑛−1)(𝑡)

∞

−∞

𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡 =
𝑖𝜔

√2𝜋
∫ 𝑓(𝑛−1)(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

 

 Përsëri integrali i fundit integrohet me pjesë dhe do të fitojmë para integralit 

(𝑖𝜔)2

√2𝜋
, kurse funksioni i nënintegralit do të ulet për një rendi të derivatit, kështu duke e 

përsëritur këtë procedurë (𝑛 − 1) − herë kemi: 

1

√2𝜋
∫ 𝑓(𝑛)(𝑡)

∞

−∞

𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡 = (𝑖𝜔)𝑛
1

√2𝜋
∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

=
(𝑖𝜔)𝑛

√2𝜋
𝐹(𝜔) 

Shembull 3.5 Funksioni 𝑃𝑎(𝑡) i plotëson kushtet e teoremës së mësipërme dhe kemi: 

(ℱ𝑡𝑃𝑎(𝑡))(𝜔) = −
1

𝑖
𝐹′(𝜔) = 𝑖 (

2 sin
𝑎𝜔
2

𝜔
)

′

= 𝑖
𝑎 cos

𝑎𝜔
2

𝜔
− 𝑖

2 sin
𝑎𝜔
2

𝜔2
 

Teoremë 3.9 ([23])  Nëse ℱ{𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝜔), 𝑓(𝑡) është funksion me derivat pjesë-pjesë 

të vazhdueshëm dhe absolutisht të integrueshëm, atëherë 

i) 𝐹(𝜔) është i kufizuar për 𝑘𝜖(−∞,+∞). 
ii) 𝐹(𝜔) është i vazhduehsëm për 𝑘𝜖(−∞,+∞). 

Teoremë 3.10 ([23])  (Lema e Riman-Lebeg) Nëse 𝐹(𝜔) = ℱ{𝑓(𝑡)}, atëherë  

lim
|𝜔|→∞

|𝐹(𝜔)| = 0 
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3.3.2 Tabela e transformimeve të Furie-së 

Tabela 3. 1 Trasnformimet e Furie-së të disa funskioneve elementare 

 Funksioni, 𝒇(𝒕) Transformimi Furie, 𝑭(𝝎) = 𝒇̂(𝝎) 
 

1 𝑒𝑎𝑡𝑢(𝑡) 1

𝑎 + 𝑖𝜔
,         𝑎 > 0 

2 𝑒𝑎𝑡𝑢(−𝑡) 1

𝑎 − 𝑖𝜔
,         𝑎 > 0 

3 𝑒−𝑎|𝑡| 2𝑎

𝑎2 + 𝜔2
,         𝑎 > 0 

4 𝑡𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡) 1

(𝑎 + 𝑖𝜔)2
,         𝑎 > 0 

5 𝑡𝑛𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡) 𝑛!

(𝑎 + 𝑖𝜔)𝑛+1
,         𝑎 > 0 

6 𝛿(𝑡) 1 

7 1 2𝜋𝛿(𝜔) 
8 𝑒𝑖𝜔0𝑡 2𝜋𝛿(𝜔 − 𝜔0) 
9 cos𝜔0𝑡 𝜋[𝛿(𝜔 − 𝜔0) + 𝛿(𝜔 + 𝜔0)] 
10 sin𝜔0𝑡 𝑖𝜋[𝛿(𝜔 + 𝜔0) − 𝛿(𝜔 − 𝜔0)] 

11 𝑢(𝑡) 
𝜋𝛿(𝜔) +

1

𝑖𝜔
 

12 𝑠𝑔𝑛(𝑡) 2

𝑖𝜔 
 

13 … … 

 

 3.3.3 Transformimi invers i Furie-së 

Përkufizim 3.6 ([4]) Le të jetë 𝑓(𝑥) funksion pjesë-pjesë i vazhdueshëm dhe  

∫|𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

∞

−∞

< ∞ 

Transformimi invers i Furie-së përkufizohet si më poshtë: 

𝑓(𝑥+) + 𝑓(𝑥−)

2
= ℱ−1[𝑓(𝜔)] = ∫ 𝑓(𝜔)𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔

∞

−∞

 

Nëse 𝑓(𝑡) është i vazhdueshëm atëherë kjo redukton në: 

𝑓(𝑡) = ℱ−1[𝑓(𝜔)] = ∫ 𝑓(𝜔)𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔

∞

−∞
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Transformimi invers i 𝑓(𝜔 + 𝑐) është: 

ℱ−1[𝑓(𝜔 + 𝑐)] = ∫ 𝑓(𝜔 + 𝑐)𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔

∞

−∞

= ∫ 𝑓(𝜔)𝑒𝑖(𝜔−𝑐)𝑡𝑑𝜔

∞

−∞

 

ℱ−1[𝑓 (𝜔 + 𝑐)] = 𝑒𝑖𝑐𝑡𝑓(𝑡) 

Nëse 𝑓(𝑡) është funksion çift, 

ℱ𝑐[𝑓(𝑡)] = 𝑓𝑐(𝜔) 

Nëse 𝑓𝑐(𝜔) është funksion çift, atëherë transformimi invers i Furie-së sipas kosinuseve 

është: 

ℱ𝑐
−1[𝑓𝑐(𝜔)] = ∫ 𝑓𝑐(𝜔)𝑒

𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔 =

∞

−∞

∫ 𝑓𝑐(𝜔)(cos𝜔𝑡 + 𝑖 sin𝜔𝑡)𝑑𝜔

∞

−∞

= 

= ∫ 𝑓𝑐(𝜔) cos𝜔𝑡

∞

−∞

= 2∫ 𝑓𝑐(𝜔) cos𝜔𝑡 𝑑𝜔

∞

0

 

pra 

𝑓(𝑡) = ℱ𝑐
−1[𝑓𝑐(𝜔)] = 2∫ 𝑓𝑐(𝜔) cos𝜔𝑡 𝑑𝜔

∞ 

0

 

Supozojmë se 𝑓(𝑡) është funksion tek. Shënojmë që 𝑓(𝜔) = ℱ[𝑓(𝑡)] është funksion 

tek sipas 𝜔. Transformimi invers i 𝑓(𝜔) është 

ℱ−1[𝑓(𝜔)] = ∫ 𝑓(𝜔)𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔

∞

−∞

= 2𝑖∫ 𝑓(𝜔) sin(𝜔𝑡)𝑑𝜔

∞

0

 

Trasformimi invers i Furie-së sipas sinuseve do të jetë: 

ℱ𝑠
−1[𝑓𝑠(𝜔)] = 2∫ 𝑓𝑠(𝜔) sin(𝜔𝑡 ) 𝑑𝜔

∞

0

= 𝑓(𝑡) 

Kështu japim këtë përkufizim. 

Përkufizim 3.7 ([20]) Çifti transformues kosinus Furie përkufizohet si: 
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𝑓(𝑡) = ℱ𝑐
−1[𝑓𝑐(𝜔)] = 2∫ 𝑓𝑐

∞

0

(𝜔) cos(𝜔𝑡)𝑑𝜔 

𝑓𝑐(𝜔) = ℱ𝑐[𝑓(𝑡)] =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑡) cos(𝜔𝑡)𝑑𝑡

∞

0

 

Transformimi i Furie-së sipas sinuseve 

𝑓(𝑡) = ℱ𝑐
−1[𝑓𝑠(𝜔)] = 2∫ 𝑓𝑠

∞

0

(𝜔) sin(𝜔𝑡) 𝑑𝜔 

𝑓𝑠(𝜔) = ℱ𝑠[𝑓(𝑡)] =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑡) sin(𝜔𝑡) 𝑑𝑡

∞

0

 

 

3.3.4 Tabela e transformimeve inverse të Furie-së 

Tabela 3. 2 Trasnformimet inverse të Furie-së të disa funskioneve elementare 

 Funksioni, 𝑭(𝝎) = 𝒇̂(𝝎) Transformimi invers i Furie-së, 

𝓕−𝟏[𝑭(𝝎)] = 𝒇(𝒕) 
 

1 1

𝑎 + 𝑖𝜔
,         𝑎 > 0 

𝑒𝑎𝑡𝑢(𝑡) 

2 1

𝑎 − 𝑖𝜔
,         𝑎 > 0 

𝑒𝑎𝑡𝑢(−𝑡) 

3 2𝑎

𝑎2 + 𝜔2
,         𝑎 > 0 

𝑒−𝑎|𝑡| 

4 1

(𝑎 + 𝑖𝜔)2
,         𝑎 > 0 

𝑡𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡) 

5 𝑛!

(𝑎 + 𝑖𝜔)𝑛+1
,         𝑎 > 0 

𝑡𝑛𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡) 

6 1 𝛿(𝑡) 
7 2𝜋𝛿(𝜔) 1 

8 2𝜋𝛿(𝜔 − 𝜔0)𝑒
𝑖𝜔0𝑡 𝑒𝑖𝜔0𝑡 

9 𝜋[𝛿(𝜔 − 𝜔0) + 𝛿(𝜔 + 𝜔0)] cos𝜔0𝑡 
10 𝑖𝜋[𝛿(𝜔 + 𝜔0) − 𝛿(𝜔 − 𝜔0)] sin𝜔0𝑡 

11 
𝜋𝛿(𝜔) +

1

𝑖𝜔
 

𝑢(𝑡) 

12 2

𝑖𝜔 
 

𝑠𝑔𝑛(𝑡) 

13 … … 
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3.3.5 Teorema e konvulucionit 

Përkufizim 3.8 ([3]) Prodhimi konvulativ (ose konvulacioni) i dy funksioneve 𝑓 dhe 

𝑔, (shënohet 𝑓 ∗ 𝑔) përkufizohet si në vijim  

(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑡) = ∫ 𝑓(𝜏)𝑔(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏

∞

−∞

, 𝑡𝜖ℝ 

ashtu që integrali të ekzistojë. 

Teoremë 3.11 Le të jenë 𝑓(𝑡) dhe 𝑔(𝑡) funksione pjesë-pjesë të vazhdueshme të cilët 

janë edhe absolutisht të integrueshëm dhe të kufizuar. Le të jenë 𝐹(𝜔) dhe 𝐺(𝜔) 

spektra të 𝑓 dhe 𝑔, respektivisht. Atëherë 𝑓 ∗ 𝑔 është absolutisht i integrueshëm dhe  

ℱ(𝑓 ∗ 𝑔)(𝜔) = 𝐹(𝜔)𝐺(𝜔)                                              (11) 

Vërtetim: Meqë 𝑓 ∗ 𝑔 ekziston dhe është i kufizuar në ℝ, meqë 𝑔 është i kufizuar dhe 

𝑓 është absolutisht i integrueshëm. Shënojmë: 

∫ ( ∫|𝑓(𝜏)𝑔(𝑡 − 𝜏)𝑑𝑡|

∞

−∞

)𝑑𝜏

∞

−∞

= ∫|𝑓(𝜏)| ( ∫|𝑔(𝑡 − 𝜏)|𝑑𝑡

∞

−∞

)

∞

−∞

𝑑𝜏 = 

= ∫|𝑓(𝜏)|𝑑𝜏

∞

−∞

( ∫|𝑔(𝑢)|𝑑𝑢

∞

−∞

) < ∞ 

pasi që 𝑓 dhe 𝑔 janë absolutisht konvergjent. Nën kushtet e teoremës ne mund të 

ndërrojmë rendin e integrimit pra  

∫|(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑡)|𝑑𝑡

∞

−∞

≤ ∫ ( ∫|𝑓(𝜏)𝑔(𝑡 − 𝜏)|𝑑𝜏

∞

−∞

)

∞

−∞

𝑑𝑡 < ∞ 

me fjalë tjera, 𝑓 ∗ 𝑔 është absolutisht konvergjent. Në veçanti ℱ(𝑓 ∗ 𝑔)(𝜔) ekziston 

dhe nga përkufizimi shohim që  

ℱ(𝑓 ∗ 𝑔)(𝜔) = ∫(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

= 

= ∫ ( ∫ 𝑓(𝜏)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑔(𝑡 − 𝜏)

∞

−∞

𝑒−𝑖𝜔(𝑡−𝜏)𝑑𝜏)

∞

−∞  

𝑑𝑡 = 



84 

 

= ⌈përsëri ndërrojmë rendin e integralit⌉ = 

= ∫ 𝑓(𝜏)𝑒−𝑖𝜔𝜏 ( ∫ 𝑔(𝑡 − 𝜏)

∞

−∞

𝑒−𝑖𝜔(𝑡−𝜏)𝑑𝑡) 𝑑𝜏

∞

−∞

 

 Nëse në integralin e fundit vëmë 𝑢 = 𝑡 − 𝜏, atëherë  

∫ 𝑔(𝑢)

∞

−∞

𝑒−𝑖𝜔𝑢𝑑𝑢 = 𝐺(𝜔) 

dhe përfundimisht  

ℱ(𝑓 ∗ 𝑔)(𝜔) = 𝐺(𝜔) ∫ 𝑓(𝜏)𝑒−𝑖𝜔𝜏𝑑𝜏

∞

−∞

= 𝐺(𝜔)𝐹(𝜔) 
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IV. DISA ZBATIME TË TRANSFORMIMEVE TË LAPLAS-IT DHE 

TRANSFORMIMEVE TË FURIE-SË NË INXHINIERI 

4.1 Disa zbatime të transformimeve të Laplas-it në inxhinieri 

4.1.1 Qarqet elektrike 

 Qarqet elektrike pasive janë të përbëra nga tri elemente bazë: rezistorët (kanë 

rezistencë 𝑅 e cila si njësi matëse e ka Omin (Ω)), kodenzatorët (me kapacitet 𝐶, që 

njësi matëse e kanë Faradin (𝐹)) dhe induktorët (me induktancë 𝐿, që si njësi matëse e 

kanë Henrin (𝐻). 

 Variablat e qarkut janë: rryma 𝑖(𝑡) (matet me amper (𝐴), dhe tensioni (që matet 

me volt (𝑉). Rryma që rrjedh në qark është e lidhur me ngarkesë  𝑞(𝑡) (matet me 

kulumb (coulombs) (𝑐) përmes relacionit 

𝑖 =
𝑑𝑞

𝑑𝑡
 

 

Figura 4. 1 Elementët përbërës të një qarku elektrik  

 Lidhja në mes rrymës që rrjedh 𝑖(𝑡) dh rënies së tensionit 𝑣(𝑡) te këto elemete 

në kohën 𝑡 është: 

• Rënia e tensionit në rezistor = 𝑅𝑖 (Ligji i Om-it) 

• Rënia e tensionit në kondensatorë =
1

𝑐
∫ 𝑖𝑑𝑡 =

𝑞

𝑐
 

Lidhja e elementeve veçmas në qarkun elektrik është dhënë nga ligjet e Kirkofit 

(Kirchhoff). 

Ligji I ([19]): Shuma algjebrike e të gjitha rrymave që hyjnë në nyje (vendi ku lidhen 

përçuesit) e një qarku është zero. 

Ligji II ([19]): Shuma e tensionit brenda një konture të mbyllur është e barabartë me 

zero. Përdorimi i këtyre dy ligjeve na çon te ekuacionet e qarkut, të cilat studiohen duke 

përdorur transfomimet e Laplas-it. 
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Shembull 4.1 Qarku 𝐿𝑅𝐶 (𝐿 − induktori, 𝐶 − kapacitori, 𝑅 − rezistori) si në figurën e 

më poshtme është i lidhur me burim tensioni 𝑒(𝑡). Para mbylljes së ndërprerësit në 

kohën 𝑡 = 0, ngarkesa në kapacitor dhe rryma rezultante në qark janë zero. Do 

përcaktojmë ngarkesën 𝑞(𝑡) në kondenzatorë dhe rrymën rezultante 𝑖(𝑡) në qark në 

kohën 𝑡 nëse është dhënë që 𝑅 = 160Ω,      𝐿 = 1𝐻,       𝐶 = 10−4𝐹      dhe       𝑒(𝑡) =

20𝑉 

 

Figura 4. 2 Qarku LCR i shembullit 4.1 

Zgjidhje:  Zbatojmë ligjin e dytë të Kirkofit në qarkun në fig.5.8, kështu do të marrim: 

𝑅𝑖 + 𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
+
1

𝐶
∫ 𝑖𝑑𝑡 = 𝑒(𝑡)                                            (1) 

Vëmë  

𝑖 =
𝑑𝑞

𝑑𝑡
 

Atëherë kemi: 

𝐿
𝑑

𝑑𝑡
(
𝑑𝑞

𝑑𝑡
) + 𝑅

𝑑𝑞

𝑑𝑡
+
1

𝐶
∫
𝑑𝑞

𝑑𝑡
𝑑𝑡 = 𝑒(𝑡) 

𝐿
𝑑2𝑞

𝑑𝑡2
+ 𝑅

𝑑𝑞

𝑑𝑡
+
1

𝐶
𝑞 = 𝑒(𝑡) 

Zëvendësojmë vlerat e dhëna: 

𝑑2𝑞

𝑑𝑡2
+ 160

𝑑𝑞

𝑑𝑡
+ (10−4)𝑞 = 20 

𝑑2𝑞

𝑑𝑡2
+ 160

𝑑𝑞

𝑑𝑡
+ 104𝑞 = 20 

Marrim transformimin e Laplas-it në të dy anët e ekuacionit: 

(𝑠2 + 160𝑠 + 104)𝑄(𝑠)∅ = [𝑠𝑞(0) + 𝑞̇(0)] + 160𝑞(0) +
20

𝑠
 

ku 𝑄(𝑠) është transformimi i 𝑞(𝑡).  
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 Na janë dhënë që 𝑞(0) = 0 dhe 𝑞̇(0) = 𝑖(0) = 0, kështu që ekuacioni i 

mësipërm merr formën  

(𝑠2 + 160𝑠 + 104)𝑄(𝑠) =
20

𝑠
  ⇒ 

𝑄(𝑠) =
20

𝑠(𝑠2 + 160𝑠 + 104)
=

1
500
𝑠
−

1

500

𝑠 + 160

𝑠2 + 160𝑠 + 104
= 

=
1

500
[
1

𝑠
−
(𝑠 + 80) +

4
360

(𝑠 + 80)2 + 602
] =

1

500
[
1

𝑠
− [

𝑠 +
4
360

𝑠2 + 602
]

𝑠→𝑠+80

] 

 Duke marrë transformimin invers të Laplas-it dhe duke përdorur teoremën e 

zhvendosjes marrim: 

𝑞(𝑡) =
1

500
(1 − 𝑒−80𝑡 cos 60𝑡 −

4

3
𝑒−80𝑡 sin 60𝑡) 

atëherë  

𝑖(𝑡) =
𝑑𝑞

𝑑𝑡
=
1

3
𝑒−80𝑡 sin 60𝑡 

Ne duhet të caktojmë rrymën duke marrë transformimin e Laplas-it te ekuacioni (1) 

 Duke zëvendësuar vlerat për 𝐿, 𝑅 dhe 𝐶 dhe duke përdorur ekuacionin (1), 

atëherë ekuacioni do të transformohet në: 

160𝐼(𝑠) + 𝑠𝐼(𝑠) +
104

𝑠
𝐼(𝑠) =

20

𝑠
 

⇒   𝐼(𝑠) =
20

(𝑠2 + 80)2 + 602
= 𝑠𝑄(𝑠), me që 𝑞(0) = 0 

duke marrë transformimin invers të Laplas-it kemi: 

𝑖(𝑡) =
1

3
𝑒−80𝑡 sin 60𝑡  

4.1.2 Vibrimet mekanike 

 Sistemi mekanik i zhvendosjes mund të përdoret për modelim të disa situatave, 

ku janë të përfshira tri elemente kryesore: 

1. Masa (ka masë 𝑀, matet me 𝑘𝑖𝑙𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚),  

2. Elasticiteti (shnohet me 𝐾, matet me 𝑁𝑗𝑢𝑡𝑜𝑛/𝑚𝑒𝑡ë𝑟) dhe  
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3. Amortizuesi (koeficienti i amortizimit është 𝐵, matet (𝑁𝑗𝑢𝑡𝑜𝑛 ∙ 𝑠𝑒𝑘𝑜𝑛𝑑)/ 𝑚𝑒𝑡ë𝑟). 

Ndryshoret janë zhvendosja 𝑥(𝑡) (matet me 𝑚𝑒𝑡ë𝑟) dhe forca 𝐹(𝑡) (matet me 𝑁𝑗𝑢𝑡𝑜𝑛). 

Këto elemente simbolikisht janë paraqitur në figurë. 

 

Figura 4. 3 Elementët përbërës të një sistemi të transformuar mekanik 

Lidhja në mes forcës dhe zhvendosjes në kohën 𝑡, shprehet me: 

Masa: 𝐹 = 𝑀
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= 𝑀𝑥̈  (ligji i Njutonit) 

Elasticitet: 𝐹 = 𝐾(𝑥2 − 𝑥1)  (ligji i Hukut) 

Amortizimi: 𝐹 = 𝐵 (
𝑑𝑥2

𝑑𝑡
−
𝑑𝑥1

𝑑𝑡
) = 𝐵(𝑥2̇ − 𝑥1)̇  

Shembull 4.2 Konsiderojmë sistemin mekanik, si në figurë 4.4, i cilit përbëhet nga dy 

masa 𝑀1 = 1 dhe  𝑀2 = 2, secila e forcuar në bazën fikse të spirales, që ka konstantë 

𝐾1 = 1  dhe 𝐾3 = 1, dhe të forcuara njëra me tjetrën nga një spirale e tretë, që ka 

konstantë 𝐾2 = 2. 

 Sistemi është lëshuar në kohën 𝑡 = 0, në pozitën në të cilën 𝑀1 ësthë 

zhvendosur 1 njësi në të majtë të pozitës ekuilibruese dhe 𝑀2 është zhvendosur 2 njësi 

në të djathtë të pozitës ekuilibruese. 

 Duke përjashtuar faktin e fërkimit, përcaktojmë pozitën e masës në kohën 𝑡. 

 

Figura 4. 4 Sistemi me dy masa i shembullit 4.2 

Zgjidhje: Le të jenë 𝑥1(𝑡) dhe 𝑥2(𝑡) zhvendosja e masave 𝑀1 dhe 𝑀2, respektivisht 

nga pozita e tyre ekuilibruese. Meqë efekti i fërkimit nuk merret parasysh, të vetmet 
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forca që veprojnë te masat janë 𝐹1, 𝐹2, 𝐹3, si në figurë. Zbatojmë ligjin e Njuton-it te 

lëvizjet e 𝑀1 dhe 𝑀2, pra  

𝑀1𝑥1̈ = 𝐹2 − 𝐹1 = 𝐾2(𝑥2 − 𝑥1) − 𝐾1𝑥1 

𝑀2𝑥̈2 = −𝐹3 − 𝐹2 = −𝐾3𝑥2 − 𝐾2(𝑥2 − 𝑥1) 

Nëse zëvendësohen vlerat e dhëna të 𝑀1, 𝑀2, 𝐾2, dhe 𝐾1 marrim 

𝑥̈1 + 3𝑥1 − 2𝑥2 = 0                                                     (2) 

2𝑥̈2 + 4𝑥2 − 2𝑥1 = 0                                                     (3) 

Marrim transformimin e Laplas-it te këto ekuacione dhe marrim: 

(𝑠2 + 3)𝑥1(𝑠) − 2𝑥2(𝑠) = 𝑠𝑥1(0) + 𝑥̇1(0) − 𝑥1(𝑠) + (𝑠
2 + 2)𝑥2(𝑠) = 

= 𝑠𝑥2(0) + 𝑥2̇(0) 

 Meqë 𝑥1(𝑡) dhe 𝑥2(𝑡) paraqesin zhvendosjen në të djathtë të pozitës 

ekuilibruese, atëherë kemi: 𝑥1(0) = −1 dhe 𝑥2(0) = 2. Meqë sistemi fillon prej 

gjendjes së qetësisë, vlenë që 𝑥̇1(0) = 𝑥̇2(0) = 0. 

 Duke futur këto kushte fillestare ekuacionet transformohen si vijon: 

(𝑠2 + 3)𝑥1(𝑠) − 2𝑥2(𝑠) = −𝑠                                             (4) 

−𝑥1(𝑠) + (𝑠
2 + 2)𝑥2(𝑠) = 2𝑠                                              (5) 

Prandaj:  

𝑥2(𝑠) =
2𝑠3 + 5𝑠

(𝑠2 + 4)(𝑠2 + 1)
=

𝑠

𝑠2 + 1
+

𝑠

𝑠2 + 4
  

 Tani, marrim transformimin invers të Laplas-it dhe marrim: 

𝑥2(𝑡) = cos 𝑡 + cos 2𝑡 

 Zëvendësojmë 𝑥2(𝑡) në (3) dhe marrim: 

𝑥1(𝑡) = 2𝑥2(𝑡) + 𝑥̈2(𝑡) = 2 cos 𝑡 + 2 cos 2𝑡 − cos 𝑡 − 4 cos 2𝑡 

pra: 

𝑥1(𝑡) = cos 𝑡 − 2 cos 2𝑡 

Pra pozitat e masave në kohën 𝑡 janë: 

𝑥1(𝑡) = cos 𝑡 − 2 cos 2𝑡 

𝑥2(𝑡) = cos 𝑡 + cos 2𝑡 
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Shembull 4.3 Një grimcë ma masë 𝑚 lëviz përgjatë boshtit 𝑥 dhe ajo tërhiqet drejt 

qendrës 𝑂 me intensitet të forcës 𝑘𝑥, (𝑘 > 0). Forca e amortizimit është dhënë me 

𝛽
𝑑𝑥

𝑑𝑡
, (𝛽 > 0) e cila vepron. 

 Diskutoni lëvizjen, duke shqyrtuar gjitha rastet, duke supozuar që  

𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥′(0) = 𝑣0 

Zgjidhje: Ekuacioni i lëvizjes është: 

𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝑘𝑥 − 𝛽

𝑑𝑥

𝑑𝑡
 

ose 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 2𝛼

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝜔2𝑥 = 0                                                   (6) 

ku  

𝛼 =
𝛽

2𝑚
, 𝜔2 =

𝑘

𝑚
 

 Marrim transformimin e Laplas-it për ekuacionin (6), me kushtet fillestare në 

konsideratë, kështu që fitojmë: 

𝑠2𝑥 − 𝑥0𝑠 − 𝑣0 + 2𝑎(𝑠𝑥 − 𝑥0) + 𝜔
2𝑥 = 0 

⇒ 𝑥 =
𝑠𝑥0 + (𝑣0 + 2𝑎𝑥0)

𝑠2 + 2𝑎𝑠 + 𝜔2
= 

=
(𝑠 + 𝛼)𝑥0

(𝑠 + 𝛼)2 + 𝜔2 − 𝛼2
+

𝑣0 + 𝛼𝑥0
(𝑠 + 𝛼)2 + 𝜔2 − 𝛼2

 

Rasti 1: 𝜔2 − 𝛼2 > 0 

Në këtë rast 

𝑥 = ℒ−1(𝑥) = 𝑥0𝑒
−𝑎𝑡 cos√𝜔2 − 𝑎2 +

𝑣0 + 𝑎𝑥0

√𝜔2 − 𝑎2
𝑒−𝑎𝑡 sin√𝜔2 − 𝑎2𝑡 

Lëvizja quhet amortizim oscilues (lëkundës). 
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Figura 4. 5 Lëvizje lëkundëse e zbutur 

 Grimca oscilon rreth 𝑂, lartësia e çdo oscilimi bëhet më i vogël vazhdimisht pas 

çdo lëkundje. Perioda e oscilimit është dhënë me 
2𝜋

√𝜔2−𝛼2
 dhe frekuencë 

√𝜔2−𝛼2

2𝜋
, kurse 

madhësia 
𝜔

2𝜋
 (pra 𝛼 = 0, s’ka amortizim) quhet frekuencë natyrore. 

Rasti 2:  𝜔2 − 𝛼2 = 0 

Në këtë rast, 

𝑋 = ℒ−1{𝑥} = ℒ−1 {
𝑥0
𝑠 + 𝛼

+
𝑣0 + 𝑥0
(𝑠 + 𝛼)2

} = 𝑥0𝑒
−𝛼𝑡 + (𝑣0 + 𝛼𝑥0)𝑡𝑒

−𝛼𝑡 

 Në këtë rast grimca nuk oscilon rreth 𝑂, ajo i afrohet 𝑂, por nuk e prek 

asnjëherë. 

 Lëvizja quhet lëvizja kritike amortizuese. 

 

Figura 4. 6 Lëvizja kritike amortizuese  
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Rasti 3:  𝜔2 − 𝑎2 < 0 

Në këtë rast, 

𝑋 = 𝓛−1{𝑥} = 𝓛−1 {
(𝑠 + 𝛼)𝑥

(𝑠 + 𝛼)2 − (𝛼2 − 𝜔2)
+

𝑣0 + 𝛼𝑥0
(𝑠 + 𝛼)2 − (𝛼2 − 𝜔2)

} = 

= 𝑥0 cosh√𝛼2 − 𝜔2 +
𝑣0 + 𝛼𝑥0

√𝛼2 − 𝜔2
sinh√𝛼2 − 𝜔2𝑡 

 Lëvizja quhet lëvizja e mbingarkuar 

 

Figura 4. 7 Lëvizje e mbingarkuar 

 

4.2 Disa zbatime të transformimeve Furie në inxhinieri 

4.2.1 Valët e zërit 

 

 Për të kuptuar zërin, më shumë të dimë se cilat nota duhet të luhen, ne duhet të 

dimë edhe formën e notave. Nëse një tel është i pastër dhe bën oscilime pafundësisht të 

holla pa amortizime, ai do të prodhojë nota të pastërta. Në jetën reale, telat kanë gjerësi 

dhe rreze të fundme. 

 Vibrimet përcillen përmes valëve të zërit në ajër përmes instrumenteve. Për 

shembull, spektri i violinës duke si në figurë, 
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Figura 4. 8 Spektri i një violine 

 Nga figura shihet që çdo frekuencë prodhohet nga violina (boshti vertikal është 

në decibel, e cila është masa logaritmike e intensiteti të zërit). E dimë se elementet e 

këtij spektri janë: fundamenti dhe harmonikat të cilat lidhen me seritë Furie, për notën 

që luhet. Tani ne duam ta dimë se nga kush vjen forma e ngjithjeve. 

 Në spektrin e violinës së mësipërme, ne mund të shohim që valët e zërit me 

frekuenca janë arbirtrarisht (të fiksuara) të mbyllura. 

 Transformimet Furie janë një aparat mjaft i fuqishëm për t’i përshkruar këto 

frekuenca. 

4.2.2 Transformimi Furie i “Pandës” dhe ”Macës” 

 Për një funksion real 𝑓(𝑡), transformimi Furie i tij nuk është e patjetërsueshme 

të jetë real. Pjesa imagjinare e transformimit Furie të një funksioni real është: 

𝐼𝑚[𝑓(𝑘)] =
𝑓(𝑘) − 𝑓(𝑘)∗

2𝑖
= 

=
1

2𝑖

1

2𝜋
[ ∫ 𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

− ∫ 𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

] =                             (7) 
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=
1

2𝜋
∫ 𝑓(𝑥) sin(𝑘𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞

= 𝑓𝑠(𝑘)                                        (8) 

 Kjo paraqet transformimin e Furie-së sipas sinuseve. Pra, pjesa imagjinare 

anulohet nëse funksioni nuk përmban sinusin, e cila ndodh nëse dhe vetëm nëse 

funskioni është çift. Për një funksion tek transformimi Furie është pastër imagjinar. Në 

përgjithësi për një funksion real, transformimi Furie përmbanë edhe pjesën reale edhe 

imagjinare. Kështu, mund të shkruajmë: 

𝑓(𝑘) = 𝑓𝑐(𝑘) + 𝑖𝑓𝑠(𝑘)                                                       (9) 

ku 𝑓𝑠 − transformimi i Furie-së sipas sinuseve,  

dhe 𝑓𝑐 − transformimi i Furie-së sipas kosinuseve. 

 Rrallë- herë 𝑓(𝑘) e ndajmë me pjesën reale dhe imagjinare, e cila realizohet në 

koordinata karteziane, për këtë na ndihmon nëse e shkruajmë atë përmes magnitudës 

dhe fazës në koordinata polare. Kështu kemi: 

𝑓(𝑘) = 𝐴(𝑘)𝑒𝑖∅(𝑘)  

ku 𝐴(𝑘) = |𝑓(𝑘)| − magnituda,  ∅(𝑘) − faza. 

 Energjia në formë të frekuencave (frequency mode) varet vetëm nga amplituda: 

𝐼 = 𝐴(𝜔)2 

 Fuqia është mjaft e përdorshme në bërjen e analizave të frekuencave të zërit, 

sepse ajo na tregon se sa të larta janë frekuencat. Por koncentrimi vetëm te amplitudat, 

nuk është e vetmja gjë që mund të bëjmë me transformimet Furie. Gjithashtu, ato 

përdoren edhe te fazat. 

 Për shembull, ne mund të marrim transformimin Furie të një fotografie. 

Supozojmë se kemi një fotografi (gray scale) e cila është 640 × 480 piksel. 

 Secili piksel është prej 0 deri 255, i cili lëviz prej të zezës (0) deri te e bardha 

(255). 

 Prandaj fotografia është funksion me dy ndryshore 𝑓(𝑥, 𝑦), ku  

0 ≤ 𝑥 ≤ 640, 0 ≤ 𝑦 ≤ 480 
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që merr vlera prej 0 deri 255. 

 Ne mund të marrim transformimin Furie të këtij funksioni, pra 

𝑓(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) =
1

2𝜋
∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑥𝑒−𝑘𝑦𝑦

∞

−∞

∞

−∞

                               (10) 

 Transformimi Furie 2𝐷 nuk është më i komplikuar se transformimi 1𝐷, thjeshtë, 

duhet të marrim dy integrale në vend të njërit. Si do ta bëjmë këtë?  Ja një shembull, 

 

Figura 4. 9 Transformimi Furie i një panda. Madhësia e tyre është e përqendruar afër 𝑘𝑥~𝑘𝑦~0, që 

korrespondon me ndryshimet e gjatësisë së valës së madhe, ndërsa faza duket e rastësishme  

 Të njëjtën mund ta bëjmë edhe për macen 

 

Figura 4. 10 Transformimi Furier i një mace. Madhësia është e përqendruar afër 𝑘𝑥~𝑘𝑦~0, por 

ndoshta jo aq sa panda, pasi ajo mace ka karakteristika më të vogla të gjatësisë së valës, ndërsa faza 

duket e rastësishme  

 Nëse marrim transformimin Furie mbrapsht, sigurisht, që do të fitojmë 

fotografinë origjinale të maces dhe pandës. 
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 Për, çdo të ndodhë nëse magnitudën e pandës e kombinojmë me fazën e macës, 

dhe e anasjellta. 

 

Figura 4. 11 Shndërrimi i anasjelltë të furierit të funksionit 𝐴𝑚𝑎𝑐𝑎(𝑘𝑥, 𝑘𝑦)𝑒
𝑖𝜙𝑝𝑎𝑛𝑑𝑎(𝑘𝑥,𝑘𝑦) në të majtë, 

dhe 𝐴𝑝𝑎𝑛𝑑𝑎(𝑘𝑥, 𝑘𝑦)𝑒
𝑖𝜙𝑚𝑎𝑐𝑎(𝑘𝑥,𝑘𝑦) në të djathtë 

 Siç shihet, faza është më e rëndësishme në rikonstruktimin e fotos origjinale, se 

sa faza.  

 Rëndësia e fazes është kritike edhe për shumë aplikime tjera inxhinierike, siç 

është analiza e sinjaleve. 

4.2.3 Përçimi i nxehtësisë në pllakën metalike 

 Transformimi Furie zbatohen edhe në problemin e përçimit të nxehtësisë në 

pllakën metalike ku temperatura 𝑇(𝑥, 𝑡) varet prej koordiatës hapësinore 𝑥 dhe kohës 

𝑡.  

 Modeli matematik i këtij problemi jepet si në vijim  

𝜕𝑇

𝜕𝑡
−
1

2

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
= 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 

1

2
− koeficienti i përçueshmërisë së nxehtësisë së pllakës (

𝑐𝑚2

𝑠
). 

𝑇(𝑥 + 1, 𝑡) = 𝑇(𝑥, 𝑡) 

dhe kushtin  fillestar 

𝑇(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) 
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 Marrim transformimet Furie në të dy anët, nga ana e majtë fitohet: 

1

2
 𝜑 [

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
] (𝑠, 𝑡) =

1

2
(2𝜋𝑖𝑠)2𝜑[𝑇](𝑠, 𝑡) = −2𝜋2𝑠2𝜑[𝑇](𝑠, 𝑡) 

dhe nga ana e djathtë  

𝜑 [
𝜕𝑇

𝜕𝑡
] (𝑠, 𝑡) = ∫

𝜕𝑇

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑠𝑥𝑑𝑥 =

∞

−∞

 

=
𝜕

𝜕𝑡
∫ 𝑇(𝑥, 𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑠𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

=
𝜕

𝜕𝑡
 𝜑[𝑇](𝑠, 𝑡) 

dhe fitohet  

𝜕 𝜑[𝑇](𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡
= −2𝜋2𝑠2𝜑[𝑇](𝑠, 𝑡) ⇒ 

𝜑[𝑇](𝑠, 𝑡) = 𝜑[𝑇](𝑠, 0)𝑒−2𝜋
2𝑠2𝑡2 = (

1

2𝜋
∫ 𝑇(𝑥, 0)𝑒−2𝜋𝑠𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

) 𝑒−2𝜋
2𝑠2𝑡2 = 

 

= (
1

2𝜋
∫ 𝑓(𝑥, 0)𝑒−2𝜋𝑠𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

)𝑒−2𝜋
2𝑠2𝑡2 = (𝜑[𝑓](𝑠))𝑒−2𝜋

2𝑠2𝑡2 = 

= (𝜑[𝑓](𝑠))(𝜑[𝑔](𝑠, 𝑡), 𝑔(𝑥, 𝑡)) =
1

√2𝜋𝑡 
𝑒−

𝑥2

2𝑡    ⇒ 

𝑇(𝑥, 𝑡) = 𝑔(𝑥, 𝑡) ∗ 𝑓(𝑥) = ∫
1

√2𝜋𝑡
𝑒−

(𝑥−𝑦)2

2𝑡 𝑓(𝑡)𝑑𝑦

∞

−∞
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V. ZBATIMET E TRANSFORMIMEVE TË LAPLAS-IT DHE 

TRANSFORMIMEVE E FURIE-SË NË ZGJIDHJEN E INTEGRALEVE MË 

KARAKTERISTIKE 

5.1 Zbatimi i transformimeve të Laplas-it në matematikë 

Pohimi 5.1  

i)  

ℒ{𝐻(𝑡 − 𝑐)} =
𝑒−𝑒𝑠

𝑠
, 𝑅𝑒(𝑠) > 0 

ii)  

ℒ{𝐻(𝑡 − 𝑐)𝑓(𝑡 − 𝑐)} = 𝑒−𝑒𝑠𝑓(𝑠), 𝑓(𝑠) = 𝐹(𝑝) 

Ku  

𝐻(𝑡 − 𝑐) = {
0,   𝑡 < 𝑐
1,   𝑡 > 𝑐

             , 𝑐 > 𝑜 

𝐻(𝑡 − 𝑐) – njihet si funksioni i Hivisaid-it (Heaviside) 

Vërtetim:  

i)  

ℒ{𝐻(𝑡 − 𝑐)} = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝐻(𝑡 − 𝑐)𝑑𝑡

∞

0

= ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

𝑐

= [
𝑒−𝑠𝑡

−𝑠
]|
∞
 
𝑐
= −

𝑒−𝑐𝑠

−𝑐
=
𝑒−𝑐𝑠

𝑠
 

ii)  

ℒ{𝐻(𝑡 − 𝑐)𝑓(𝑡 − 𝑐)} = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝐻(𝑡 − 𝑐)𝑓(𝑡 − 𝑐)𝑑𝑡

∞

0

= ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡 − 𝑐)𝑑𝑡

∞

0

= 

= ∫ 𝑒−𝑠(𝑡+𝑐)𝑓(𝑡 − 𝑐 + 𝑐)𝑑𝑡

∞

0

= ∫ 𝑒−𝑠(𝑡+𝑐)𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

= 𝑒−𝑒𝑠𝑓(𝑠) 

Pohimi 5.2  

ℒ{ln 𝑡} = −
ln 𝑠

𝑠
−
𝛾

𝑠
 

ku 

𝛾 = −∫ 𝑒−𝑡 ln 𝑡 𝑑𝑡

∞

0

= 0,5772156629… 

e njohur si konstanta e Euler-it. 

Vërtetim: Vlen të tregojmë që 𝑓(𝑠) është funksion analitik për 𝑅𝑒(𝑠) > 0 

Marrim vlerën reale 𝑠 > 0. 
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Prej përkufizimit 𝑓(𝑠) është  

𝑓(𝑠) = ∫ 𝑒−𝑠𝑡 ln 𝑡 𝑑𝑡

∞

0

 

Zëvendësojm ndryshoren 𝑥 = 𝑠𝑡 

𝐹(𝑝) = 𝑓(𝑠) = ∫ 𝑒−𝑥 ln (
𝑥

𝑠
)
𝑑𝑥

𝑠

∞

0

=
1

𝑠
∫ 𝑒−𝑥(ln 𝑥 − ln 𝑠)𝑑𝑥

∞

0

= 

= −
ln(𝑠)

𝑠
∫ 𝑒−𝑥𝑑𝑥

∞

0

+
1

𝑠
∫ 𝑒−𝑥 ln 𝑥 𝑑𝑥

∞

0

= −
ln 𝑠

𝑠
−
𝛾

𝑠
     𝑝ë𝑟  𝑅𝑒(𝑠) > 0 

Vazhdueshmëria analitike në gjysmërrafshin e djathë është: 

𝑓(𝑠) = −
ln 𝑠

𝑠
−
𝛾

𝑠
 

 

Figura 5. 1 Paraqitje grafike e  ℒ{𝑙𝑛 𝑡} 

Pohimi 5.3  

i)  

ℒ{𝑡𝑣 ln 𝑡} = −
1

𝑠𝑣+1
Γ(𝑣 + 1)(𝜓(𝑣 + 1) − ln 𝑠)    𝑝ë𝑟  𝑅𝑒(𝑠) > 0 

Ku 𝜓 është funksioni digama 

ii)  

ℒ{ln 𝑡} =
−𝛾 − ln 𝑠

𝑠
 

ku 𝛾 është konstanta e Eulerit: 𝛾 = −0,5772156629… 

Vërtetim:  
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i) Përkufizimi 

𝑓(𝑠) = ℒ{𝑡𝑣 ln 𝑡} = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑡𝑣 ln 𝑡 𝑑𝑡

∞

0

 

Ky integral 𝑓(𝑠) përkufizohet për 𝑅𝑒(𝑠) > 0. 

Shënojmë që integrali konvergjon uniformisht për 𝑅𝑒(𝑠) ≥ 𝑐 > 0. 

Në këtë domen mund të futet derivati brenda integralit. 

𝑓′(𝑠) = ∫
𝜕

𝜕𝑠
(𝑒−𝑠𝑡𝑡𝑣 ln 𝑡)𝑑𝑡

∞

0

= −∫ 𝑡𝑒−𝑠𝑡𝑡𝑣 ln 𝑡 𝑑𝑡

∞

0

 

Pasi që 𝑓′(𝑠) gjithashtu ekziston për 𝑅𝑒(𝑠) > 0, 𝑓(𝑠) është analitik në atë domen. 

Le të jetë 𝜎 numër real pozitiv. Marrim zëvendësimin 𝑥 = 𝜎𝑡 

𝑓(𝜎) = ℒ{𝑡𝑣 ln 𝑡} = ∫ 𝑒−𝜎𝑡𝑡𝑣 ln 𝑡 𝑑𝑡

∞

0

= ∫ 𝑒−𝑥 (
𝑥

𝜎
)
𝑣

ln
𝑥

𝜎
∙
1

𝜎
𝑑𝑥

∞

0

= 

=
1

𝜎𝑣+1
∫ 𝑒−𝑥𝑥𝑣(ln 𝑥 − ln 𝜎)𝑑𝑥

∞

0

=
1

𝜎𝑣+1
(∫ 𝑒−𝑥𝑥𝑣 ln 𝑥 𝑑𝑥

∞

0

− ln 𝜎∫ 𝑒−𝑥𝑥𝑣
∞

0

𝑑𝑥) = 

=
1

𝜎𝑣+1
(∫

𝜕

𝜕𝑣
(𝑒−𝑥𝑥𝑣)𝑑𝑥

∞

0

 − ln 𝜎 Γ(𝑣 + 1)) = 

=
1

𝜎𝑣+1
(
𝑑

𝑑𝑣
∫(𝑒−𝑥𝑥𝑣)𝑑𝑥

∞

0

 − ln 𝜎 Γ(𝑣 + 1)) = 

=
1

𝜎𝑣+1
(
𝑑

𝑑𝑣
Γ(𝑣 + 1)  − ln 𝜎 Γ(𝑣 + 1)) = 

=
1

𝜎𝑣+1
Γ(𝑣 + 1) (

Γ′(𝑣 + 1)

Γ(𝑣 + 1)
 − ln 𝜎) = 

=
1

𝜎𝑣+1
Γ(𝑣 + 1)( 𝜓(𝑣 + 1) − ln 𝜎) 

pra 

𝑓(𝜎) =
1

𝜎𝑣+1
Γ(𝑣 + 1)( 𝜓(𝑣 + 1) − ln 𝜎) 

Shënojmë që funksioni 

𝑓(𝑠) =
1

𝑠𝑣+1
Γ(𝑣 + 1)( 𝜓(𝑣 + 1) − ln 𝑠) 
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Është funksion analitik i vazhdueshëm i 𝑓(𝜎), prandaj ne mund të definojmë 

transformimin e Laplas-it për çdo 𝑠 në gjysmërrafshin e djathtë. 

ℒ{𝑡𝑣 ln 𝑡} =
1

𝑠𝑣+1
Γ(𝑣 + 1)( 𝜓(𝑣 + 1) − ln 𝑠)  për 𝑅𝑒(𝑠) > 0 

ii) Nëse marim 𝑣 = 0, fitojmë: 

ℒ{𝑡𝑣 ln 𝑡} = ℒ{𝑡0 ln 𝑡} = ℒ{ln 𝑡} =
1

𝑠0+1
Γ(0 + 1)( 𝜓(0 + 1) − ln 𝑠) = 

=
1

𝑠
Γ(1)( 𝜓(1) − ln 𝑠) =

−𝛾 − ln 𝑠

𝑠
 

Pra 

ℒ{ln 𝑡} =
−𝛾 − ln 𝑠

𝑠
 

 

Pohimi 5.4  

i)   

ℒ{𝛿(𝑡)} = 1 

ii)   

ℒ{𝛿(𝑡 − 𝑎)} = 𝑒−𝑠𝑎,    për 𝑎 > 0 

ku 

𝛿(𝑡) = {
0       për    𝑡 ≠ 0
∞      për    𝑡 = 0

 

ashtu që 

lim
𝜀→0

∫𝛿(𝑡)

𝜀

0

𝑑𝑡 = 1 

quhet funksioni impulsiv i Dirakut 

Vërtetim: 

i) Le të jetë 𝜀 ∈ ℝ+ përkufizojmë funksionin real  𝐹 𝜀: ℝ → ℝ, 

𝐹 𝜀(𝑡): = {

0,               𝑡 < 0  
1

𝜀
,        0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜀

0,                 𝜀 < 𝑡

 

atëherë  

𝛿(𝑡) = lim
𝜀→0

𝐹 𝜀(𝑡) 

ℒ{𝐹 𝜀(𝑡)} =
1 − 𝑒−𝑠𝜀

𝜀𝑠
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Pra 

ℒ{𝛿(𝑡)} = ℒ {lim
𝜀→0

𝐹 𝜀(𝑡)} = lim
𝜀→0
ℒ{𝐹 𝜀(𝑡)} = lim

𝜀→0

1 − 𝑒−𝑠𝜀

𝜀𝑠
= lim
𝜀→0

𝑠𝑒−𝑠𝜀

𝑠
= 𝑠−𝑠∙0 = 1 

d.m.th. 

ℒ{𝛿(𝑡)} = 1 

ii) E dimë që nëse ℒ{𝑓(𝑡)} = 𝑓(𝑠) dhe  

𝐺(𝑡) = {
𝐹(𝑡 − 𝑎),       𝑡 > 0
        0,             𝑡 < 0

 

atëherë  

ℒ{𝐺(𝑡)} = 𝑒−𝑎𝑠𝑓(𝑠) 

Nga i) kemi ℒ{𝛿(𝑡)} = 1,      𝐺(𝑡) = {
𝛿(𝑡 − 𝑎),       𝑡 > 0
        0,             𝑡 < 0

 

ℒ{𝐺(𝑡)} = ℒ{𝛿(𝑡 − 𝑎)} = 𝑒−𝑎𝑠𝑓(𝑠) = 𝑒−𝑎𝑠 ∙ 1 = 𝑒−𝑎𝑠 

 

Figura 5. 2 Zgjidhja y(t) në funksion të kohës t 

Pohimi 5.5  

∫
sin 𝑡𝑥

𝑥
𝑑𝑥

∞

0

=
𝜋

2
[2𝐻(𝑡) − 1] =

{
 
 

 
     

𝜋

2
,        𝑡 > 0

    0,         𝑡 = 0

−
𝜋

2
,       𝑡 < 0

 

Vërtetim: Le të marrim 

𝑓(𝑠) = ℒ {∫
sin 𝑡𝑥

𝑥
𝑑𝑥

∞

0

} = ∫ 𝑒−𝑠𝑡
∞

0

∫
sin 𝑡𝑥

𝑥
𝑑𝑥

∞

0

𝑑𝑡 

Tani ndryshojmë rendin e integrimit, kështu që: 
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𝑓(𝑠) = ∫
1

𝑥
 [∫ 𝑒−𝑠𝑡
∞

0

sin 𝑡𝑥 𝑑𝑡] 𝑑𝑥

∞

0

= ∫
𝑑𝑥

𝑠2 + 𝑥2

∞

0

 

Pasi që faktori në kllapat e mesme (katrore) paraqet një transformim të Laplas-it të 

funksionit sin 𝑡𝑥.  

Integrali në të djathtë është elementar. Pra  

𝑓(𝑠) = ∫
𝑑𝑥

𝑠2 + 𝑥2

∞

0

=
1

𝑠
tan−1 (

𝑥

𝑠
)|
∞
 
0
=
𝜋

2𝑠
 

Në bazë të vetive të transformimeve të Laplas-it kemi: 

𝑓(𝑠) = ∫
1

𝑥
ℒ{sin 𝑡𝑥}

∞

0

𝑑𝑥 =
𝜋

2𝑠
=
𝜋

2
∙
1

𝑠
                                     /ℒ−1 

𝐹(𝑡) =
𝜋

2
∙ 1 

𝐹(𝑡) =
𝜋

2
 

𝐹(𝑡) = ∫
sin 𝑡𝑥

𝑥
𝑑𝑥

∞

0

 

𝐹(−𝑡) = −𝐹(𝑡), 

Sepse sin(−𝑡𝑥) = −sin 𝑡𝑥,  nëse 𝑡 = 0 ⟹ 𝐹(0) = 0 ⟹ 

∫
sin 𝑡𝑥

𝑥
𝑑𝑥

∞

0

=
𝜋

2
[2𝐻(𝑡) − 1] =

{
 
 

 
     

𝜋

2
,     𝑡 > 0

    0,      𝑡 = 0

−
𝜋

2
,    𝑡 < 0

 

 

Figura 5. 3 ∫
𝑠𝑖𝑛 𝑡𝑥

𝑥
 𝑑𝑥

∞

0
, funksioni shkallë 
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Pohimi 5.6 

2𝑒−𝑡 +∫sin(𝑡 − 𝜏) 𝑦(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

= 2𝑡 − 2 + 4𝑒−𝑡,      për 𝑡 > 0 

Vërtetim: Transformimi i Laplas-it i ekuacionit integral është: 

𝑌(𝑠) =
2

𝑠 + 1
+ ℒ {∫sin(𝑡 − 𝜏) 𝑦(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

} 

Dhe pas zbatimit të teoremës 2.21 së konvulucionit në termin e fundit të ekuacionit 

𝑌(𝑠) do të kemi: 

𝑌(𝑠) =
2

𝑠 + 1
+
𝑌(𝑠)

𝑠2 + 1
 

Zgjidhja për 𝑌(𝑠) dhe rezultatin e zbërthejmë në thyesa elementare dhe marrim 

𝑌(𝑠) =
2(𝑠2 + 1)

𝑠2(𝑠 + 1)
=
2

𝑠2
−
2

𝑠
+

4

𝑠 + 1
 

Marrja e transformimit invers të Laplas-it tregon zgjidhjen që duhet 

ℒ−1{𝑌(𝑠)} = ℒ−1 {
2

𝑠2
−
2

𝑠
+

4

𝑠 + 1
} = ℒ−1 {

2

𝑠2
} − ℒ−1 {

2

𝑠
} + ℒ−1 {

4

𝑠 + 1
} = 

= 2𝑡 − 2 + 4𝑒−𝑡         për  𝑡 > 0 

Pohimi 5.7  

ℒ{sin√𝑥}(𝑠) =
√𝜋𝑒

−
1
4𝑠

2𝑠
3
2

 

Vërtetim: Zbërthejmë funksionin sin√𝑥 në seri fuqi, për të cilin marrim: 

𝑠𝑖𝑛√𝑥 = ∑
(−1)𝑛(√𝑥)

2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
 

∞

𝑛=0

=∑
(−1)𝑛𝑥

2𝑛+1
2

(2𝑛 + 1)!
 

∞

𝑛=0

=∑
(−1)𝑛

(2𝑛 + 1)!
 𝑥𝑛+

1
2

∞

𝑛=0

 

ℒ{sin√𝑥}(𝑠) = ∑
(−1)𝑛

(2𝑛 + 1)!
 
Γ(n +

1
2 + 1)

𝑠𝑛+
1
2
+1

∞

𝑛=0

= 

=
1

𝑠𝑛+
3
2

∑
(−1)𝑛

(2𝑛 + 1)!
 
[2(𝑛 + 1)]!

𝑠𝑛4𝑛+1(𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

√𝜋 = 

=
√𝜋

𝑠
3
2

∑
(−1)𝑛2(𝑛 + 1)

𝑛! 4(𝑛 + 1)
 (
1

4𝑠
)
𝑛∞

𝑛=0

=
√𝜋𝑒

−
1
4𝑠

2𝑠
3
2
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Pohimi 5.8  

ℒ{cos √𝑥}(𝑠) =
1

𝑆
∑

(−1)𝑛

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2) + ⋯(2𝑛)
 
1

𝑆𝑛

∞

𝑛=0

 

Vërtetim: Zbërthejmë funksionin cos √𝑥 në seri fuqi, për të cilin marrim: 

cos √𝑥 = ∑
(−1)𝑛(√𝑥)

2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

=∑
(−1)𝑛𝑥𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

 

ℒ{cos √𝑥}(𝑠) = ∑
(−1)𝑛

(2𝑛)!
 
𝑛!

𝑠𝑛+1

∞

𝑛=0

=
1

𝑆
∑

(−1)𝑛

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2) + ⋯(2𝑛)
 
1

𝑆𝑛

∞

𝑛=0

 

Pohimi 5.9  

∫ 𝑒−3𝑥 sinh(𝑥) sin(𝑥) 𝑑𝑥

∞

0

=
6

85
 

Vërtetim: Le të nisemi nga  

sinh(𝑥) =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
, 𝑘 > 0 − konstantë 

Atëherë 

∫ 𝑒−𝑘𝑥 sinh(𝑥) sin(𝑥) 𝑑𝑥

∞

0

=
1

2
∫ 𝑒−𝑘𝑥𝑒𝑥 sin(𝑥) 𝑑𝑥

∞

0

−
1

2
∫ 𝑒−𝑘𝑥𝑒−𝑥 sin(𝑥) 𝑑𝑥

∞

0

= 

=
1

2
ℒ{𝑒𝑥 sin(𝑥)}(𝑘) −

1

2
ℒ{𝑒−𝑥 sin(𝑥)}(𝑘) = 

= ⌈𝑠ℎ𝑖ℎ 𝑡𝑎𝑏𝑒𝑙ë𝑛 2.1 𝑛ë 𝑝𝑖𝑘ë𝑛 11⌉ = 

=
1

2
[

1

(𝑘 − 1)2 + 12
−

1

(𝑘 + 1)2 + 12
] =

2𝑘

𝑘4 + 4
 

Tani për 𝑘 = 3 fitohet rezultati i kërkuar, pra: 

2𝑘

𝑘4 + 4
=

2 ∙ 3

34 + 4
=
6

85
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Figura 5. 4 Grafiku i funksionin  𝑒−3𝑥 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑥) 𝑠𝑖𝑛(𝑥) 

Pohimi 5.10  

∫ 𝑒−√2𝑥
sinh(𝑥) sin 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

∞

0

=
𝜋

8
 

Vërtetim: Nisemi nga  

∫ 𝑒−𝑘𝑥
sinh(𝑥) sin 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

∞

0

=
1

2
∫ 𝑒−𝑘𝑥

𝑒𝑥 sin 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

∞

0

−
1

2
∫ 𝑒−𝑘𝑥

𝑒−𝑥 sin 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

∞

0

= 

=
1

2
∫ ℒ{𝑒𝑥 sin 𝑥}(𝑢)𝑑𝑢

∞

𝑘

−
1

2
∫ ℒ{𝑒−𝑥 sin 𝑥}(𝑢)𝑑𝑢

∞

𝑘

= 

= ⌈𝑠ℎ𝑖ℎ 𝑡𝑎𝑏𝑒𝑙ë𝑛 2.1 𝑛ë 𝑝𝑖𝑘ë𝑛 11⌉ = 

=
1

2
∫

1

(𝑢 − 1)2 + 12
𝑑𝑢

∞

𝑘

−
1

2
∫

1

(𝑢 + 1)2 + 12
𝑑𝑢

∞

𝑘

=
1

2
tan−1(𝑢)|

𝑘 + 1
 

𝑘 − 1
= 

=
1

2
(tan−1(𝑘 + 1) − tan−1(𝑘 − 1)  ) =

1

2
tan−1

2

𝑘2
  

Për 𝑘 = √2 fitohet rezultati i kërkuar, pra: 

1

2
tan−1

2

𝑘2
 =
1

2
tan−1 1 =

1

2
∙
𝜋

4
=
𝜋

8
 

Pohimi 5.11 

ℒ{erf(√𝑡)} =
1

𝑠√1 + 𝑠
 

Ku 
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erf(𝑥) =
2

√𝜋
∫𝑒−𝑡

2

𝑥

0

𝑑𝑡 

Vërtetim: Nga përkufizimi i erf(𝑥) − funksioni i gabimit (error function) kemi: 

erf(√𝑡) =
2

√𝜋
∫ 𝑒−𝑥

2

√𝑡

0

𝑑𝑥 =
2

√𝜋
∫ [1 −

𝑥2

1!
+
𝑥4

2!
−
𝑥6

3!
+ ⋯ ]

√𝑡

0

𝑑𝑥 = 

=
2

√𝜋
[𝑥 −

𝑥3

3 ∙ 1!
+

𝑥5

5 ∙ 2!
−

𝑥7

7 ∙ 3!
+ ⋯ ]|

√𝑡
 
0

=
2

√𝜋
[𝑡
1
2 −

𝑡
3
2

3 ∙ 1!
+

𝑡
5
2

5 ∙ 2!
−

𝑡
7
2

7 ∙ 3!
+ ⋯ ] 

Marrim transformimin e Laplas-it për të dy anët e ekuacionit dhe do të kemi: 

ℒ{erf(√𝑡)} =
2

√𝜋
ℒ {[𝑡

1
2 −

𝑡
3
2

3 ∙ 1!
+

𝑡
5
2

5 ∙ 2!
−

𝑡
7
2

7 ∙ 3!
+ ⋯ ]} 

Zbatojmë vetinë e linearitetit te ekuacioni i fundit dhe do të kemi: 

ℒ{erf(√𝑡)} =
2

√𝜋
[
Γ (
3
2)

𝑠
3
2

−
Γ(
5
2)

𝑠
5
2 ∙ 3 ∙ 1!

+
Γ (
7
2)

𝑠
7
2 ∙ 5 ∙ 2!

−
Γ (
9
2)

𝑠
9
2 ∙ 7 ∙ 3!

+ ⋯ ] = 

=
2

√𝜋
∙
Γ (
3
2)

𝑠
3
2

[1 −
1

2
(
1

𝑠
) +

1 ∙ 3

2 ∙ 4
(
1

𝑠
)
2

−
1 ∙ 3 ∙ 5

2 ∙ 4 ∙ 6
(
1

𝑠
)
3

+⋯] = 

=
1

𝑠
3
2

(1 +
1

𝑠
)
−
1
2
=

1

𝑠√1 + 𝑠
  

pra  

ℒ{erf(√𝑡)} =
1

𝑠√1 + 𝑠
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Figura 5. 5 Paraqitja grafike e ℒ{𝑒𝑟𝑓(√𝑡)} 

Pohimi 5.12 

ℒ{erfc(√𝑡)} =
√1 + 𝑠 − 1

𝑠√1 + 𝑠
 

ku 

erfc(𝑥) =
2

√𝜋
∫𝑒−𝑡

2

𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

Vërtetim: Fillimisht japim një lemë e cila do të na ndihmojnë në vërtetimin e pohimit: 

Lemë 5.1 ([1]) erf(𝑥) + erfc(𝑥) = 1,  

ku erfc(𝑥) −funksioni komplementar i gabimit  

 

Figura 5. 6 Interpretimi grafik i lëmës 5.1 nëpërmjet softuerit Wolfram Mathematica 
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Nga lema 5.1 kemi që: 

erfc(√𝑡) = 1 − erf(√𝑡) ⟹  ℒ{erfc(√𝑡)} = ℒ {1 − ℒ{erf(√𝑡)}} 

Zbatojm vetinë e linearitetit te ekuacioni i fundit dhe do të kemi: 

ℒ{erfc(√𝑡)} = ℒ{1} − ℒ{erf(√𝑡)} =
1

𝑠
−

1

𝑠√1 + 𝑠
 

Pra 

ℒ{erfc(√𝑡)} =
√1 + 𝑠 − 1

𝑠√1 + 𝑠
 

 

Figura 5. 7 Paraqitja grafike e  ℒ{𝑒𝑟𝑓𝑐(√𝑡)} 

Pohimi 5.13 

∫ 𝑡𝑒−3𝑡 erf(√𝑡) 𝑑𝑡

∞

0

=
11

144
 

Vërtetim: Nga pohimi 5.11 kemi që: 

ℒ{erf(√𝑡)} =
1

𝑠√1 + 𝑠
⟹  

ℒ{𝑡 erf(√𝑡)} = (−1)
𝑑

𝑑𝑠
 [

1

𝑠√1 + 𝑠
] = −

2 + 𝑠

2𝑠2(1 + 𝑠)
3
2

                          (∗) 

Nga përkufizimi i transformimit të Laplas-it kemi: 

ℒ{𝑡 erf(√𝑡)} = ∫ 𝑡 erf(√𝑡) 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

                                   (∗∗) 

Nga (∗) dhe (∗∗) kemi: 
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∫ 𝑡 erf(√𝑡) 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

=
2 + 3𝑠

2𝑠2(1 + 𝑠)
3
2

 

Marrim zëvendësimin 𝑠 = 3 për ekuacionin e mësipërm 

∫ 𝑡𝑒−3𝑡 erf(√𝑡) 𝑑𝑡

∞

0

=
11

2 ∙ 32 ∙ (1 + 3)
3
2

=
11

144
 

Pohimi 5.14 

∫ 𝑒−(𝑠−2)𝑡 erf(√𝑡) 𝑑𝑡

∞

0

=
1

(𝑠 − 2)√𝑠 − 1
 

Vërtetim: Nga pohimi 5.11 kemi: 

ℒ{erf(√𝑡)} =
1

𝑠√1 + 𝑠
 

Nga teorema e zhvendosjes për transformimet e Laplas-it kemi: 

ℒ{e2t erf(√𝑡)} =
1

(𝑠 − 2)√𝑠 − 1
                                            (∗) 

Nga përkufizimi i transformimit të Laplas-it kemi: 

ℒ{e2t erf(√𝑡)} = ∫ 𝑒−(𝑠−2)𝑡 erf(√𝑡) 𝑑𝑡

∞

0

                                 (∗∗) 

Nga (∗) dhe (∗∗) kemi: 

∫ 𝑒−(𝑠−2)𝑡 erf(√𝑡) 𝑑𝑡

∞

0

=
1

(𝑠 − 2)√𝑠 − 1
 

Pohimi 5.15 

∫ 𝑒−2𝑡 {
d

𝑑𝑡
erf(2√𝑡)} 𝑑𝑡

∞

0

= √
2

3
 

Vërtetim: E pamë që  

ℒ{erf(√𝑡)} =
1

𝑠√1 + 𝑠
 

Nga vetia e ndërrimit të shkallës për transformimin të Laplas-it kemi: 

ℒ{erf(2√𝑡)} =
1

4

[
 
 
 

1

𝑠
4
√1 +

𝑠
4]
 
 
 

⟹ 
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⟹ ℒ{erf(2√𝑡)} =
2

𝑠√4 + 𝑠
 

Tani përdorim vetinë e derivatit të funksionit te transformimi i Laplas-it dhe marrim: 

ℒ {
𝑑

𝑑𝑡
erf(2√𝑡)} = 𝑠

2

𝑠√4 + 𝑠
− 0 ⟹ 

⟹ ℒ {
𝑑

𝑑𝑡
erf(2√𝑡)} =

2

√4 + 𝑠
                                            (∗) 

Nga përkufizimi i transformimit të Laplas-it kemi: 

ℒ {
𝑑

𝑑𝑡
erf(2√𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑠𝑡 {

𝑑

𝑑𝑡
erf(2√𝑡)} 𝑑𝑡

∞

0

                             (∗∗) 

Nga (∗) dhe (∗∗) kemi: 

∫ 𝑒−𝑠𝑡 {
𝑑

𝑑𝑡
erf(2√𝑡)} 𝑑𝑡

∞

0

=
2

√4 + 𝑠
 

Marrim zëvendësimin 𝑠 = 2 në ekuacionin e mësipërm dhe kemi: 

∫ 𝑒−2𝑡 {
d

𝑑𝑡
erf(2√𝑡)} 𝑑𝑡

∞

0

= √
2

3
 

Pohimi 5.16 Le të jetë 𝑛 një numër jonegativ i plotë, dhe 𝑥 dhe 𝑦 dy numra real. Atëherë 

(𝑥 + 𝑦)𝑛 =∑
𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

Ku 𝑜𝑜- interpretohet si një, sa herë që 𝑥 = 0 ose 𝑦 = 0 

Vërtetim: Për 𝑥 = 0 ose 𝑦 = 0 vërtetimi është i qartë. 

Le të jetë 𝑡 > 0 një numër real pozitiv, atëherë transformimi i Laplas-it për (1 + 𝑡)𝑛, 

për 𝑠 > 0 jepet me: 

ℒ{(1 + 𝑡)𝑛}(𝑠) = ∫(1 + 𝑡)𝑛𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

=
1

𝑠
+
𝑛

𝑠
ℒ{(1 + 𝑡)𝑛−1}(𝑠) = 

= ⌈Përdorim integrimin me pjesë⌉ = 

=
1

𝑠
+
𝑛

𝑠2
+
𝑛(𝑛 − 1)

𝑠2
ℒ{(1 + 𝑡)𝑛−𝑠}(𝑠) = ⋯ =∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑘)!

𝑛

𝑘=0

∙
1

𝑠𝑘+1
 

Marrim transformimin invers të Laplas-it dhe kemi: 
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ℒ−1{ℒ{(1 + 𝑡)𝑛}(𝑠)} = (1 + 𝑡)𝑛 = ℒ−1 {∑
𝑛!

(𝑛 − 𝑘)!

𝑛

𝑘=0

∙
1

𝑠𝑘+1
} (𝑡) = 

=∑
𝑛!

(𝑛 − 𝑘)!

𝑛

𝑘=0

ℒ−1 {
1

𝑠𝑘+1
} (𝑡) 

Pra 

(1 + 𝑡)𝑛 =∑
𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!

𝑛

𝑘=0

𝑡𝑘                                             (∗) 

Në mënyrë të ngjajshme tregohet që: 

(1 − 𝑡)𝑛 =∑
𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!

𝑛

𝑘=0

(−𝑡)𝑘                                   (∗∗) 

Nga ekuacioni (∗∗) shihet se plotësohet për çdo 𝑡 ∈ ℝ.  

Vërtetimi arrihet pas zëvendësimit të 𝑡 =
𝑥

𝑦
 të (∗) 

Pohimi 5.17 Paraqitja në seri të Makloren-it e funksionit cos(𝑥) është: 

cos(𝑥) = ∑(−1)𝑛
𝑥2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

= 1 −
𝑥2

2!
+
𝑥4

4!
−
𝑥6

6!
+ ⋯             ∀𝑥 ∈ ℝ 

Vërtetim: Nisemi nga 

ℒ{cos 𝑡}(𝑠) = ∫ cos 𝑡 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

 

Shfrytëzojmë integrimin me pjesë dhe do të kemi: 

𝑢 = cos 𝑡 ,           𝑑𝑢 = −sin 𝑡 𝑑𝑡, 

𝑑𝑣 = 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡,             𝑣 = −
𝑒−𝑠𝑡

𝑠
 

ℒ{cos 𝑡}(𝑠) = [cos 𝑡 (−
𝑒−𝑠𝑡

𝑠
)]|
∞
 
0
−
1

𝑠
∫(sin 𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

=
1

𝑠
−
1

𝑠
∫(sin 𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

= 

=
1

𝑠
−
1

𝑠
{[sin 𝑡 (−

𝑒−𝑠𝑡

𝑠
)]|
∞
 
0
+
1

𝑠
∫(cos 𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

} =
1

𝑠
−
1

𝑠2
∫(cos 𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

= ⋯ = 

=
1

𝑠
−
1

𝑠3
+
1

𝑠5
−
1

𝑠7
+⋯ =∑(−1)𝑘

1

𝑠2𝑘+1

𝑛

𝑘=0

 

Marrim transformimin invers të Laplas-it 
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cos 𝑡 = ℒ−1{ℒ{cos 𝑡}}(𝑡) = ℒ−1 [∑(−1)𝑘
1

𝑠2𝑘+1

𝑛

𝑘=0

] (𝑡) = 

=∑ℒ−1 [(−1)𝑘
1

𝑠2𝑘+1
] (𝑡)

𝑛

𝑘=0

=∑(−1)𝑘
𝑥2𝑘

(2𝑘)!

∞

𝑘=0

 

Marrim zëvendësimin 𝑘 = 𝑛 në ekuacionin e mësipërm dhe kemi: 

cos(𝑥) = ∑(−1)𝑛
𝑥2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

 

Pohimi 5.18 Paraqitja në seri të Makloren-it e funksionit sin(𝑥) është: 

sin(𝑥) = ∑(−1)𝑛
𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

= 𝑥 −
𝑥3

3!
+
𝑥5

5!
−
𝑥7

7!
+⋯             ∀𝑥 ∈ ℝ 

Vërtetim: Nisemi nga 

ℒ{sin 𝑡}(𝑠) = ∫ sin 𝑡 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

 

Shfrytëzojmë integrimin me pjesë dhe do të kemi: 

𝑢 = sin 𝑡 ,           𝑑𝑢 = cos 𝑡 𝑑𝑡, 

𝑑𝑣 = 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡,             𝑣 = −
𝑒−𝑠𝑡

𝑠
 

ℒ{sin 𝑡}(𝑠) = [sin 𝑡 (−
𝑒−𝑠𝑡

𝑠
)]|
∞
 
0
+
1

𝑠
∫(cos 𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

= 

= 0 +
1

𝑠
ℒ{cos 𝑡}(𝑠) =

1

𝑠
 ℒ{cos 𝑡}(𝑠) 

Nga pohimi 5.17 kemi: 

ℒ{sin 𝑡}(𝑠) =
1

𝑠
ℒ{cos 𝑡}(𝑠) =

1

𝑠
(
1

𝑠
−
1

𝑠3
+
1

𝑠5
−
1

𝑠7
+⋯) = 

=
1

𝑠2
−
1

𝑠4
+
1

𝑠6
−
1

𝑠8
+⋯ =∑(−1)𝑘

1

𝑠2𝑘+2

∞

𝑘=0

 

Marrim transformimin invers të Laplas-it 

sin 𝑡 = ℒ−1{ℒ{sin 𝑡}}(𝑡) = ℒ−1 [∑(−1)𝑘
1

𝑠2𝑘+2

𝑛

𝑘=0

] (𝑡) = 
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=∑(−1)𝑘ℒ−1 [
1

𝑠2𝑘+2
] (𝑡)

𝑛

𝑘=0

=∑(−1)𝑘
𝑡2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!

∞

𝑘=0

 

Marrim zëvendësimin 𝑘 = 𝑛 në ekuacionin e mësipërm dhe kemi: 

sin(𝑥) = ∑(−1)𝑛
𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

 

Pohimi 5.19  

∫
sin 𝑡

𝑡
𝑑𝑡

∞

0

=
𝜋

2
 

Vërtetim: Ne e dimë që  

ℒ{sin(𝑎𝑡)} = ⌈𝑠ℎ𝑖ℎ 𝑡𝑎𝑏𝑒𝑙ë𝑛 2.1 𝑛ë 𝑝𝑖𝑘ë𝑛 7⌉ =
𝑎

𝑠2 + 𝑎2
,       (𝑠 > 0) 

ℒ {
sin(𝑎𝑡)

𝑡
} = ∫

𝑎

𝑠2 + 𝑎2
𝑑𝑠

∞

𝑠

= [tan−1 (
𝑠

𝑎
)]|
∞
 
𝑠
=
𝜋

2
− tan−1 (

𝑠

𝑎
) = cot−1 (

𝑠

𝑎
)  … (∗) 

Nga ana tjetër nga definicioni i transformimit të Laplas-it kemi: 

ℒ {
sin(𝑎𝑡)

𝑡
} = ∫ 𝑒−𝑠𝑡

sin(𝑎𝑡)

𝑡
 𝑑𝑡

∞

0

                                   … (∗∗) 

Nga (∗) dhe (∗∗) kemi: 

∫ 𝑒−𝑠𝑡
sin(𝑎𝑡)

𝑡
 𝑑𝑡

∞

0

= cot−1 (
𝑠

𝑎
) 

Marrim zëvendësimin 𝑎 = 1 dhe 𝑠 = 0 në ekuacionin e mësipërm dhe kemi:  

∫
sin 𝑡

𝑡
𝑑𝑡

∞

0

= cot−1 0 =
𝜋

2
 

Pohimi 5.20 (funksioni Beta) Të vërtetohet që  

𝐵(𝑎, 𝑏) =
Γ(𝑎)Γ(𝑏)

Γ(𝑎 + 𝑏)
,               (𝑎, 𝑏 > 0) 

𝐵- është funksioni Beta 

Γ- është funksioni Gama 

Vërtetim: Le të marrim 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑎−1, 𝑔(𝑡) = 𝑡𝑏−1 ku (𝑎, 𝑏 > 0) atëherë  
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(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑡) = ∫𝜏𝑎−1(𝑡 − 𝜏)𝑏−1𝑑𝜏

𝑡

0

 

Marrim zëvendësimin 𝜏 = 𝑢𝑡 dhe kemi: 

(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑡) = 𝑡𝑎+𝑏−1∫𝑢𝑎−1(1 − 𝑢)𝑏−1𝑑𝑢

1

0

 

termi  

Γ(𝑎) = ∫ 𝑢𝑎−1𝑒−𝑢𝑑𝑢

∞

0

 

paraqet funksionin Gama, 

termi 

𝐵(𝑎, 𝑏) = ∫𝑢𝑎−1(1 − 𝑢)𝑏−1𝑑𝑢

1

0

 

paraqet funksionin Beta. 

Sipas teoremës së konvulucionit kemi: 

ℒ{𝑡𝑎+𝑏−1𝐵(𝑎, 𝑏)} = ℒ{𝑡𝑎−1}ℒ{𝑡𝑏−1} =
Γ(𝑎)Γ(𝑏)

𝑠𝑎+𝑏
 

Marrim transformimin invers të Laplas-it për ekuacionin e mësipërm dhe do të kemi: 

ℒ−1{ℒ{𝑡𝑎+𝑏−1𝐵(𝑎, 𝑏)}} = 𝑡𝑎+𝑏−1𝐵(𝑎, 𝑏) = ℒ−1 {
Γ(𝑎)Γ(𝑏)

𝑠𝑎+𝑏
} = Γ(𝑎)Γ(𝑏)

𝑡𝑎+𝑏−1

Γ(𝑎 + 𝑏)
  

prej 

𝑡𝑎+𝑏−1𝐵(𝑎, 𝑏) = Γ(𝑎)Γ(𝑏)
𝑡𝑎+𝑏−1

Γ(𝑎 + 𝑏)
                              /: (𝑡𝑎+𝑏−1) 

pra  

𝐵(𝑎, 𝑏) =
Γ(𝑎)Γ(𝑏)

Γ(𝑎 + 𝑏)
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5.2 Zbatimi i transformimeve të Furie-së në matematikë 

Pohimi 5.21 (bllok funksioni) Për 𝑎 > 0 

(ℱ𝑝𝑎)(𝜔) =
2 sin (

𝑎𝜔
2 )

𝜔
 

Ku 

𝑝𝑎(𝑡) = {
1,           |𝑡| ≤

𝑎

2
  0,        ndryshe

 

𝑝𝑎(𝑡) − është bllok funksioni 

Vërtetim: Shënojmë që 𝑝𝑎(𝑡) është absolutisht i integrueshëm.  

Për 𝜔 ≠ 0 kemi: 

(ℱ𝑝𝑎)(𝜔) = ∫ 𝑝𝑎(𝑡)𝑒
−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

= ∫ 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

𝑎
2

−
𝑎
2

=
𝑒
𝑖𝑎𝜔
2 − 𝑒−

𝑖𝑎𝜔
2

𝑖𝜔
=
2 sin

𝑎𝜔
2

𝜔
 

Për 𝜔 = 0 kemi: 

(ℱ𝑝𝑎)(0) = ∫ 𝑝𝑎(𝑡)𝑒
−𝑖∙0∙𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

= ∫ 𝑝𝑎(𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞

= ∫𝑑𝑡

𝑎
2

−
𝑎
2

= 𝑎 

Dihet që  

lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
= 1 

atëherë është e qartë që 

lim
𝜔→0

(ℱ𝑝𝑎)(𝜔) = lim
𝜔→0

2 sin
𝑎𝜔
2

𝜔
= 𝑎 

edhe pse 𝑝𝑎(𝑡) nuk është i vazhdueshëm, shohim që 

(ℱ𝑝𝑎)(𝜔) =
2 sin

𝑎𝜔
2

𝜔
 

është i vazhdueshëm në ℝ. 
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Figura 5. 8 Bllok funksioni 𝑝𝑎(𝑡) (majtas) dhe spektri i tij (djathtas) 

Pohimi 5.22 (funksioni trekëndësh) Për 𝑎 > 0, 𝑎 − e fiksuar, atëherë funksioni 

trekëndësh 𝑞𝑎(𝑡) me lartësi 1 dhe gjatësi 2𝑎 përkufizohet si vijon: 

𝑞𝑎(𝑡) = {
1 −

|𝑡|

𝑎
,             |𝑡| ≤ 𝑎

      0,               ndryshe
 

atëherë  

(ℱ𝑞𝑎)(𝜔) =
4 sin2

𝑎𝜔
2

𝑎𝜔2
 

Vërtetim: Shënojmë që 𝑞𝑎(𝑡) është absolutisht i integrueshëm. E dimë se: 

(ℱ𝑞𝑎)(𝜔) = ∫ 𝑞𝑎(𝑡)𝑒
−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

= ∫ 𝑞𝑎(𝑡)𝑒
−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

0

+ ∫𝑞𝑎(𝑡)𝑒
−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

0

−∞

 

Pasi që 𝑞𝑎(𝑡) = 𝑞𝑎(−𝑡), zëvendësojmë 𝑢 = −𝑡, kurse në integralin e dytë 𝑢 me 𝑡, dhe 

fitojmë: 

(ℱ𝑞𝑎)(𝜔) = ∫ 𝑞𝑎(𝑡)𝑒
−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

0

+∫ 𝑞𝑎(𝑢)𝑒
𝑖𝜔𝑢𝑑𝑢

∞

0

= 

= ∫ 𝑞𝑎(𝑡)(𝑒
−𝑖𝜔𝑡 + 𝑒𝑖𝜔𝑡)𝑑𝑡

∞

0

= 2∫ 𝑞𝑎(𝑡) cos𝜔𝑡 𝑑𝑡

∞

0

 

Nga përkufizimi i 𝑞𝑎 rrjedh: 

(ℱ𝑞𝑎)(𝜔) = 2∫ (𝑎 −
𝑡

𝑎
) cos𝜔𝑡 𝑑𝑡

𝑎

0

 

Për 𝜔 = 0 ⟹ cos𝜔 = 1 ⟹ 

⟹ (ℱ𝑞𝑎)(0) = 2 [𝑡 −
𝑎

2𝑢
𝑡2]|

𝑎
 
0
= 𝑎 

Për 𝜔 ≠ 0 dhe nga integrimi me pjesë marrim: 
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(ℱ𝑞𝑎)(𝜔) =
2

𝜔
∫(1 −

𝑡

𝑎
) (sin𝜔𝑡)′𝑑𝑡

𝑎

0

=
2

𝜔
[(1 −

𝑡

𝑎
) sin𝜔𝑡]|

𝑎
 
0
+
2

𝑎𝜔
∫sin𝜔𝑡 𝑑𝑡

𝑎

0

 

Pasi që  

(1 −
𝑡

𝑎
)
′

= −
1

𝑎
 

termi i parë në shumë bëhet zero dhe kështu marrim: 

(ℱ𝑞𝑎)(𝜔) =
2

𝑎𝜔
∫sin𝜔𝑡 𝑑𝑡

𝑎

0

= −
2

𝑎𝜔2
[cos𝜔𝑡]|

𝑎
 
0
=

2

𝑎𝜔2
(1 − cos 𝑎𝜔) 

por  

(1 − cos 𝑎𝜔) = 2 sin2 (
𝑎𝜔

2
) 

kështu që: 

(ℱ𝑞𝑎)(𝜔) =
2

𝑎𝜔2
2 sin2 (

𝑎𝜔

2
) =

4 sin2 (
𝑎𝜔
2 )

𝑎𝜔2
 

lim
𝜔→0

(ℱ𝑝𝑎)(𝜔) = lim
𝜔→0

4 sin2 (
𝑎𝜔
2 )

𝑎𝜔2
= 𝑎 

që d.m.th. se ℱ𝑞𝑎 funksion i vazhdueshëm në ℝ, gjithashtu ℱ𝑞𝑎 është funksion me 

vlera reale dhe  

lim
𝜔→±∞

(ℱ𝑝𝑎)(𝜔) = 0 

 

Figura 5. 9 Funksioni trekëndësh 𝑞𝑎(𝑡) (majtas) dhe spektri i tij (djathtas) 

Pohimi 5.23 

ℱ(𝑒−|𝑡|) =
1

𝜋(1 + 𝜔2)
 

Vërtetim: Nisemi nga përkufizimi i transformimit Furie 
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ℱ(𝑒−|𝑡|) =
1

2𝜋
∫ 𝑒−|𝑡|𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

=
1

2𝜋
∫𝑒(1−𝑖𝜔)𝑡𝑑𝑡

0

−∞

+
1

2𝜋
∫ 𝑒(−1−𝑖𝜔)𝑡𝑑𝑡

∞

0

= 

=
1

2𝜋(1 − 𝑖𝜔)
𝑒(1−𝑖𝜔)𝑡|

0
 
−∞

+
1

2𝜋(−1 − 𝑖𝜔)
𝑒(−1−𝑖𝜔)𝑡|

∞
 
0
= 

=
1

2𝜋(1 − 𝑖𝜔)
+

1

2𝜋(1 + 𝑖𝜔)
=

1

𝜋(1 + 𝜔2)
 

Pohimi 5.24  

∫
sin 𝑘

𝑘
𝑑𝑘

∞

0

=
𝜋

2
 

Vërtetim: Le të marrim funksionin 

𝑓(𝑥) = {
1,       − 1 < 𝑥 < 1
0,              ndryshe

 

 

Figura 5. 10 Grafiku i 𝑓(𝑥) 

Ky është funksion çift, atëherë nga transformimi i Furie-së sipas kosinuseve kemi që: 

𝑓(𝑘) = 2(∫1 ∙ cos 𝑘𝑥 𝑑𝑥

1

0

+∫ 0 ∙ cos 𝑘𝑥 𝑑𝑥

∞

1

) =
2 sin 𝑘

𝑘
 

Duke marrë transformimin invers kemi: 

𝑓(𝑥) = 2∫
sin 𝑘

𝜋𝑘
cos 𝑘𝑥 𝑑𝑥

∞

0

                                             … (∗) 

Si në rastin kur seritë Furie janë regulare, nëse zëvendësojmë disa vlera 𝑥0, te formula 

për transformimin invers, do të fitojmë vlerën 𝑓(𝑥0) në pikën ku funksioni është i 

vazhdueshëm. 

Ekuacioni 

𝑓(𝑥0 + 0) + 𝑓(𝑥0 − 0)

2
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na jep vlerën ku funksioni ka këputje të fundme. 

Nëse marrim 𝑥 = 0 te (∗) atëherë kemi: 

1 = 2∫
sin 𝑘

𝜋𝑘
cos 𝑘𝑥 𝑑𝑥

∞

0

⟹ 

∫
sin 𝑘

𝑘
𝑑𝑘

∞

0

=
𝜋

2
 

 

Figura 5. 11 Llogaritja e ∫
𝑠𝑖𝑛 𝑘

𝑘
𝑑𝑘

∞

0
 sipas softuerit Wolfram Mathematica 

Pohimi 5.25  

i)   

∫
cos 𝑥𝑧

𝑎2 + 𝑧2
𝑑𝑧

∞

0

=
𝜋

2𝑎
𝑒−𝑎𝑥 

ii)   

∫
𝑧 sin 𝑥𝑧

𝑎2 + 𝑧2
𝑑𝑧

∞

0

=
𝜋

2
𝑒−𝑎𝑥 

Këto integrale njihen si integralet e Laplas-it. 

Vërtetim: Le të marrim funksionin 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑎𝑥, (𝑎 > 0, 𝑥 ≥ 0) dhe gjejmë 

transformimin e Furie-së sipas sinuseve dhe kosinuseve dhe do të kemi: 

𝑓𝑐̂(𝑥) = √
2

𝜋
∫ 𝑒−𝑎𝑧 cos 𝑥𝑧 𝑑𝑧

∞

0

= √
2

𝜋
∙

𝑎

𝑎2 + 𝑥2
 

𝑓𝑠̂(𝑥) = √
2

𝜋
∫ 𝑒−𝑎𝑧 sin 𝑥𝑧 𝑑𝑧

∞

0

= √
2

𝜋
∙

𝑥

𝑎2 + 𝑥2
 

Transformimi invers i tyre do të jetë: 

2𝑎

𝜋
∫
cos 𝑥𝑧

𝑎2 + 𝑧2
𝑑𝑧

∞

0

= 𝑒−𝑎𝑥, (𝑥 ≥ 0) 

2

𝜋
∫
𝑧 sin 𝑥𝑧

𝑎2 + 𝑧2
𝑑𝑧

∞

0

= 𝑒−𝑎𝑥, (𝑥 > 0) 
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Duke pjesëtuar me koeficientin para integralit nga të dy anët te të dy ekuacionet do të 

kemi: 

∫
cos 𝑥𝑧

𝑎2 + 𝑧2
𝑑𝑧

∞

0

=
𝜋

2𝑎
𝑒−𝑎𝑥 

∫
𝑧 sin 𝑥𝑧

𝑎2 + 𝑧2
𝑑𝑧

∞

0

=
𝜋

2
𝑒−𝑎𝑥 

Pohimi 5.26 (funksioni i Gaus-it) Transformimi Furie i funksionit të Gaus-it, 

𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑎𝑥
2
, (𝑎 > 0) 

është 

√
𝜋

𝑎
𝑒−

𝑘2

4𝑎 

Vërtetim: Transformimi Furie i funksionit të Gaus-it jepet me formulën: 

𝑓(𝑘) = ∫ 𝑒−𝑎𝑥
2
𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

 

𝑓′(𝑘) = ∫(−𝑖𝑥)𝑒−𝑎𝑥
2
𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

=
𝑖

2𝑎
∫
𝑑

𝑑𝑥
(𝑒−𝑎𝑥

2
)𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

= 

= −
𝑘

2𝑎
∫ 𝑒−𝑎𝑥

2
𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

= −
𝑘

2𝑎
= 𝑓(𝑘) 

𝑓(𝑘) mund të merret si zgjidhje e ekuacionit diferencial me ndryshore të ndara: 

𝑓(𝑘) = 𝑓(0)𝑒−
𝑘2

4𝑎 

𝑓(0) = ∫ 𝑒−𝑎𝑥
2
𝑑𝑥

∞

−∞

= ⌈marrim zëvendësimin 𝑧 = 𝑥√𝑎⌉ 

𝑓(0) =
1

√𝑎
∫ 𝑒−𝑧

2
𝑑𝑧

∞

−∞

 

E dimë që  

∫ 𝑒−𝑧
2
𝑑𝑧

∞

−∞

= √𝜋 

pra rrjedh që  
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𝑓(0) = √
𝜋

𝑎
 

dhe 

𝑓(𝑘) = 𝑓(0)𝑒−
𝑘2

2𝑎 = √
𝜋

𝑎
𝑒−

𝑘2

4𝑎 

 

Figura 5. 12 Funksioni i Gaus-it 𝑒𝑎𝑡
2
 (majtas) dhe spektri i tij (djathtas) 

Pohimi 5.27  

𝜋

2
𝑒−|𝑡| = ∫

cos𝜔𝑡

1 + 𝜔2
𝑑𝜔

∞

0

 

Vërtetim: Marrim funksionin 𝑓(𝑡) = 𝑒−|𝑡|. Marrim transformimin Furie të tij, 

𝑓(𝜔) =
1

√2𝜋
∫ 𝑒−|𝑡|𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

=
1

√2𝜋
∫ 𝑒−(1+𝑖𝜔)𝑡𝑑𝑡

∞

0

+
1

√2𝜋
∫𝑒(1−𝑖𝜔)𝑡𝑑𝑡

0

−∞

= 

=
1

√2𝜋
(

1

1 + 𝑖𝜔
+

1

1 − 𝑖𝜔
) =

1

√2𝜋
(
1 + 𝑖𝜔 + 1 − 𝑖𝜔

12 − (𝑖𝜔)2
) =

1

√2𝜋
(

2

1 + 𝜔2  
) 

Në rezultat zbatojmë teoremën inverse të transformimit Furie dhe marrim: 

𝑒−|𝑡| =
1

√2𝜋
∫

2

√2𝜋(1 + 𝜔2)
𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔

∞

−∞

=
2

√2𝜋√2𝜋
∫

1

(1 + 𝜔2)
𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔

∞

−∞

= 

=
2

2𝜋
∫

1

(1 + 𝜔2)
𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔

∞

−∞

=
1

𝜋
∫

1

(1 + 𝜔2)
𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔

∞

−∞

 

Funksioni nën integral është funksion çift, atëherë kemi: 

𝑒−|𝑡| =
2

𝜋
∫

cos𝜔𝑡

(1 + 𝜔2)
𝑑𝜔

∞

0
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𝜋

2
𝑒−|𝑡| = ∫

cos𝜔𝑡

(1 + 𝜔2)
𝑑𝜔

∞

0

 

Pohimi 5.28 Transformimi Furie i funksionit 𝐻(𝑥 − 𝑎)𝑒−𝑏𝑥 është  

𝑒−𝑖𝑘𝑎
𝑒−𝑏𝑎

√2𝜋
∙
𝑏 − 𝑖𝑘

𝑏2 + 𝑘2
 

ku 𝐻(𝑥) − është funksioni i Hivisaid-it 

Vërtetim: Funksioni 𝐻(𝑥) ka vlerë 0 kur 𝑥 < 0 dhe vlerë 1 kur 𝑥 ≥ 0. Le të shënojmë: 

ℎ(𝑥) = 𝐻(𝑥 − 𝑎)𝑒−𝑏𝑥 

ashtu që 𝑘 > 0. Atëherë 

ℎ̂(𝑘) =
1

√2𝜋
∫ 𝐻(𝑥 − 𝑎)𝑒−𝑏𝑥𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

=
1

√2𝜋
∫ 𝑒−𝑏𝑥−𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥

∞

𝑎

= 

=
1

√2𝜋
[
𝑒−𝑏𝑥−𝑖𝑘𝑥

−𝑏 − 𝑖𝑘
]|
∞
 
𝑎
=

1

√2𝜋

𝑒−𝑏𝑎−𝑖𝑘𝑎

𝑏 + 𝑖𝑘
= 𝑒−𝑖𝑘𝑎

𝑒−𝑏𝑎

√2𝜋
∙
𝑏 − 𝑖𝑘

𝑏2 + 𝑘2
 

 

Pohimi 5.29 

i)   

∫
sin2𝜔

𝜔2
𝑑𝜔

∞

−∞

= 𝜋 

ii)   

∫
sin4𝜔

𝜔4
𝑑𝜔

∞

−∞

=
2𝜋

3
 

Vërtetim: Le të marrim funksionin  

𝑓(𝑡) = {
1,              |𝑡| < 1
0,           ndryshe

 

dhe gjejmë transformimin Furie të tij. Funksioni ka vlerë −1 < 𝑡 < 1 atëherë 

𝑓(𝜔) =
1

√2𝜋
∫1 ∙ 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

1

−1

=
1

√2𝜋
∙
𝑒−𝑖𝜔 − 𝑒𝑖𝜔

−𝑖𝜔
=
2 sin𝜔

√2𝜋𝜔
  

Shënojmë me 𝑝(𝑡) konvulucionin e 𝑓 me vetveten dhe marrim zëvendësimin  

𝑢 = 𝑡 − 𝑠 



124 

 

𝑝(𝑡) ≡ ∫ 𝑓(𝑡 − 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠

∞

−∞

= ∫𝑓(𝑡 − 𝑠) ∙ 1𝑑𝑠

1

−1

= ∫ 𝑓(𝑢)(−𝑑𝑢)

𝑡−1

𝑡+1

= ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑡+1

𝑡−1

= 

= {
(𝑡 + 1) − (−1),            0 > 𝑡 > −2
     1 − (𝑡 − 1),               2 > 𝑡 > 0

 = {
2 − |𝑡|,            0 < |𝑡| < 2
     0,                 ndryshe

 

Transformimi i ′′𝑝′′ merret direkt nga teorema e konvulucionit: 

𝑝̂(𝜔) = √2𝜋
2 sin𝜔

√2𝜋𝜔
∙
2 sin𝜔

√2𝜋𝜔
=

4

√2𝜋
∙
sin2𝜔

𝜔2
 

Aplikojmë teoremën e Parseval-it: 

i)  

∫
4sin2𝜔

2𝜋𝜔2
𝑑𝜔

∞

−∞

= ∫|𝑓(𝑡)|2𝑑𝑡

∞

−∞

= 2 ⟹ 

∫
sin2𝜔

𝜔2
𝑑𝜔

∞

−∞

= 𝜋 

dhe 

ii)   

∫
16

2𝜋
∙
sin4𝜔

𝜔4
𝑑𝜔

∞

−∞

= ∫(2 + 𝑡)2𝑑𝑡

0

−2

+∫(2 − 𝑡)2𝑑𝑡

2

0

= 

= [
(2 + 𝑡)3

3
]|
0
 
−2

− [
(2 − 𝑡)3

3
]|
2
 
0
=
8

3
+
8

3
=
16

3
⟹ 

∫
sin4𝜔

𝜔4
𝑑𝜔

∞

−∞

=
2𝜋

3
 

 

Figura 5. 13 Llogaritja e ∫
𝑠𝑖𝑛2𝜔

𝜔2

∞

−∞
𝑑𝜔 dhe ∫

𝑠𝑖𝑛4𝜔

𝜔4

∞

−∞
 𝑑𝜔 me anë të softuerit Wolfram Mathematica 
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Pohimi 5.30 (Teorema e Parseval-it) 

∫ 𝑓2(𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞

=
1

2𝜋
∫|𝑓(𝜔)|

2
𝑑𝜔

∞

−∞

 

Vërtetim: Nisemi nga  

∫ 𝑓2(𝑡) 𝑑𝑡

∞

−∞

= ∫ 𝑓(𝑡) ∙ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

∞

−∞

= ∫ 𝑓(𝑡) ∙
1

2𝜋
∫ 𝑓(𝜔)𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔

∞

−∞

𝑑𝑡

∞

−∞

= 

=
1

2𝜋
∫ 𝑓(𝜔)

∞

−∞

∫ 𝑓(𝑡) ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

𝑑𝜔 =
1

2𝜋
∫ 𝑓(𝜔)𝑓(−𝜔)

∞

−∞

𝑑𝜔 = 

=
1

2𝜋
∫|𝑓(𝜔)|

2
𝑑𝜔

∞

−∞

 

Pohimi 5.31  

∫
sin𝜔 cos𝜔𝑥

𝜔
𝑑𝜔

∞

0

= {

𝜋

2
,            |𝑥| < 1

0,             |𝑥| > 1
 

Vërtetim: Marrim funksionin  

𝑓(𝑥) = {
1,              |𝑥| ≤ 1
0,              |𝑥| > 1

 

Marrim integralin Furie për 𝑓(𝑥), atëherë 

𝑓(𝑥) =
1

𝜋
∫ ∫ 𝑓(𝑡) cos𝜔(𝑡 − 𝑥) 𝑑𝑡

∞

−∞

𝑑𝜔

∞

0

= 

=
1

𝜋
∫ ∫cos𝜔(𝑡 − 𝑥) 𝑑𝑡

1

−1

∞

0

𝑑𝜔 = ⌈sepse 𝑓(𝑡) = 1⌉ 

=
1

𝜋
∫ [
sin𝜔(𝑡 − 𝑥)

𝜔
]|
1
 
−1
𝑑𝜔

∞

0

= 

=
1

𝜋
∫
sin𝜔(1 − 𝑥) + sin𝜔(1 + 𝑥)

𝜔
𝑑𝜔

∞

0

= ⌈prej formulës sin 𝛼 + sin 𝛽⌉ 

pra 

𝑓(𝑥) =
2

𝜋
∫
sin𝜔 cos𝜔𝑥

𝜔
𝑑𝜔

∞

0

⟹ 
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𝜋

2
𝑓(𝑥) = ∫

sin𝜔 cos𝜔𝑥

𝜔
𝑑𝜔

∞

0

 

ose 

∫
sin𝜔 cos𝜔𝑥

𝜔
𝑑𝜔

∞

0

= {

𝜋

2
,                 |𝑥| < 1

0,                  |𝑥| > 1
 

Për 𝑥 = 1, e cila është pikë këputje e 𝑓(𝑥), vlera e integralit është  

𝜋
2 + 0

2
=
𝜋

4
 

Pohimi 5.32  

∫
𝜔 sin𝜔𝑥

𝛽2 + 𝜔2
𝑑𝜔

∞

0

=
𝜋

2
𝑒−𝛽𝑥, (𝛽 > 0) 

Vërtetim: Marrim funksionin  

𝑓(𝑥) = 𝑒−𝛽𝑥 , 𝛽 > 0                                                  (∗) 

Transformimi Furie sipas sinuseve për 𝑓(𝑥) është : 

𝑓(𝑥) =
2

𝜋
∫ sin𝜔𝑥 𝑑𝜔

∞

0

∫ 𝑓(𝑡) sin𝜔𝑡 𝑑𝑡

∞

0

                                     (∗∗) 

Nga (∗) dhe (∗∗) shohim që: 

𝑒−𝛽𝑥 =
2

𝜋
∫ sin𝜔𝑥 𝑑𝜔

∞

0

∫ 𝑒−𝛽𝑡 sin𝜔𝑡 𝑑𝑡

∞

0

= 

=
2

𝜋
∫ sin𝜔𝑥 𝑑𝜔

∞

0

[
𝑒−𝛽𝑡

(𝛽2 + 𝜔2)
(−𝛽 sin𝜔𝑡 − 𝜔 cos𝜔𝑡]|

∞
 
0
= 

=
2

𝜋
∫ sin𝜔𝑥 𝑑𝜔

∞

0

[0 +
𝜔

𝛽2 + 𝜔2
] ⟹ 

𝑒−𝛽𝑥 =
2

𝜋
∫
𝜔 sin𝜔𝑥

𝛽2 + 𝜔2
𝑑𝜔

∞

0

 

ose 

∫
𝜔 sin𝜔𝑥

𝛽2 + 𝜔2
𝑑𝜔

∞

0

=
𝜋

2
𝑒−𝛽𝑥 
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Pohimi 5.33  

𝓕𝑠 (
1

𝑥
) = √

𝜋

2
 

Vërtetim: Transformimi sipas sinuseve për funksionin 𝑓(𝑥) =
1

𝑥
 është dhënë me: 

 

𝓕𝑠 (
1

𝑥
) = √

2

𝜋
∫
sin 𝑠𝑥

𝑥
𝑑𝑥

∞

0

= |
𝑠𝑥 = 𝜃
𝑠𝑑𝑥 = 𝑑𝜃

| = √
2

𝜋
∫
sin 𝜃

𝜃
𝑠

𝑑𝜃

𝑠
 

∞

0

= 

= √
2

𝜋
∫
sin 𝜃

𝜃
𝑑𝜃

∞

0

= √
2

𝜋
∙
𝜋

2
= √

𝜋

2
 

 

Figura 5. 14 Llogaritja e transformimi Furie 𝓕𝑠 (
1

𝑥
) me anë të softuerit Wolfram Mathematica 

Pohimi 5.34  

𝓕𝑐(𝑒
−2𝑥 + 4𝑒−3𝑥) = 2√

2

𝜋
[
1

𝑠2 + 4
+

6

𝑠2 + 9
] 

Vërtetim: Transformimi sipas kosinuseve për funksionin 𝑓(𝑥) = 𝑒−2𝑥 + 4𝑒−3𝑥 është 

dhënë me: 

𝓕𝑐(𝑠) = √
2

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) cos 𝑠𝑥 𝑑𝑥

∞

0

 

Vëmë vlerën e 𝑓(𝑥) dhe kemi: 

𝓕𝑐(𝑠) = √
2

𝜋
∫(𝑒−2𝑥 + 4𝑒−3𝑥 ) cos 𝑠𝑥 𝑑𝑥

∞

0

= 

= √
2

𝜋
∫ 𝑒−2𝑥 cos 𝑠𝑥 𝑑𝑥

∞

0

+√
2

𝜋
∫ 4𝑒−3𝑥 cos 𝑠𝑥 𝑑𝑥

∞

0

= 

= ⌈∫𝑒−𝑎𝑥 ∙ cos 𝑏𝑥 𝑑𝑥 =
𝑒−𝑎𝑥

𝑎2 + 𝑏2
[𝑏 sin 𝑏𝑥 − 𝑎 cos 𝑏𝑥]⌉ = 
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= √
2

𝜋
[
2

𝑠2 + 4
+ 4 ∙

3

𝑠2 + 9
] = 2√

2

𝜋
[
1

𝑠2 + 4
+

6

𝑠2 + 9
] 

 

Pohimi 5.35 Transformimi Furie për funksionin  

𝑓(𝑥) =

{
 
 

 
 1 +

𝑥

𝑎
,          − 𝑎 < 𝑥 < 0

1 −
𝑥

𝑎
,               0 < 𝑥 < 𝑎

      0,                      ndryshe

 

është  

2√2 sin2
𝑎𝑠
2

√𝜋𝑎𝑠2
 

Vërtetim: Transformimi Furie për funksionin 𝑓(𝑥) është dhënë me: 

ℱ(𝑠) =
1

√2𝜋
∫ 𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝑠𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

=
1

√2𝜋
∫(1 +

𝑥

𝑎
) 𝑒𝑖𝑠𝑥𝑑𝑥

0

−𝑎

+
1

√2𝜋
∫ (1 −

𝑥

𝑎
) 𝑒𝑖𝑠𝑥𝑑𝑥

𝑎

0

= 

=
1

√2𝜋
[(1 +

𝑥

𝑎
) ∙
𝑒𝑖𝑠𝑥

𝑖𝑠
− (

1

𝑎
) ∙
𝑒−𝑖𝑠𝑎

−𝑠2
 ]|

0
 
−𝑎

+
1

√2𝜋
[(1 −

𝑥

𝑎
) ∙
𝑒𝑖𝑠𝑥

𝑖𝑠
− (−

1

𝑎
) ∙
𝑒𝑖𝑠𝑎

−𝑠2
 ]|
𝑎
 
0

 

=
1

√2𝜋
[
1

𝑖𝑠
+
1

𝑎
∙
1

𝑠2
+
1

𝑎
∙
𝑒−𝑖𝑠𝑎

−𝑠2
 ] +

1

√2𝜋
[
1

𝑎
∙
𝑒𝑖𝑠𝑎

−𝑠2
−
1

𝑖𝑠
+
1

𝑎
∙
1

𝑠2
 ] = 

=
1

√2𝜋
[
2

𝑎𝑠2
+

1

−𝑎𝑠2
(𝑒−𝑖𝑠𝑎 + 𝑒−𝑖𝑠𝑎)] =

1

√2𝜋
[
2

𝑎𝑠2
−
2

𝑎𝑠2
cos 𝑠𝑎] = 

=
1

√2𝜋
∙
2

𝑎𝑠2
[1 − cos 𝑎𝑠] =

2

√2𝜋𝑎𝑠2
2 sin2

𝑎𝑠

2
=
2√2 sin2

𝑎𝑠
2

√𝜋𝑎𝑠2
 

Pohimi 5.36  

ℱ(𝑓(𝑥)) =
1

(1 + 𝑖𝑠)2
 

ku 

𝑓(𝑥) = {
𝑥𝑒−𝑥,                     𝑥 > 0
    0,                        𝑥 < 0

 

Vëretim:  

ℱ(𝑓(𝑥)) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝑠𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

= ∫𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝑠𝑥𝑑𝑥

0

−∞

+∫ 𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝑠𝑥𝑑𝑥

∞

0

= 



129 

 

= ∫0 ∙ 𝑒−𝑖𝑠𝑥𝑑𝑥

0

−∞⏟        
0

+∫ 𝑥𝑒−𝑥 ∙ 𝑒−𝑖𝑠𝑥𝑑𝑥

∞

0

= 0 +∫ 𝑥 ∙ 𝑒−(1+𝑖𝑠)𝑥𝑑𝑥

∞

0

= 

= [𝑥
𝑒−(1+𝑖𝑠)𝑥

−(1 + 𝑖𝑠)
− 1 ∙

𝑒−(1+𝑖𝑠)𝑥

(−(1 + 𝑖𝑠))
2 ]|

∞
 
0
= 

= −
1

1 + 𝑖𝑠
∙

𝑥

𝑒𝑥(cos 𝑠𝑥 + 𝑖 sin 𝑠𝑥)
|
∞
 
0
−

1

(1 + 𝑖𝑠)2
∙

1

𝑒𝑥(cos 𝑠𝑥 + 𝑖 sin 𝑠𝑥)
|
∞
 
0
= 

= −
1

1 + 𝑖𝑠
[ lim
𝑥→∞

𝑥

𝑒𝑥
∙ lim
𝑥→∞

1

cos 𝑠𝑥 + 𝑖 sin 𝑠𝑥
−

0

𝑒0(cos 0 + 𝑖 sin 0)
] − 

−
1

(1 + 𝑖𝑠)2
[ lim
𝑥→∞

1

𝑒𝑥(cos 𝑠𝑥 + 𝑖 sin 𝑠𝑥)
−

1

𝑒0(cos 0 + 𝑖 sin 0)
] = 

= −
1

1 + 𝑖𝑠
[0 − 0] −

1

(1 + 𝑖𝑠)2
[0 − 1] = 

= ⌈shfrytëzuam lim
𝑥→∞

𝑥

𝑒𝑥
= lim
𝑥→∞

𝑥′

(𝑒𝑥)′
= lim
𝑥→∞

1

𝑒𝑥
= 0⌉ = 

=
1

(1 + 𝑖𝑠)2
 

Pohimi 5.37 

∫
𝑑𝑥

(𝑥2 + 1)2

∞

0

=
𝜋

4
 

Vërtetim: Para se të fillojm me vërtetimin e pohimit në fjalë japim lemën ndihmëse: 

Lemë 5.2 ([8]) (Identiteti i Parseval-it për transformimin Furie sipas kosinuseve) 

2

𝜋
∫|ℱ𝑐(𝑠)|

2𝑑𝑠

∞

0

= ∫|𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥

∞

0

 

Marrim funksionin 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 ashtu që  

ℱ𝑐(𝑠) =
1

1 + 𝑠2
. 

Sipas lemës 5.2 kemi: 

2

𝜋
∫|ℱ𝑐(𝑠)|

2𝑑𝑠

∞

0

= ∫|𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥

∞

0

 

2

𝜋
∫ |

1

(1 + 𝑠2)2
|
2

𝑑𝑠

∞

0

= ∫|𝑒−𝑥 |2𝑑𝑥

∞

0

= ∫|𝑒−2𝑥| 𝑑𝑥

∞

0

= [
𝑒−2𝑥

−2
 ]|
∞
 
0
=
1

2
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2

𝜋
∫ |

1

(1 + 𝑠2)
|
2

𝑑𝑠

∞

0

=
1

2
                                                   /∙

𝜋

2
 

∫ |
1

(1 + 𝑠2)
|
2

𝑑𝑠

∞

0

=
1

2
∙
𝜋

2
=
𝜋

4
  

 

Figura 5. 15 Llogaritja e ∫
𝑑𝑥

(𝑥2+1)2

∞

0
 me anë të softuerit Wolfram Mathematica 

Pohimi 5.38  

∫
𝑥2𝑑𝑥

(𝑥2 + 1)2

∞

0

=
𝜋

4
 

Vërtetim: Para se të fillojm me vërtetimin e pohimit në fjalë japim lemën ndihmëse: 

Lemë 5.2 (Identiteti i Parsevalit për transformimin Furie sipas sinuseve) 

2

𝜋
∫|ℱ𝑠(𝑠)|

2𝑑𝑠

∞

0

= ∫|𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥

∞

0

 

Marrim funksionin 𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑥2+1
 ashtu që ℱ𝑠(𝑠) =

𝜋

2
𝑒−𝑠 

Sipas lemës 5.2 kemi: 

2

𝜋
∫|ℱ𝑠(𝑠)|

2𝑑𝑠

∞

0

= ∫|𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥

∞

0

 

∫|𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥

∞

0

=
2

𝜋
∫|ℱ𝑠(𝑠)|

2𝑑𝑠

∞

0

 

∫ |
𝑥

𝑥2 + 1
|
2

𝑑𝑥

∞

0

=
2

𝜋
∫ |
𝜋

2
𝑒−𝑥|

2

𝑑𝑠

∞

0

=
2

𝜋

𝜋2

4
∫|𝑒−2𝑠| 𝑑𝑠

∞

0

= 

=
𝜋

2
[
𝑒−2𝑠

−2
 ]|
∞
 
0
=
𝜋

2
[0 +

1

2
] =

𝜋

4
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Figura 5. 16 Llogaritja e ∫
𝑥2𝑑𝑥

(𝑥2+1)2

∞

0
 me anë të softuerit Wolfram Mathematica 

Pohimi 5.39 (Formula e Puason-it). Nëse 

𝑓 ∈ 𝑆(ℝ),      ∑ 𝑓(𝑥 + 𝑛)

∞

𝑛=−∞

= ∑ 𝑓(𝑛)𝑒𝑖2𝜋𝑛𝑥
∞

𝑛=−∞

 

Vërtetim: Para se të fillojmë me vërtetimin e pohimit në fjalë japim përkufizimin 

ndihmëse: 

Përkufizim 5.1 ([40]) Funksioni i Schwarz-it quhet funksioni 𝑓 i cili së bashku me të 

gjitha derivatet e tij ka rrënjë të shpejt (∀𝑁 ≥ 0, 𝑁 −i plotë, ekziston konstanta  𝐶𝑛, 

ashtu që 

|𝑥|𝑁|𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶𝑁 

Le të jetë dhënë funksioni i Schwarz-it, 𝑓 ∈ 𝑆(ℝ), në drejtëzën reale ℝ, mund të 

definojmë funksionin si shumë të pafundme 

𝐹1(𝑥) = ∑ 𝑓(𝑥 + 𝑛)

∞

𝑛=−∞

 

i cili ka këto dy veti: 

i) Shuma konvergjon ∀𝑥, pasi që funksioni 𝑓 bie më shpejt te ±∞ se sa te çdo 

fuqi. 

ii) 𝐹1(𝑥) është me periodë 1, pra 𝐹1(𝑥 + 1) = 𝐹1(𝑥) 

Me që 𝐹1(𝑥) është funksion periodik, atëherë ai mund të trajtohet përmes 

serive Furie. Pasi që perioda është 1, jo 2𝜋, atëherë për funksionin 𝑔 me 

period 1, seria Furie që ka konvergjencë të zakonshme është: 

𝑔̂(𝑛) = ∫𝑔(𝑥)𝑒−𝑖2𝑛𝜋𝑥𝑑𝑥

1

0

 

𝑔(𝑥) = ∑ 𝑔̂(𝑛)𝑒𝑖2𝑛𝜋𝑥
∞

𝑛=−∞

. 

Atëherë  

𝐹1̂(𝑚) = ∫ ∑ 𝑓(𝑥 + 𝑛)

∞

𝑛=−∞

𝑒−𝑖2𝜋𝑚𝑥𝑑𝑥

1

0

= ∑ ∫𝑓(𝑥 + 𝑛)𝑒−𝑖2𝜋𝑚𝑥𝑑𝑥

1

0

∞

𝑛=−∞

= 

= ∑ ∫ 𝑓(𝑥 + 𝑛)𝑒−𝑖2𝜋𝑚𝑥𝑑𝑥

𝑛+1

𝑛

∞

𝑛=−∞

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑒−𝑖2𝜋𝑚𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

= 𝑓(𝑚) 
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Ana e majtë e pohimit të dhënë në fillim paraqet përkufizimin e 𝐹1(𝑥), kurse ana e 

djathtë shprehja e saj në seri Furie. 

Nëse në këtë rast të përgjithshëm marrim 𝑥 = 0, do të kemi: 

∑ 𝑓(𝑛)

∞

𝑛=−∞

= ∑ 𝑓(𝑛)

∞

𝑛=−∞

 

Pohimi 5.40  

∫
𝑥 cos 𝑥 − sin 𝑥

𝑥3
cos

𝑥

2

∞

0

𝑑𝑥 = −
3𝜋

16
 

Vërtetim: Marrim funksionin  

𝑓(𝑥) = {
1 − 𝑥2 ,               − 1 < 𝑥 < 1
0,               𝑥 < −1  ose 𝑥 > 1

 

Atëherë  

ℱ{𝑓(𝑥)} = ∫ 𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝑠𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

= 

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝑠𝑥𝑑𝑥

−1

−∞

+ ∫𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝑠𝑥𝑑𝑥

1

−1

+∫ 𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝑠𝑥𝑑𝑥

∞

1

= 

= ∫ 0 ∙ 𝑒−𝑖𝑠𝑥𝑑𝑥

−1

−∞

+ ∫(1 − 𝑥2)𝑒−𝑖𝑠𝑥𝑑𝑥

1

−1

+∫ 0 ∙ 𝑒−𝑖𝑠𝑥𝑑𝑥

∞

1

= 

= 0 + [(1 − 𝑥2) ∙
𝑒−𝑖𝑠𝑥

−𝑖𝑠
− (−2𝑥) ∙

𝑒−𝑖𝑠𝑥

(−𝑠)2
+ (−2) ∙

𝑒−𝑖𝑠𝑥

(−𝑖𝑠)3
]|
1
 
−1

+ 0 = 

= ⌈Duke përdorur integrimin me pjesë do të kemi⌉ = 

= 0 − 0 + [−
2𝑥

𝑠2
𝑒−𝑖𝑠𝑥 +

2𝑖

𝑠3
𝑒−𝑖𝑠𝑥]|

1
 
−1

= 

= −
2

𝑠2
(𝑒−𝑖𝑠 + 𝑒𝑖𝑠) +

2𝑖

𝑠3
(𝑒−𝑖𝑠 − 𝑒𝑖𝑠) = 

= −
4

𝑠2
(
𝑒𝑖𝑠 + 𝑒−𝑖𝑠

2
) −

4𝑖2

𝑠3
(
𝑒𝑖𝑠 − 𝑒−𝑖𝑠

2𝑖
) = 

= −
4

𝑠2
cos 𝑠 +

4

𝑠3
sin 𝑠 =

4

𝑠3
(sin 𝑠 − 𝑠 cos 𝑠) 

pra  
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𝑓(𝑠) = ℱ{𝑓(𝑥)} =
4

𝑠3
(sin 𝑠 − 𝑠 cos 𝑠) 

Duke marrë transformimin invers Furie, do të kemi: 

𝑓(𝑥) =
1

2𝜋
∫ 𝑓(𝑠)𝑒𝑖𝑠𝑥𝑑𝑠

∞

−∞

⟹ 

1

2𝜋
∫
4

𝑠3
(sin 𝑠 − 𝑠 cos 𝑠)𝑒𝑖𝑠𝑥𝑑𝑠

∞

−∞

= 𝑓(𝑥) ⟹ 

2

𝜋
∫
1

𝑠3
(sin 𝑠 − 𝑠 cos 𝑠)(cos 𝑠𝑥 + 𝑖 sin 𝑠𝑥)𝑑𝑠𝑓(𝑥) = {

1 − 𝑥2,                |𝑥| < 1
0,                          |𝑥| > 1

⟹

∞

−∞

 

∫ (
(sin 𝑠 − 𝑠 cos 𝑠) cos 𝑠𝑥

𝑠3
+ 𝑖

(sin 𝑠 − 𝑠 cos 𝑠) sin 𝑠𝑥

𝑠3
)𝑑𝑠

∞

−∞

= {

𝜋

2
(1 − 𝑥2),   |𝑥| < 1

0,                     |𝑥| > 1
 

Pas barazimit të pjesëve reale, do të kemi: 

∫ (
(sin 𝑠 − 𝑠 cos 𝑠) cos 𝑠𝑥

𝑠3
)𝑑𝑠

∞

−∞

= {

𝜋

2
(1 − 𝑥2),          |𝑥| < 1

0,                           |𝑥| > 1
⟹ 

2∫ (
(sin 𝑠 − 𝑠 cos 𝑠) cos 𝑠𝑥

𝑠3
)𝑑𝑠

∞

0

= {

𝜋

2
(1 − 𝑥2),          |𝑥| < 1

0,                            |𝑥| > 1
 

(Funksioni nën integral është funksion çift sipas s) 

∫ (
(𝑠 cos 𝑠 − sin 𝑠) cos 𝑠𝑥

𝑠3
)𝑑𝑠

∞

0

= {

𝜋

4
(𝑥2 − 1),          |𝑥| < 1

0,                            |𝑥| > 1
 

Marrim 𝑥 =
1

2
 dhe do të kemi: 

∫ (
(𝑠 cos 𝑠 − sin 𝑠) cos

𝑠
2

𝑠3
)𝑑𝑠

∞

0

=
𝜋

4
((
1

2
)
2

− 1) = −
3𝜋

16
                (|

1

2
| < 1) 

Duke i ndryshuar ndryshoret e integrimit, do të marrim: 

∫
𝑥 cos 𝑥 − sin 𝑥

𝑥3
cos

𝑥

2

∞

0

= −
3𝜋

16
 

Figura 5. 17 Llogaritja e ∫
𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥−𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥3
𝑐𝑜𝑠

𝑥

2

∞

0
 me anë të softuerit Wolfram Mathematica 
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Pohimi 5.41 Për 𝑚 > 0 

i)  Transformimet Furie sipas sinuseve 

ℱ𝑠{𝑥
𝑚−1} =

Γ(𝑚)

𝑠𝑚
sin
𝑚𝜋

2
 

ii)  Transformimet Furie sipas kosinuseve 

ℱ𝑐{𝑥
𝑚−1} =

Γ(𝑚)

𝑠𝑚
cos

𝑚𝜋

2
 

Vërtetim: Le të jetë 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑚−1, 𝑚 > 0 

𝑓𝑠̂(𝑠) = ∫ 𝑓(𝑥) sin 𝑠𝑥 𝑑𝑥

∞

0

= ∫ 𝑥𝑚−1 sin 𝑠𝑥 𝑑𝑥

∞

0

 

𝑓𝑐̂(𝑠) = ∫ 𝑓(𝑥) cos 𝑠𝑥 𝑑𝑥

∞

0

= ∫ 𝑥𝑚−1 cos 𝑠𝑥 𝑑𝑥

∞

0

 

Le të jetë  

𝑔(𝑠) = ∫ 𝑥𝑚−1𝑒−𝑖𝑠𝑥𝑑𝑥

∞

0

= |
𝑦 = 𝑖𝑠𝑥
𝑑𝑦 = 𝑖𝑠 𝑑𝑥

| = ∫ (
𝑦

𝑖𝑠
)
𝑚−1

𝑒−𝑦
𝑑𝑦

𝑖𝑠

∞

0

= 

=
1

(𝑖𝑠)𝑚
∫ 𝑒−𝑦𝑦𝑚−1𝑑𝑦

∞

0

=
1

(𝑖𝑠)𝑚
Γ(𝑚) =

1

𝑠𝑚 (𝑒
𝑖𝜋
2 )

𝑚 Γ(𝑚) =
Γ(𝑚)

𝑠𝑚
𝑒−

𝑖𝑚𝜋
2  

 

pra  

∫ 𝑥𝑚−1𝑒−𝑖𝑠𝑥𝑑𝑥

∞

0

=
Γ(𝑚)

𝑠𝑚
𝑒−

𝑖𝑚𝜋
2  

∫ 𝑥𝑚−1(cos(−𝑠𝑥) + 𝑖 sin(−𝑠𝑥))𝑑𝑥

∞

0

=
Γ(𝑚)

𝑠𝑚
(cos (−

𝑚𝜋

2
) + 𝑖 sin (−

𝑚𝜋

2
)) = 

= ⌈𝑑𝑖𝑚ë 𝑞ë  𝑒
𝑖𝜋
2 = cos

𝜋

2
+ 𝑖 sin

𝜋

2
⌉ ⟹ 

∫ 𝑥𝑚−1 cos 𝑠𝑥 𝑑𝑥

∞

0

− 𝑖 ∫ 𝑥𝑚−1 sin 𝑠𝑥 𝑑𝑥

∞

0

=
Γ(𝑚)

𝑠𝑚
cos

𝑚𝜋

2
− 𝑖

Γ(𝑚)

𝑠𝑚
sin
𝑚𝜋

2
 

Duke marrë para sysh pjesën reale dhe imagjinare kemi: 

∫ 𝑥𝑚−1 cos 𝑠𝑥 𝑑𝑥

∞

0

=
Γ(𝑚)

𝑠𝑚
cos

𝑚𝜋

2
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dhe 

∫ 𝑥𝑚−1 sin 𝑠𝑥 𝑑𝑥

∞

0

=
Γ(𝑚)

𝑠𝑚
sin
𝑚𝜋

2
 

Pra 

ℱ𝑠{𝑥
𝑚−1} =

Γ(𝑚)

𝑠𝑚
sin
𝑚𝜋

2
 

Dhe 

ℱ𝑐{𝑥
𝑚−1} =

Γ(𝑚)

𝑠𝑚
cos

𝑚𝜋

2
 

Pohimi 5.42  

i)  

ℱ𝑠{𝑓(𝑥)} =
1

2
[
sin(𝑠 − 1)𝑎

𝑠 − 1
−
sin(𝑠 + 1)𝑎

𝑠 + 1
] 

ii)  

ℱ𝑐{𝑓(𝑥)} =
1

2
[
cos(𝑠 − 1)𝑎

𝑠 − 1
−
cos(𝑠 + 1)𝑎

𝑠 + 1
] −

1

𝑠2 − 1
 

Ku 

𝑓(𝑥) = {
sin 𝑥 ,     0 < 𝑥 < 𝑎
0,                     𝑥 > 𝑎

 

 

Vërtetim:  

i)   

ℱ𝑠{𝑓(𝑥)} = ∫ 𝑓(𝑥) sin 𝑠𝑥 𝑑𝑥

∞

0

= ∫𝑓(𝑥) sin 𝑠𝑥 𝑑𝑥

𝑎

0

+∫ 𝑓(𝑥) sin 𝑠𝑥 𝑑𝑥

∞

𝑎

= 

= ∫ sin 𝑥 sin 𝑠𝑥 𝑑𝑥

𝑎

0

+∫ 0 ∙ sin 𝑠𝑥 𝑑𝑥

∞

𝑎

=
1

2
∫2 sin 𝑠𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥

𝑎

0

+ 0 = 

=
1

2
∫(cos(𝑠 − 1)𝑥 − cos(𝑠 + 1) 𝑥)𝑑𝑥

𝑎

0

= 

=
1

2
[
sin(𝑠 − 1)𝑥

𝑠 − 1
−
sin(𝑠 + 1)𝑥

𝑠 + 1
]|
𝑎
 
0
= 

=
1

2
[
sin(𝑠 − 1)𝑎

𝑠 − 1
−
sin(𝑠 + 1)𝑎

𝑠 + 1
] 

pra  



136 

 

ℱ𝑠{𝑓(𝑥)} =
1

2
[
sin(𝑠 − 1)𝑎

𝑠 − 1
−
sin(𝑠 + 1)𝑎

𝑠 + 1
] 

ii)   

ℱ𝑐{𝑓(𝑥)} = ∫ 𝑓(𝑥) cos 𝑠𝑥 𝑑𝑥

∞

0

= ∫𝑓(𝑥) cos 𝑠𝑥 𝑑𝑥

𝑎

0

+∫ 𝑓(𝑥) cos 𝑠𝑥 𝑑𝑥

∞

𝑎

= 

= ∫sin 𝑥 cos 𝑠𝑥 𝑑𝑥

𝑎

0

+∫ 0 ∙ cos 𝑠𝑥 𝑑𝑥

∞

𝑎

=
1

2
∫2 cos 𝑠𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥

𝑎

0

+ 0 = 

=
1

2
∫(sin(𝑠 + 1)𝑥 − sin(𝑠 − 1) 𝑥)𝑑𝑥

𝑎

0

= 

=
1

2
[−
cos(𝑠 + 1)𝑥

𝑠 + 1
+
cos(𝑠 − 1)𝑥

𝑠 − 1
]|
𝑎
 
0
= 

=
1

2
[−
cos(𝑠 + 1)𝑎

𝑠 + 1
+
cos(𝑠 − 1)𝑎

𝑠 − 1
+

1

𝑠 + 1
−

1

𝑠 − 1
] = 

=
1

2
[
cos(𝑠 − 1)𝑎

𝑠 − 1
−
cos(𝑠 + 1)𝑎

𝑠 + 1
] −

1

𝑠2 − 1
 

pra 

ℱ𝑐{𝑓(𝑥)} =
1

2
[
cos(𝑠 − 1)𝑎

𝑠 − 1
−
cos(𝑠 + 1)𝑎

𝑠 + 1
] −

1

𝑠2 − 1
 

 

5.3 Lidhja ndërmjet të transformimit të Laplas-it dhe transformimit 

të Furie-së 

Pohimi 5.43 

i)  

ℒ{𝑓(𝑡)} = ℱ{𝑓(𝑡)𝑒−𝛼𝑡} 
ii)   

ℒ{𝑓(𝑡)} = ℱ{𝑓(𝑡)} 

Vërtetim: 

i) Le të jetë 𝑓(𝑡) një funksion real i variabiles 𝑡 dhe 𝑝 një parametër real i 

pavarur nga 𝑡. Po e shqyrtojmë integralin 

𝐹(𝑝) = ℒ{𝑓(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞

                                         (1) 

të cilin e quajmë integrali i Laplasit dhe i cili varet nga parametri 𝑝. 

Le të marrim: 

𝑝 = 𝛼 + 𝑖𝜔                                                       (2) 
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zëvendësojmë (2) në (1) dhe do të kemi: 

ℒ{𝑓(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞

= ∫ 𝑒−(𝛼+𝑖𝜔)𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞ 

= 

= ∫ 𝑒−𝛼𝑡−𝑖𝜔𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞

= ∫ 𝑒−𝛼𝑡𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞

 

pra: 

ℒ{𝑓(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝛼𝑡𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞

                                        (3) 

Nga ana tjetër, për funksionin 𝑓:ℝ → ℂ, funksioni 𝐹(𝜔)(𝜔𝜖ℝ), përkufizohet 

transformimi Furie si vijon: 

𝐹(𝜔) = ℱ{𝑓(𝑡)} = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

                                     (4) 

Duke e krahasuar ekuacionin (3) dhe (4) do të shohim që: 

ℒ{𝑓(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝛼𝑡𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞

= ∫[𝑓(𝑡)𝑒−𝛼𝑡]𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

= ℱ{𝑓(𝑡)𝑒−𝛼𝑡} 

pra relacioni midis shndërrimit të transformimit të Laplasit dhe transformimit Furie 

është: 

ℒ{𝑓(𝑡)} = ℱ{𝑓(𝑡)𝑒−𝛼𝑡} 

ii)  

Në qoftë se te zëvendësimi marrim 𝛼 = 0, atëherë  

𝑝 = 𝑖𝜔                                                             (5) 

zëvendësojm (5) në (1) dhe do të kemi: 

ℒ{𝑓(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞

= ∫ 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞

= ℱ{𝑓(𝑡)} 

 

pra: 

ℒ{𝑓(𝑡)} = ℱ{𝑓(𝑡)} 
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VI. TRANSFORMIMET E LAPLAS-IT DHE TRANSFORMIMET E FURIE-SË 

PËRMES SOFTUERIT MATEMATIK MATLAB  

6.1 Transformimet e Laplas-it përmes softuerit matematik Matlab 

6.1.1 Paraqitja grafike e 𝐥𝐨𝐠 𝒕 dhe llogaritja e 𝓛{𝐥𝐨𝐠 𝒕} nëpërmjet Matlab-

it 

Kodi në Matlab për paraqitjen grafike të log 𝑡 

syms t 
t=[0:1e-3:2]; 
f=log(t); 
figure(1) 
plot(t,f); 
title('Grafiku i funksionit log(t)') 

 

 

Figura 6. 1 Grafiku i funksionit 𝑙𝑜𝑔 𝑡 në Matlab 

Kodi në Matlab për llogaritjen e ℒ{log 𝑡} 

syms a t 
f=log(t); 
F=laplace(f) 
simplify(F) 
pretty(ans) 

 

Figura 6. 2 Rezultati i fituar për ℒ{log 𝑡} në Matlab 
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6.1.2 Llogaritja e 𝓛{𝐭𝐯 𝐥𝐨𝐠 𝒕} nëpërmjet Matlab-it 

Kodi në Matlab për ℒ{tv log 𝑡} 

syms a t v 
f=t.^v*log(t); 
F=laplace(f) 
simplify(F) 
pretty(ans) 

 

Figura 6. 3 Rezultati i fituar për ℒ{𝑡𝑣 𝑙𝑜𝑔 t} në Matlab 

6.1.3 Llogaritja e 𝓛{𝜹(𝒕)} dhe 𝓛{𝜹(𝒕 − 𝒂)} nëpërmjet Matlab-it 

i)  Kodi në Matlab për ℒ{𝛿(𝑡)}  

syms t s  
F=laplace(dirac(t),t,s) 
simplify(F) 

 

Figura 6. 4 Rezultati i fituar për ℒ{𝛿(𝑡)} në Matlab 

ii) Kodi në Matlab për ℒ{𝛿(𝑡 − 𝑎)} 

syms t s  
D=laplace(dirac(t-a),t,s) 
simplify(D) 
pretty(ans) 

 

Figura 6. 5 Rezultati i fituar për ℒ{𝛿(𝑡 − 𝑎)} në Matlab 
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6.1.4 Llogaritja e 𝓛{𝐬𝐢𝐧√𝒙}(𝒔)nëpërmjet Matlab-it 

Kodin në Matlab për ℒ{sin√𝑥}(𝑠) 

syms x y 
f=sin(sqrt(x)); 
F=laplace(f) 
simplify(F) 
pretty(ans) 

 

Figura 6. 6 Rezultati i fituar për ℒ{𝑠𝑖𝑛 √𝑥}(𝑠) në Matlab 

6.1.5 Llogaritja e 𝓛{𝐜𝐨𝐬√𝒙}(𝒔)nëpërmjet Matlab-it 

Kodin në Matlab për ℒ{cos√𝑥}(𝑠) 

syms x y 
f=cos(sqrt(x)); 
F=laplace(f) 
simplify(F) 
pretty(ans) 

 

Figura 6. 7 Rezultati i fituar për ℒ{𝑐𝑜𝑠 √𝑥}(𝑠) në Matlab 
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6.1.6 Llogaritja e 𝓛{𝐞𝐫𝐟(√𝒙)}(𝒔)nëpërmjet Matlab-it 

Kodin në Matlab për ℒ{erf(√𝑥)}(𝑠) 

syms t s 
f=erf(sqrt(t)); 
F=laplace(f) 
simplify(F) 
pretty(ans) 

  

 

Figura 6. 8 Rezultati i fituar për ℒ{𝑒𝑟𝑓 √𝑥}(𝑠) në Matlab 

6.1.7 Llogaritja e 𝓛{𝐞𝐫𝐟𝐜(√𝒙)}(𝒔)nëpërmjet Matlab-it 

Kodin në Matlab për ℒ{erfc(√𝑥)}(𝑠) 

syms t s 
f=erfc(sqrt(t)); 
F=laplace(f) 
simplify(F) 
pretty(ans) 

 

 

Figura 6. 9 Rezultati i fituar për ℒ{𝑒𝑟𝑓𝑐 √𝑥}(𝑠) në Matlab 
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6.1.8 Llogaritja e transformimeve invers të Laplas-it për funksionin 
𝟐

𝟏+𝒔𝟐
, 

funksionin 𝒆−𝒔 dhe funksionin 
𝒆−𝒔

𝒔
 

Kodin në Matlab 

syms t s 

F=2/(1+s^2); 
f1=ilaplace(F) 
simplify(f1) 
pretty(ans) 

f2=ilaplace(exp(-s),s,t) 
simplify(f2) 
pretty(ans) 

f3=ilaplace(s^(-1)*exp(-s),s,t) 
simplify(f3) 
pretty(ans) 

 

Figura 6. 10 Rezultatet e fituara nga kodi i mësipërm për secalin funksion veçcmas 

6.2 Transformimet e Furie-së përmes softuerit matematik Matlab 

6.2.1 Llogaritja e 𝓕{
𝟓 𝐬𝐢𝐧 𝒂𝒕

𝒂𝒕
} (𝒘) nëpërmjet Matlab-it 

Kodin në Matlab për 𝓕{
𝟓 𝐬𝐢𝐧𝒂𝒕

𝒂𝒕
} (𝒘) 

syms w t a 
F=fourier(5*sin(a*t)/(a*t),t,w) 
simplify(F) 
pretty(ans) 

 

Figura 6. 11 Rezultati i fituar për 𝓕{
𝟓 𝒔𝒊𝒏𝒂𝒕

𝒂𝒕
} (𝒘) në Matlab 
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6.2.2 Llogaritja e 𝓕{𝒆−|𝒕|}(𝒘) nëpërmjet Matlab-it 

Kodin në Matlab për 𝓕{𝒆−|𝒕|}(𝒘)  

syms w t a 
F=fourier(exp(-abs(t)),t,w) 
simplify(F) 
pretty(ans) 

 

Figura 6. 12 Rezultati i fituar për 𝓕{𝒆−|𝒕|}(𝒘) në Matlab 

6.2.3 Llogaritja e 𝓕{𝒆−𝒂𝒕
𝟐
}(𝒘) nëpërmjet Matlab-it 

Kodin në Matlab për 𝓕{𝒆−𝒂𝒕
𝟐
}(𝒘)  

syms t a 
f = exp(-t^2*(a)); 
G = fourier(f) 
assume(a > 0) 
F= fourier(f) 
assume(a,'clear') 
pretty(ans) 

 

Figura 6. 13 Rezultati i fituar për 𝓕{𝒆−𝒂𝒕
𝟐
}(𝒘)  në Matlab 
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6.2.4 Llogaritja e ∫
𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙

𝟏+𝒙𝟐
𝒅𝒙 

∞

𝟎
 nëpërmjet Matlab-it 

Kodin në Matlab për ∫
𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙

𝟏+𝒙𝟐
𝒅𝒙 

∞

𝟎
 

Metoda 1 
 
syms x l  

 
f=(x*sin(3*x))/(1+x^2); 
a=int(f,0,inf) 
display('Vlera e integralit është:  '), disp(double(a)) 

  
d=(pi/2)*exp(-3) %Vlera e integralit te pohimi 5.32, një rast special  

 

 

 

Figura 6. 14 Rezultati i fituar për ∫
𝑥 𝑠𝑖𝑛 3𝑥

1+𝑥2
𝑑𝑥 

∞

0
 në Matlab (Metoda 1) 

 

Metoda 2 (E Simposin-it) 
 
a = input('Jep vlerën e kufirit të poshtëm të integralit, a=') 
b = input('Jep vlerën e kufirit të sipërm të integralit, b=') 
N = input('Jep numrin e ndarjeve, N=') 

 
f = @(x) (x.*sin(3.*x))./((1+x.^2))  %Përkufizimi i funksionit që 

integrohet 

 
h=(b-a)/N;        %Gjetja e h-së 

 
x=linspace(a,b,N);        %Gjetje e vlerës së x-sit për çdo interval 
%Llogaritja e integralit 

 

for i = 1:N-1    

 
I(i)= (h/3)*(f(x(i))+(4*f((x(i)+x(i+1))/2))+f(x(i+1))); 
End 

 
Vlera_e_integralit = sum(I)  
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Figura 6. 15 Rezultati i fituar për ∫
𝑥 𝑠𝑖𝑛 3𝑥

1+𝑥2
𝑑𝑥 

∞

0
në Matlab (Metoda e Simpson-it) 

6.2.5 Llogaritja e ∫
𝟏

(𝒙𝟐+𝟏)
𝒅𝒙 

∞

𝟎
 nëpërmjet Matlab-it 

Kodin në Matlab për ∫
1

(𝑥2+1)
𝑑𝑥 

∞

0
 

Metoda 1 

syms f(x) 
syms x 
f(x) = 1./(x.^2+1).^2 
a = 0; 
b = inf; 
Vlera_e_integralit = int(f, a, b) 

 

Figura 6. 16 Rezultati i fituar për ∫
1

(𝑥2+1)
𝑑𝑥 

∞

0
 në Matlab (Metoda 1) 
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Metoda 2 

kp = 0;                                %kufiri i poshtëm 
ks = 100;                              %kufiri i sipërm 
N = 200;                               %numri i ndarjeve 

 
   %Metoda e trapezit 
X = kp+1/T:1/T:ks-1/T;   
Y = 1./(X.^2+1).^2;            %funksioni që i llogaritet integrali 
I = trapz(X,Y)   %vlera përafruese e integralit me metodën e trapezit 

  
d=pi/4           %vlera e këtij integrali në pohimin 5.37 (me 

transformimet Furie) 

 

 

Figura 6. 17 Rezultati i fituar për ∫
1

(𝑥2+1)
𝑑𝑥 

∞

0
në Matlab (Metoda e trapezitt) 

 

6.2.6 Llogaritja e transformimeve invers të Furie-së për funksionin 
𝟐

𝟏+𝝎𝟐
, 

funksionin e Hivisaid-it dhe funksionin e Dirak-ut 

 

Kodin në Matlab  

syms w t 
F=2/(1+w^2); 
f1=ifourier(F) 
simplify(f1) 
pretty(ans) 

 
f2=ifourier(dirac(w),w,t) 
simplify(f2) 
pretty(ans) 

 
f3=ifourier(heaviside(w),w,t) 
simplify(f3) 
pretty(ans) 
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Figura 6. 18 Rezultatet e fituara nga kodi i mësipërm për secalin funksion veçcmas 

 

6.3 Transformimi i imazheve përmes transformimeve Furie 

Kodin në Matlab për transformimin e imazhit 

 

clear all; close all; clc 

 
imdata = imread('C:\Users\Dardan\Desktop\Unt.jpg'); 

figure(1);imshow(imdata); title('Fotografia origjinale e UNT-së'); 

 
imdata = rgb2gray(imdata); 
figure(2); imshow(imdata); title('Fotografia bardh e zi'); 

 
% Marrim transformimin Furie e një fotografie 

F = fft2(imdata); 

 
% Transformimi Furie i fotografisë 

S = abs(F); 
figure(3);imshow(S,[]);title('Transformimi Furie i fotografisë'); 

 
% Marrim spektrin e përqendruar 

Fsh = fftshift(F); 
figure(4);imshow(abs(Fsh),[]);title('spektri i përqendruar') 

 
% Aplikojmë Log-transformimin  

S2 = log(1+abs(Fsh)); 
figure(5);imshow(S2,[]);title('log-transformimi i fotografisë') 

 
% Rindërtojmë fotografinë 

F = ifftshift(Fsh); 
f = ifft2(F); 
figure(6);imshow(f,[]),title('fotografia e rindërtuar')  
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Figura 6. 19 Fotografia origjinale e UNT-së 

 

Figura 6. 20 Fotografia bardh e zi e UNT-së 
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Figura 6. 21 Transformimi Furie i fotografisë së UNT-së 

 

Figura 6. 22 Spektri i përqendrimit të fotografisë së UNT-së 
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Figura 6. 23 Log-transformimi i fotografisë së UNT-së 

 

Figura 6. 24 Fotografia e rindërtuar e UNT-së 

 

 



151 

 

Përfundimi 

Në këtë pjesë, do të japim një rezyme të tërë asaj që është punuar dhe kemi arritur të 

vëmë në pah në këtë punim magjistrature. Po e paraqesim këtë, në mënyrë 

"kronologjike" duke pikasur pjesët kyçe të secilit kapitull. 

Në kapitullin e parë, pamë një sërë vetish, llojesh dhe shembujsh mbi integralet 

parametrike, duke i trajtuar ata si në aspketin teorik, ashtu edhe në atë "praktik". 

Në kapitullin e dytë, duke pasur një pasqyrë mbi integralet parametrike, ishim të 

gatshëm të zhvillojmë transformimet e Laplas-it, duke dhënë teoremat më të 

shpërfaqura që lidhen me to, dhe aty ku e kemi parë të udhës për të sqaruar edhe më 

shumë ndonjë veti të tyre,  kemi marrë edhe shembuj. 

Pastaj, në kapitullin e tretë, kemi vazhduar me transformimet Fourie, të cilat për nga 

boshti i zhvillimit të kapitullit është i ngjajshëm si te transformimet e Laplas-it, pra, 

janë marrë përkufizimet, teoremat dhe shembuj për të pasur një qasje sa më korrekte 

për këtë pjesë. 

Në kapitullin e katërtë, kemi dhënë zbatimin e dy kapitujve paraprak në fusha 

jomatematike, gjë që është një motiv shtesë për studimin e këtyre pjesëve kaq të 

rëndësishme matematike. 

Në kapitullin e pestë, i cili në fakt, mbase, mund të thuhet se është një kombinim i 

kapitullit të parë, të dytë dhe të.tretë, respektivisht, këto tre kapituj paraqesin kushtin e 

nevojshëm për të zhvilluar këtë pjesë. Në këtë pjesë,janë zgjidhur integrale jo të 

zakonshme, gjegjësisht janë gjetur transformimet e Laplas-it dhe të Fouries për disa 

funksione speciale, pastaj janë zgjidhur disa integrale me anë të këtyre transformimeve, 

të cilat integrale mund të zgjidhen përmes funksioneve speciale, serive apo përmes 

rezidiumeve, që i bie se së bashku me këto të fundit këto transformime paraqesin 

teknika më të avansuara në zgjidhjen e këtij problemi. Gjithashtu, kemi dhënë edhe 

një.lidhje mes këtyre transformimeve, gjë që e rrit bukurinë e kësaj lëmie. 

Në kapitullin e gjashtë, kemi parë se sa efektiv mund të jetë inkorporimi i softuerit 

Matlab  në matematikë, në rastin tonë, te transformimet e Laplas-it dhe Fouries, pasi që 

përmes kodeve që janë paraqitur mund të shohim se probleme që në mënyrë analitike 

mund të na marrin shumë mund dhe kohë, përmes tij, ne mund të japim një zgjidhje 

shumë të shpejtë, e gjithë ajo që na ndanë nga rezultati është një kod i shkruar në 

Matlab.  

Për fund, nuk pretedondojmë se kemi thënë gjithçka rreth kësaj teme, po megjithatë 

jemi munduar maksimalisht të japim të gjitha elementet e nevojshme për të ndërtuar 

një kuptim të qartë për këto transformime, dhe për të pasur materialin e nevojshëm për 

të vazhduar për zgjerim njohurish në këtë drejtim. Ngelemi me shpresë, që në të 

ardhmen, të hartojmë edhe punime tjera në këtë fushë, pse jo, edhe më të kompletuara. 
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