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Abstrakti 

Në këtë punim do të paraqesim paraqitjen e disa kontantave matematike dhe funksioneve 

zeta dhe gama, me anë të integraleve, e cila do të arrihet duke vënë në zbatim seritë 

funksionale dhe funksionet speciale: gama, beta dhe zeta. Këtu kemi paraqitur,  seritë 

funksionale, gjegjësisht seritë e Taylor-it, Furier dhe Laurent; funksionin gama, beta dhe 

zeta; gjithashtu janë zgjidhur inetgrale më karakteristike duke zbatuar seritë funksionale  

dhe  funksionet speciale, të trajtuara në punim; për fund janë paraqitur edhe  disa kode në 

softuerin matematik, Matlab, për zgjidhjen e disa integraleve që janë dhënë në punim më 

herët, dhe disa veti të funksionit zeta. Theksojmë se, në të gjitha pohimet në të cilat nuk 

figuron referenca janë hartuar në mënyrë induviduale, ndër të cilat gjejmë, jobarazime ku 

është përfshirë funksioni gama; paraqitje në formë të integraleve të konstantës së Apery-it; 

shumë e pafundme ku si anëtarë ka funksionin beta dhe një lidhje mes funksionit gama dhe 

zeta. 

Fjalët kyçe: seritë funksionale (seritë Taylor, seritë Fourier, seritë Laurent), 

funksioni gama, funksioni beta, funksioni zeta, konstanta e Archiemede-it, numri 

Euler-it, konstanta e Catalan-it, konstanta e Euler-Mascheron-it, Matlab. 
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HYRJE 

Teoria e integraleve është një ndër teoritë që përfshinë pjesë të konsiderueshme të 

analizës matematike, kalkulusit, gjithashtu ato përbëjnë edhe fusha tjera jomatematike, si 

në inxhinieri, fizikë, kimi, biologji, e shumë degë tjera, me pak fjalë, pa këtë teori zhvillimi 

teknologjik i sotëm do të ishte i pamundur. Për shkak shumëdimensionalitetit të 

aplikueshmërisë, kjo është nga teoritë që zhvillohet vazhdimisht me hapa të shpejtë, që i 

bie se është e pamundur përfshirja e tërë teorisë, brenda kopertinave të një punimi është e 

pamundur, prandaj, jemi përqëndruar vetëm në një pjesëz të kësaj teorie, gjegjësisht 

zbatimit të serive funksionale dhe  disa funksioneve speciale, më saktësisht, funksionit 

gama, beta dhe zeta, në zgjidhjen e disa integraleve më karakteritike. Me integrale 

karakteristike, nënkuptojmë integrale të cilat, me metodat elementare të analizës 

matematike janë shumë të vështira ose të pamundura të zgjidhen, dhe që vlera e tyre është 

një lidhje mes disa konstantave të rëndësishme matematike. Gjithashtu, ato mund të 

shërbejnë edhe si lidhje, paraqitje, të funksioneve speciale, si p.sh., në rastin tonë,  

funksionit gama, beta dhe zeta.  

Arsyet e lartëpërmenduara, dhe jo vetëm,  kanë qenë forcë shtytëse për t’ju rrekur 

këtij  punimi. 

Punimi është ndarë në katër kapituj, edhe atë: 

-  Në kapitullin e parë janë dhënë përkufizimet dhe vetitë më të rëndësishme për seritë 

funksionale, respektivisht seritë e Taylor-it, seritë Fourier dhe seritë e Laurent-it, ku disa 

veti janë ilustruar përmes disa shembujve. Duke marrë në konsideratë se seritë trajtohen 

gjerësisht në studimet e ciklit të parë, i kemi trajtuar më shkurtimisht. 

-  Në kapitullin e dytë, kemi përshkruar, funksionin gama, beta dhe zeta, duke dhënë 

përkufizimet dhe vetitë e tyre, përmes teoremave, pohimeve apo lemave. Një pjesë e mire 

e vetive edhe janë dhënë me vërtetim, meqë në studimet paradiplomike ata shqyrtohen 

shumë pak, për të mos thënë aspak. Gjithashtu janë dhënë edhe formula që lidhin këto 

funksione mes vete, p.sh. funksionin gama dhe beta, dhe funksionin gama dhe zeta, gjë, 

kjo shumë e rëndësishme në matematikë. 

-  Kapitulli tretë, përfshinë qëllimin kryesor të temës, në të cilin janë përfshirë një numër i 

konsiderueshëm pohimesh të cilat në fakt janë paraqitje të konstantave më të përhapura 

matematike dhe të funksioneve gama dhe zeta. Natyrisht, që për të arsyetuar këto paraqitje 

janë përdorur seritë funksionale ose funksionet speciale të lartëpërmendur. 

- Kapitulli katërtë, përbëhet nga një numër i caktuar kodesh dhe ekzekutimi i tyre në 

softuerin aplikativ matematik Matlab. Kodet janë bërë për zgjidhjen e disa problemeve të 

cilat i kemi zgjidhur në mënyrë analitike, zgjidhje, të cilat janë fituar kanë qenë shumë të 

përafërta me zgjidhjet analitike.Gjithashtu, janë dhënë edhe kode për llogartijen e disa 

vlerave të funksionit zeta, duke përdorur formulat të cilat janë vërtetuar më parë. 

Softuerët aplikativ matematik  që janë përdorur për të pasur një pasqyrë sa më të 

pastër rreth problematikës që kemi trajtuar janë: Geogebra, Wolfram Mathematica dhe 
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Matlabi. Geogebra është përdorur për paraqitjen e disa zonave të integrimit te disa integrale 

që janë zgjidhur me metoda të analizës komplekse. Wolfram  Mathematica është përdorur 

për paraqitjen grafike të disa  funksioneve,  për të cilat e kemi parë të arsyeshme se është e 

nevojshme paraqitja grafike e tyre. Pjesën e përdorimit të Matlab-it e përmendëm më lartë. 

Për fund, kërkojmë falje për çdo gabim, të cilët janë fryt i paditurisë dhe jo dëshirës 

tonë.  
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1. Seritë funksionale 

Le të jetë dhënë vargu i funksioneve {𝑓𝑘}𝑘≥𝑘0 , 𝑘, 𝑘0 ∈ ℕ i definuar në një bashkësi             

𝑋 ⊆ ℝ. Ndërtimi i series së funksioneve 

∑ 𝑓𝑘

∞

𝑘=𝑘0

 

kryhet në mënyrë të ngjajshme si vargjet dhe seritë numerike. 

Shqyrtojmë  se çfarë “sjellje” do të ketë vargu i shumave parciale  

𝑠𝑛(𝑥) = ∑ 𝑓𝑘(𝑥)

∞

𝑘=𝑘0

 

kur 𝑛 → ∞. Këtu na shfaqen disa lloje konvergjencash. … [8] 

Përkufizim1.1([8]) Themi se seria e funksioneve: 

∑ 𝑓𝑘

∞

𝑘=𝑘0

 

konvergjon nnë mënyrë të zakonshme në 𝑥̅ nëse vargu i shumave të pjesëshme 

{𝑠𝑛}𝑛≥𝑘0 , 𝑛, 𝑘0 ∈ ℕ konvergjon në mënyre të zakonshme në 𝑥̅, me fjalë të tjera, seria 

numerike: 

∑ 𝑓𝑘(𝑥̅ )

∞

𝑘=𝑘0

< ∞ 

Le të jetë 𝐴 ⊆ 𝑋 bashkësia e të gjitha pikave 𝑥̅, e cila quhet “fushë konvergjence” e serisë 

∑ 𝑓𝑘

∞

𝑘=𝑘0

 

Përkufizojmë funksionin 𝑠: 𝐴 → ℝ, i cili paraqet shumën e serisë së funksioneve, në këtë 

mënyrë: 

𝑠(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑠𝑛(𝑥) = ∑ 𝑓𝑘

∞

𝑘=𝑘0

, ∀𝑥 ∈ 𝐴 

Përkufizim1.2([8]) Themi se seria funksionale: 
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∑ 𝑓𝑘

∞

𝑘=𝑘0

 

konvergjon absolutisht në 𝐴, nëse ∀𝑥 ∈ 𝐴 seria  

∑|𝑓𝑘(𝑥)|

∞

𝑘=𝑘0

< ∞ 

Teoremë1.1([8])  Seria e funksioneve  

∑ 𝑓𝑘

∞

𝑘=𝑘0

 

konvergjon uniformisht te funksioni 𝑠 në 𝐴 nëse vargu i shumave të pjesshme 

{𝑠𝑛}𝑛≥𝑘0 konvergjon uniformisht te 𝑠 në 𝐴. 

Së bashku konvergjenca absolute dhe konvergjenca uniforme tërheqin konvergjencën e 

zakonshme të serive. 

[52]... Për shembull, shqyrtojmë  konvergjencën e serisë: 

∑𝑠𝑖𝑛
𝑥

3𝑛
,   ∀𝑥 ∈ ℝ .

∞

𝑛=1

 

 Pasi që, 

∑|𝑠𝑖𝑛
𝑥

3𝑛
| < ∑

|𝑥|

3𝑛
= |𝑥|∑

1

3𝑛
< ∞

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

 

Pra, seria e dhënë konvergjon absolutisht, rrjedhimisht konvergjon edhe në mënyrë të 

zakonshme. 

Teoremë1.2([8])  Le të jetë {𝑓𝑘}𝑘>𝑘0varg i funksioneve të vazhdueshme në një interval 

real 𝐼 ashtu që seria: 

∑ 𝑓𝑘

∞

𝑘=𝑘0

 

konvergjon uniformisht te funksioni 𝑠 në 𝐼. Atëherë 𝑠 është i vazhdueshëm në 𝐼. 

Teoremë1.3([8])  Le të jetë 𝐼 = [𝑎, 𝑏] interval i mbyllur dhe i kufizuar dhe {𝑓𝑓}𝑘>𝑘0
 një 

varg funksionesh të integrueshme në 𝐼 ashtu që: 
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∑ 𝑓𝑘

∞

𝑘=𝑘0

 

konvergjon uniformisht te funksioni 𝑠 në 𝐼. Atëherë funksioni 𝑠 është i integrueshëm në 𝐼, 

dhe  

∫𝑠(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ ∑ 𝑓𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = ∑∫𝑓𝑘(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

∞

𝑘=1

.

∞

𝑘=𝑘0

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

Pra, në këtë rast, seria mund të integrohet term çër term. 

Teoremë1.4 ([8], [16]) (Derivimi i serive) Le të jetë {𝑓𝑓}𝑘>𝑘0
një varg funksionesh me 

derivate të vazhdueshme në 𝐼 = [𝑎, 𝑏]. Supozojmë se ekzistojnë funksionet 𝑠 dhe 𝑡 në 𝐼 

ashtu që: 

𝑖)           ∑ 𝑓𝑘(𝑥) = 𝑠(𝑥),   ∀𝑥 ∈ 𝐼

∞

𝑘=𝑘0

 

𝑖𝑖)    ∑ 𝑓𝑘′(𝑥) = 𝑡(𝑥),   ∀𝑥 ∈ 𝐼

∞

𝑘=𝑘0

           

dhe kjo konvergjencë është uniforme në 𝐼. Atëherë 𝑠 është funksion me derivate të 

vazhdueshëm në 𝐼 dhe 𝑠′ = 𝑡. Për më tepër, 

∑ 𝑓𝑘

∞

𝑘=𝑘0

 

konvergjon unifromisht te 𝑠 në 𝐼 dhe  

∑ 𝑓𝑘′

∞

𝑘=𝑘0

 

konvergjon uniformisht te 𝑠′. Me fjalë tjera: 

∑ 𝑓𝑘
′(𝑥) = (∑ 𝑓𝑘(𝑥)

∞

𝑘=𝑘0

) ; ∀𝑥 ∈ 𝐼

∞

𝑘=𝑘0

, 

pra seria mund të derivohet term për term. 
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Duke marrë në konsideratë rëndësinë e konvergjnecës uniforme të serive, po japim një 

kusht të mjaftueshëm për konvergjencën uniforme, pavarësisht se nuk e dime shumën e 

serisë. 

Teoremë1.5([8], [16]) (Kriteri Weirstrass-it, M-testi). Le të jetë {𝑓𝑓}𝑘>𝑘0
 një varg 

funksionesh në 𝑋, (𝑋 ⊂ ℝ) dhe {𝑀𝑘}𝑘≥𝑘0 varg real ashtu që ∀𝑘 ≥ 𝑘0, |𝑓𝑘(𝑥)| ≤ 𝑀𝑘, ∀𝑥 ∈

𝑋. 

Teoremë1.6 ([8], [16]) (Kriteri Koshi-t): Kusht i nevojshëm dhe i mjaftueshëm që seria 

funksionale: 

∑ 𝑓𝑘(𝑥)

∞

𝑘=𝑘0

 

të konvergjojë uniformisht në 𝑋, (𝑋 ⊂ ℝ) është që ∀𝑘 > 𝑘(𝜀) të vlejë: 

|𝑆𝑘+𝑝(𝑥) − 𝑆𝑘(𝑥)| = | ∑ 𝑓𝑛(𝑥)

𝑘+𝑝

𝑛=𝑘+1

| < 𝜀, ∀𝑥 ∈ 𝑋 

për ndonjë 𝑝 ∈ ℕ. 

Përkufzim1.3 ([16]) Thuhet se vargu {𝑓𝑛(𝑥)} është i kufizuar (ndonjëherë quhet edhe 

uniformisht i  kufizuar) në bashkësinë 𝑋(𝑋 ⊂ ℝ)nëse ekziston konstantja  𝑀 > 0, ashtu që 

∀𝑥 ∈ 𝑋 dhe 𝑛 ∈ ℕ vlen jobarazimi |𝑓𝑛(𝑥)| ≤ 𝑀. 

Përkufizim1.4 ([16])  Vargu {𝑓𝑛(𝑥)} quhet monotono-jozvogëlues (monotono-jorritës) në 

bashkësinë 𝑋(𝑋 ⊂ ℝ) nëse ∀𝑥 ∈ 𝑋 dhe ∀𝑛 ∈ ℕ vlen jobarazimi: 

𝑓𝑛(𝑥) ≤ 𝑓𝑛+1(𝑥)(𝑓𝑛+1(𝑥) ≤ 𝑓𝑛(𝑥)) 

Teoremë1.7([16])  (Kriteri Dirihle): Le të jetë dhënë seria: 

∑𝑓𝑛(𝑥)𝑔𝑛(𝑥)

∞

𝑛=1

 

supozojmë se: 

1) Vargu {𝑓𝑛(𝑥)} është monotono-jorritës në 𝑋 dhe konvergjon uniformisht kah zero 

në 𝑋; 

2) Vargu  

𝐺𝑛(𝑥) = ∑𝑔𝑘(𝑥)

𝑛

𝑘=1

 

𝐺𝑛(𝑥) është i kufizuar në 𝑋. Atëherë seria  



14 

 

∑𝑓𝑛(𝑥)𝑔𝑛(𝑥)

∞

𝑛=1

 

konvergjon uniformisht në 𝑋. 

Teoremë1.8  ([16])  (Kriteri i Abel-it): Nëse: 

1) Vargu {𝑓𝑛(𝑥)}është i kufizuar në bashkësinë 𝑋(|𝑓𝑛(𝑥)| ≤ 𝑀, 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑛 ∈ ℕ) dhe 

∀𝑥 ∈ 𝑋 është monoton. 

2) Seria  

∑𝑔𝑛(𝑥)

∞

𝑛=1

 

konvergjon uniformisht në 𝑋. Atëherë  

∑𝑓𝑛(𝑥)𝑔𝑛(𝑥)

∞

𝑛=1

 

konvergjon uniformisht. 

[34]… Për shembull, shqyrtojmë konvergjencën e serisë 

∑
𝑐𝑜𝑠

𝑛2𝜋
𝑛 + 1

𝑙𝑛2 𝑛 √𝑛 + 𝑥
,   0 ≤ 𝑥 < ∞

∞

𝑛=1

 

 Marrim serinë: 

∑
𝑐𝑜𝑠

𝑛2𝜋
𝑛 + 1
𝑙𝑛2 𝑛

∞

𝑛=1

 

𝑐𝑜𝑠
𝑛2𝜋

𝑛 + 1
= 𝑐𝑜𝑠 (

𝜋𝑛2

𝑛 + 1
− 𝜋𝑛) ∙ (−1)𝑛 = (−1)𝑛 𝑐𝑜𝑠

𝑛2𝜋

𝑛 + 1
, 

atëherë seria merr formën: 

∑
(−1)𝑛 𝑐𝑜𝑠

𝜋
𝑛 + 1

𝑙𝑛2 𝑛

∞

𝑛=1

, 

Në këtë rast, 

∑
(−1)𝑛

𝑙𝑛2 𝑛

∞

𝑛=1
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konvergjon sipas testit të Leibniz-it ( 
1

(𝑙𝑛)2
 monoton dhe tenton në zero), kurse  

|𝑐𝑜𝑠
𝜋

𝑛+1
| ≤ 1 i kufizuar rrjedhimisht seria  

∑
𝑐𝑜𝑠

𝑛2𝜋
𝑛 + 1
𝑙𝑛2 𝑛

∞

𝑛=1

 

konvergjon sipas kriterit të Abel-it për seritë numerike. Ndërsa: 

|
1

√𝑛 + 𝑥
| ≤

1

√𝑛
≤ 1 ⇒ 𝑓𝑛(𝑥) 

funksion i kufizuar dhe monoton sepse 𝑛 + 𝑥 + 1 > 𝑛 + 𝑥 ⇒ √𝑛 + 𝑥 + 1 > √𝑛 + 𝑥 

1

√𝑛 + 𝑥 + 1
<

1

√𝑛 + 𝑥
⇒ 𝑓𝑛+1(𝑥) < 𝑓𝑛(𝑥) 

rrjedhimisht; 

∑
𝑐𝑜𝑠

𝑛2𝜋
𝑛 + 1

𝑙𝑛2 𝑛 √𝑛 + 𝑥
 , 𝑥 ∈ [0, +∞)

∞

𝑛=1

 

Konvergjon uniformisht sipas kriterit të Abel-it për seritë funksionale. 

1.1 Seritë fuqi 

[47]… Seria fuqi është seria e formës: 

∑𝑐𝑛𝑥
𝑛 = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥

2 +⋯

∞

𝑛=0

 

kjo lloj serie mund të formulohet në mënyrë më të përgjithshme, si vijon: 

∑𝑐𝑛(𝑥 − 𝑎)
𝑛 = 𝑐0 + 𝑐1(𝑥 − 𝑎) + 𝑐2(𝑥 − 𝑎)

2 +⋯

∞

𝑛=0

 

dhe quhet seri fuqi me qendër te a. 

 Seritë fuqi për nga natyra e tyre mund të jenë konvergjente ose divergjente. 

[57]… Për shembull, mund ta shkruajmë pyetjen se për çfarë vlera të 𝑥-it seria: 

∑𝑛! (𝑥 − 𝑎)𝑛
∞

𝑛=0
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është konvergjente? 

Tani, po të marrim në konsideratë kriterin e Dalamber-it kemi: 

lim
𝑛→∞

|
(𝑛 + 1)! (𝑥 − 𝑎)𝑛+1

𝑛! (𝑥 − 𝑎)𝑛
| = lim

𝑛→∞
(𝑛 + 1)|𝑥 − 𝑎| = ∞(𝑥 ≠ 𝑎) 

Siç shihet, përveç rastit kur 𝑥 = 𝑎, në të tjera raste seria është divergjente.  

Lemë1.1[47]  

i) Nëse seria fuqi  

∑𝑐𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

 

konvergjon për 𝑥 = 𝑏, për 𝑏 ≠ 0, atëherë konvergjon për |𝑥| < |𝑏|. 

ii) Nëse seria fuqi  

∑𝑐𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

 

divergjon për 𝑥 = 𝑑, për 𝑑 ≠ 0, atëherë divergjon edhe për |𝑥| > |𝑑|. 

Teoremë1.9 [47]  Për një seri fuqi të dhënë 

∑𝑐𝑛(𝑥 − 𝑎)
𝑛

∞

𝑛=0

 

hasim këto raste  

i) Seria konvergjon vetëm kur 𝑥 = 𝑎 

ii) Seria konvergjon për të gjita 𝑥-et 

iii) Gjendet një numër pozitiv 𝑅, i tillë që seria konvergjon nëse |𝑥 − 𝑎| < 𝑅 

dhe divergjon nëse: 

|𝑥 − 𝑎| > 𝑅 

Kjo teoremë na inicon përkufizimin e mëposhtëm: 

Përkufizim1.5[47]  Numri 𝑅  në teoremën e mësipërme quhet rreze e konvergjencës së 

serisë. Intervali (𝑎 − 𝑅, 𝑎 + 𝑅) quhet interval i konvergjencës. 
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 Fig. 1.  1 Intervali i konvergjencës 

[52]… Për shembull, caktojmë rrezen dhe intervalin e konvergjencës për serinë: 

∑
𝑥𝑛

𝑛23𝑛

∞

𝑛=1

 

Nga kriteri i raportit kemi: 

lim
𝑛→∞ 

|
𝑓𝑛+1(𝑥)

𝑓𝑛(𝑥)
| = lim

𝑛→∞ 
|

𝑥𝑛+1

(𝑛 + 1)23𝑛+1

𝑥𝑛

𝑛2 − 3𝑛

| = lim
𝑛→∞ 

|
𝑥𝑛23^𝑛

(𝑛 + 1)23𝑛3
| = |

𝑥

3
| < 1 ⇒ |𝑥| < 3 

seria konvergjon, kurse për |𝑥| > 3 seria divegjon, pra rrezja e konvergjencës është 3. 

Shqyrtojmë konvergjencën në skaje: 

• Për 𝑥 = 3 seria merr formën  

∑
3𝑛

𝑛23𝑛
=∑

1

𝑛2

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

 

e cila është seri numerike konvergjente. 

• Për 𝑥 = −3 seria merr formën  

∑
(−3)𝑛

𝑛23𝑛

∞

𝑛=1

=∑
(−1)𝑛

𝑛2

∞

𝑛=1

 

e cila gjithashtu është konvergjente sipas kriterit të Lajbinic-it mbi seritë alternative. 

1.1.1 Paraqitja e funksionit si seri 

Në këtë paragraf do të paraqesim disa klasash funksionesh të paraqitura si seri fuqi, duke 

manipuluar me seritë gjeometrike, duke derivuar ose integruar. 

[47]… Le të nisemi nga seria e mirënjohur: 

1

1 − 𝑥
= 1 + 𝑥 + 𝑥2 +⋯ =∑𝑥𝑛

∞

𝑛=0

, |𝑥| < 1 
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Po të marrim funksionin  

𝑓(𝑥) =
1

1 − 𝑥
 

atëherë seria e mësipërme paraqet këtë funksion si shumë e fuksioneve fuqi. 

Në vijim paraqesim funksionin 

𝑓(𝑥) =
𝑥3

𝑥 + 2
 

në seri fuqi. Nisemi nga: 

𝑥3

𝑥 + 2
= 𝑥3

1

𝑥 + 2
= 𝑥3

1

2 + 𝑥
= 𝑥3

1

2 (1 +
𝑥
2
)
= 

= 𝑥3
1

2(1 − (−
𝑥
2)
=
𝑥3

2
∑ (−

𝑥

2
)
𝑛

=∑
(−1)𝑛𝑥𝑛+3

2𝑛+1

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

seria për interval konvergjence intervalin (−2,2) sepse |−
𝑥

2
| < 1. 

Teoremë1.10  ([47])  Nëse seria fuqi  

∑𝑐𝑛(𝑥 − 𝑎)
𝑛

∞

𝑛=0

 

ka rreze konvergjence 𝑅 > 0, atëherë funksioni 

𝑓(𝑥) = ∑𝑐𝑛(𝑥 − 𝑎)
𝑛

∞

𝑛=0

 

është i derivueshëm dhe i integrueshëm në intervalin (𝑎 − 𝑅, 𝑎 + 𝑟) de vlenë: 

i)  

𝑓′(𝑥) = 𝑐1 + 2𝑐2(𝑥 − 𝑎) + 3𝑐3(𝑥 − 𝑎)
2 +⋯ =∑𝑛𝑐𝑛(𝑥 − 𝑎)

𝑛−1

∞

𝑛=1

 

ii)  

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑐 + 𝑐0(𝑥 − 𝑎) + 𝑐1
(𝑥 − 𝑎)2

2
+⋯ = 𝑐 +∑𝑐𝑛

(𝑥 − 𝑎)𝑛+1

𝑛 + 1

∞

𝑛=0

 

Formulat i) dhe ii) mund të shkruhen si vijon: 
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𝑑

𝑑𝑥
(∑ 𝑐𝑛(𝑥 − 𝑎)

𝑛

∞

𝑛=0

) = ∑
𝑑

𝑑𝑥
(𝑐𝑛(𝑥 − 𝑎)

𝑛)

∞

𝑛=0

 

dhe  

∫(∑𝑐𝑛(𝑥 − 𝑎)
𝑛𝑑𝑥

∞

𝑛=0

) =∑∫(𝑐𝑛(𝑥 − 𝑎)
𝑛)𝑑𝑥

∞

𝑛=0

 

Funksionin 

𝑓(𝑥) =
1

(1 − 𝑥)2
 

e zbërthejmë në seri fuqi dhe caktojmë rrezen e konvergjencës.  

Meqenëse:  

(
1

(1 − 𝑥)
)
′

=
1

(1 − 𝑥)2
 

dhe  

1

1 − 𝑥
= ∑𝑥𝑛, |𝑥|

∞

𝑛=0

< 1 

atëherë  

1

(1 − 𝑥2)
=
𝑑

𝑑𝑥
∑𝑥𝑛 = ∑

𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑥
= ∑𝑛𝑥𝑛−1

∞

𝑛=1

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

me rreze konvergjence 𝑅 = 1 dhe interval të konvergjnecës (−1,1).  

1.1.2 Seria e Taylor-it 

Në këtë paragraf  do të shohim metodeën e Taylor-it, për të shprehur funksione të 

caktuara si seri. Kjo metodë mundëson paraqitjen e funksioneve të caktuara përmes 

polinomesh. 

Teoremë1.11([47])  Nëse funksioni 𝑓(𝑥) ka një paraqitje me seri fuqi rritëse në 𝑥 = 𝑎, 

pra nëse  

𝑓(𝑥) = ∑𝑐𝑛(𝑥 − 𝑎)
𝑛

∞

𝑛=0

 

për |𝑥 − 𝑎| < 𝑅 atëherë koeficientët 𝑐𝑛 jepen nga formula: 
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𝑐𝑛 =
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!
. 

Përkufizim1.6([47])   Seria  

𝑓(𝑥) = ∑
𝑓𝑛(𝑎)

𝑛!
(𝑥 − 𝑎)𝑛

∞

𝑛=0

 

quhet seria Taylor e 𝑓(𝑥) në 𝑥 = 𝑎. Nëse 𝑎 = 0 atëherë seria e mësipërme quhet seri e 

Maclaurin-it. 

[48]… Gjejmë serinë polinomiale për funksionin 𝑓(𝑥) = sin 𝑥, sipas 𝑥 dhe caktojmë 

rrezen e konvergjencës. 

Caktojmë vlerat funksionale dhe derivatet në pikën 𝑥 = 0. 

𝑠𝑖𝑛(0) = 0 𝑠𝑖𝑛′(0) = 1 

𝑠𝑖𝑛′′(0) = 0 𝑠𝑖𝑛′′′(0) = −1 sin(4)(0) = 0  

 Në bazë të formulës së Taylor-it fitohet që  

sin(𝑥) = 0 + 1𝑥 + 0𝑥2 +
(−1)

3!
𝑥3 + 0𝑥4 +⋯ = 

= 𝑥 −
𝑥3

3!
+
𝑥5

5!
−
𝑥7

7!
+ ⋯ 

Rrezja 𝑅 e konvergjencës për këtë seri është ∞; le të shohim pse? 

Termi i përgjithshëm i kësaj serie është: 

𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
=
𝑥

1
∙
𝑥

2
∙ … ∙

𝑥

2𝑛 + 1
 

Le ta supozojmë se 𝑥 paraqet disa numëra të caktuar. Kur “𝑛” tenton në ∞, termat në të 

djathtë të prodhimit të mësipërm do të zvogëloheshin shumë, dhe ata do të vazhdojnë të 

zvogëlohen, sa më shumë që do të rritet “𝑛” aq mëtepër do të zvogëloheshin termat; kjo 

nënkupton se “𝑥” është brenda  intervalit të konvergjencës. Kjo është e vërtetë për çfarëdo 

“𝑥”; që i bie se rrezja e konvergjencës është ∞. Shtrohet pytja, ç`rëndësi ka paraqitja e 

funksionit sin 𝑥 në seri në fuqi? 

Nëse marrim mjaftueshëm terma të serisë ne mund të kemi një vlerësim të mirë për 

sin 𝑥 për çfarëdo “𝑥”. Ky është një informacion mjaftë i rëndësishëm për funksionin sin 𝑥 

por, është e vështirë të tregohet nga ajo formulë që sin 𝑥 është periodik. Perioda e sin 𝑥 

është 2𝜋; si ta lidhim këtë seri me numrin 𝜋? 
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 Seritë fuqi janë shumë të mira për disa aspekte, por ata shpesh “fshehin” disa nga 

vetitë e funksioneve. 

1.2  Seritë Fourier 

[49]… Shumë fenomene me të cilat ndeshemi në natyrë janë periodike, pra përsëriten 

vazhdimisht, p.sh. valët e dritës, zërit dhe radios, rrezet 𝑋 të gjitha këto janë periodike.  

Për këto fenomene, përafrimi me serinë e Taylor-it ka të meta. Ndryshorja “𝑥”është 

larg prej pikës “𝑐”, pika ku kemi vendosur ta zgjerojmë funksionin, dallimi mes vlerës së 

funksionit dhe vlerës që na jep seria e Taylor-it është i madh. P.sh. nëse marrim të 

zbërthejmë funksionin 𝑓(𝑥) = sin 𝑥, 𝑥 =
𝜋

2
 , atëherë grafikonet do të kishin këtë pamje: 

 

Fig. 1.  2  Grafiku i funksionit 𝑦 = 𝑓(𝑥) dhe polinomi përafrues i tij i rendit të  katërtë 

Seritë e Taylor-it sigurojnë një përafrim të saktë në afërsi të pikës ”𝑐” pra mund të themi 

se ato sigurojnë një “saktësi lokale”. Në përgjithësi, s`ka rëndësi sa të madhe do ta zgjedhim 

“𝑛”, përafrimi do të jetë i vlefshëm në “afërsi lokale”. Në shumë situata, ne duhet të gjejmë 

një përafrim të një funksioni periodik të dhënë, i cili është i vlefshëm”globalisht”(∀x). Për 

këtë arsye, lind nevoja “ndërtimi” i një lloji të ndryshëm të serive që do të mundësojnë 

zbërthimin e funksioneve periodike, ku secili prej termave të serisë do të jetë periodik.  

Për një funksion do të themi se është periodik me periodë 𝑇 > 0, nëse  

𝑓(𝑥 + 𝑇) = 𝑓(𝑥), ∀𝑥 

 në domenin e 𝑓.  

 Kur flasim për funksionet periodike, epara që na vie ndër mend janë funksionet 

trigonometrike,sin 𝑥 dhe cos 𝑥, ku të dy janë me periodë 2𝜋. Për më tepër, 

sin 2𝑥, cos 2𝑥 , sin 3𝑥, cos 3𝑥, e kështu me radhë, të gjithë janë periodik me periodë 2𝜋, 
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pra sin (𝑘𝑥)dhe cos(𝑘𝑥) , 𝑘 ∈ ℕ, janë funksione periodike me periodë 2𝜋. Për çdo 𝑘 ∈ ℤ, 

le të jetë 𝑓(𝑥) = sin 𝑘𝑥 atëherë po të marrim: 

𝑓(𝑥 + 2𝜋) = sin(𝑘(𝑥 + 2𝜋)) = sin(𝑘 + 2𝑘𝜋) = sin 𝑘𝑥 = 𝑓(𝑥), 

kemi që 𝑓-ja ka periodë 2𝜋. Ngjajshëm tregohet se edhe cos 𝑘𝑥 ka periodë 2𝜋. 

 Pra, nëse duam të zgjerojmë një funksion periodik me peridë 2𝜋 në seri, duhet të 

marrim parasysh që secili nga termet e serisë të jetë me periodë 2𝜋, për shembull në 

formën: 

𝑎0
2
+∑(𝑎𝑘 cos(𝑘𝑥) + 𝑏𝑘

∞

𝑘=1

sin(𝑘𝑥)) 

e cila njihet si seri Fourier. 

 Duhet theksuar se, nëse seria konvergjon, ajo do të konvergjoj te njëfunksion 

periodik që ka periodë 2𝜋 pasi që çdo term i serisë është me periodë 2𝜋. Koeficientet e 

serisë 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛 dhe 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛 quhen koeficient Fourier. 

 Shënimi 
𝑎0

2
 përpara serisë,bëhet me qëllim lehtësimi, për thjeshtësi të formulave për 

llogaritjen e koeficienteve. 

Fillimisht le të shtrojmë disa pytje të rëndësishme: 

1. Çfarë funksione mund të zbërthehen në seri Fourier? 

2. Si do të llogariten koeficientët Fourier? 

3. A konvergjojnë seritë Fourier? Nëse po, te çfarë funksioni ato konvergjojnë? 

Le të supozojmë se seria Fourier konvergjon në intervalin [−𝜋, 𝜋 ]. atëherë, ajo paraqet një 

funksion 𝑓 në atë interval, 

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2
+∑[𝑎𝑘 cos(𝑘𝑥) + 𝑏𝑘 sin(𝑘𝑥)]

∞

𝑘=1

                                  

ku 𝑓 patjetër duhet të jetë periodik jashta intervalit [−𝜋, 𝜋], prej ku  

𝑎0 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

−𝜋

 ; 𝑎𝑛 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) cos(𝑛𝑥)𝑑𝑥; 

𝜋

−𝜋

  

𝑏𝑘 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) sin(𝑘𝑥)𝑑𝑥, 𝑘 = 1,2,3, …

𝜋

−𝜋

 

Caktojmë serinë Fourier për funksionin funksionit  
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𝑓(𝑥) = {
0, −𝜋 < 𝑥 ≤ 0
1, 0 < 𝑥 ≤ 𝜋

 

duke supozuar se është periodik edhe jashta intervalit [−𝜋, 𝜋]. 

 

Fig. 1.  3 Grafiku i 𝑓(𝑥) 

Caktojmë koeficientët Fourier: 

𝑎0 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

1

𝜋
∫0𝑑𝑥

0

−𝜋

+∫1𝑑𝑥 = 0 +
𝜋

 𝜋
= 1

𝜋

0

𝜋

−𝜋

 

𝑎𝑘 =
1

𝜋
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 cos(𝑘𝑥)𝑑𝑥 =

1

𝜋
∫ 0 cos(𝑘𝑥)𝑑𝑥 +

1

𝜋
∫(1) cos  (𝑘𝑥)𝑑𝑥 = 0

𝜋

0

0

− 𝜋 

𝜋

−𝜋

 

dhe 

𝑏𝑘 =
1

𝜋
∫𝑓(𝑥) sin(𝑘𝑥)𝑑𝑥 =

1

𝜋
∫(0) sin(𝑘𝑥)𝑑𝑥 = −

1

𝜋𝑘
cos(𝑘𝑥) |

𝜋
0
=

0

−𝜋

𝜋

−𝜋

 

= −
1

𝜋𝑘
(cos(𝑘𝜋) − cos(0)) = −

1

𝜋𝑘
[(−1)𝑘 − 1] = {

0, 𝑘 − ç𝑖𝑓𝑡
2

𝜋𝑘
, 𝑘 − 𝑡𝑒𝑘

 

 Koeficientët me indkes tek dhe çift mund t`i shkruajmë veçmas, si 𝑏2𝑘 = 0, për 𝑘 ∈

ℕ, dhe 𝑏2𝑘−1 =
2

(2𝑘−1)𝜋
, për 𝑘 ∈ ℕ, atëherë seria Fourier do të ketë formën: 

𝑎0
2
+∑(𝑎𝑘 cos(𝑘𝑥) + 𝑏𝑘 sin(𝑘𝑥))

∞

𝑘=1

= 
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=
1

2
+∑𝑏𝑘 sin(𝑘𝑥) =

1

2
+∑𝑏2𝑘−1 sin(2𝑘 − 1)𝑥 =

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

1

2

+∑
2

(2𝑘 − 1)𝜋
sin(2𝑘 − 1)𝑥 =

∞

𝑘=1

 

=
1

2
+
2

𝜋
sin 𝑥 +

2

3𝜋
sin 3𝑥 +

2

5𝜋
sin 5𝑥 +⋯ 

 Asnjërin nga kriteret për konvergjencn e serive nuk e kemi aplikuar, në vend të 

kësaj le të paraqesim grafikonet e disa shumave parciale të para të serisë, të përkufizuara 

si më poshtë: 

𝐹𝑛(𝑥) =
1

2
+∑

2

(2𝑘 − 1)𝜋
sin(2𝑘 − 1)𝑥

𝑛

𝑘=1

 

  

Fig. 1.  4  a) 𝑦 = 𝑓(𝑥) dhe 𝑦 = 𝐹4(𝑥),           b)  𝑦 = 𝑓(𝑥) dhe 𝑦 = 𝐹8(𝑥) 

  

Fig. 1.  5 a) 𝑦 = 𝑓(𝑥) dhe 𝑦 = 𝐹20(𝑥),        b)  𝑦 = 𝑓(𝑥) dhe 𝑦 = 𝐹50(𝑥) 

Pra me rritjen e 𝑛 grafiku  i 𝐹𝑛(𝑥) do të ketë pamje thuajse të njëjtë me funksioni 𝑓(𝑥). 

Duke supozuar në këtë, mund të bëjmë “një hipotezë” se seria Fourier konvergjon te 

funksioni 𝑓(𝑥), megjithatë kjo nuk është  mjaftueshëm korrekte. 
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1.2.1 Seritë Fourier për funksionin me periodë çfarëdo 

[49]… Le të supozojmë se funksioni 𝑓 është periodik me period  𝑇, por 𝑇 ≠ 2𝜋. Në këtë 

rast, ne dëshirojmë të zgjerojmë  funksionin 𝑓 në funksione me periodë 𝑇. Fillimisht, 

përkufizojmë 𝑙 =
𝑇

2
 de vërejmë që 𝑐𝑜𝑠

𝑘𝜋𝑥

𝑙
 dhe 𝑠𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑥

𝑙
 janë periodik me period  𝑇 = 2𝑙, për 

çdo 𝑘 = 1,2, …, kështu që seria Fourier për  𝑓 me periodë "2𝑙" merr trajtën: 

𝑎0
2
+∑[𝑎𝑘 cos (

𝑘𝜋𝑥

𝑙
) + 𝑏𝑘 sin (

𝑘𝜋𝑥

𝑙
)]

∞

𝑘=1

 

Në këtë rast, koeficientët Fourier i llogarisim me formulat: 

𝑎𝑘 =
1

𝑙
∫𝑓(𝑥) 𝑐𝑜𝑠 (

𝑘𝜋𝑥

𝑙
) 𝑑𝑥, 𝑘 = 0,1,2, …

𝑙

−𝑙

                             

dhe  

𝑏𝑘 =
1

𝑙
∫𝑓(𝑥) 𝑠𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥

𝑙

−𝑙

, 𝑘 = 1,2,3, …                             

Teoremë1.12 ([49])  (Teorema për konvergjencën e serisë Fourier)  Supozojmë se 

funksioni 𝑓 është periodik me peridë 2𝑙 dhe që 𝑓 dhe 𝑓′ janë të vazhduesme në intervalin 

[−𝑙, 𝑙], në përjashtimtë një numri të fundëm pikash ‘kërcyese’. Atëherë 𝑓 ka një seri 

konvergjente Fourier për zbërthim. Për më tepër seria konvergjon te 𝑓(𝑥), kur 𝑓 është i 

vazhdueshëm te 𝑥, dhe te: 

1

2
[ lim
𝑡→𝑥+

𝑓(𝑡) + lim
𝑡→𝑥−

𝑓(𝑡)] 

në çdo pikë 𝑥, ku 𝑓 ka këputje. Kjo teoremë thotë që seria Fourier mund të konvergjojë te 

një funksion jo i vazhdueshëm, edhe pse çdo term në seri është i vazhdueshëm (dhe i 

diferencuehsëm) për të gjitha 𝑥-et. 

 Duke përdorur teoremën e mësipërme, vërtetojmë që zgjerimi në seri Fourier i funksionit 

me periodë 2𝜋, 

𝜋

2
−∑

4

(2𝑘 − 1)2𝜋
cos(2𝑘 − 1)𝑥, 𝑓(𝑥) = |𝑥|, −𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋,

∞

𝑘=1

 

është periodik jashta [−𝜋, 𝜋], konvergjente 𝑓(𝑥) kudo. Meqenëse funksioni 𝑓 është i 

vazhdueshëm kudo. 

𝑓(𝑥) = {
−𝑥, −𝜋 ≤ 𝑥 < 0
𝑥,             0 ≤ 𝑥 < 𝜋

 



26 

 

dhe është periodik jashta [−𝜋, 𝜋], atëherë: 

𝑓′(𝑥) = {
−1, −𝜋 < 𝑥 < 0
1,            0 < 𝑥 < 𝜋

 

Pra, edhe 𝑓 është i vazhdueshëm në [−𝜋, 𝜋], përveç pikave “të këputjes” 𝑥 = 0 dhe           

𝑥 = ±𝜋. Nga teorema paraprake kemi që seria Fourier konvergjon te 𝑓(𝑥) kudo (pasi që 

𝑓 është i vazhdueshëm kudo). Për këtë arsye ne mund të shkruajmë: 

𝑓(𝑥) =
𝜋

2
−∑

4

(2𝑘 − 1)2𝜋

∞

𝑘=1

cos(2𝑘 − 1)𝑥 

Siç shihet, në bazë të kësaj teoreme, seria Fourier jo çdo herë konvergjon te funksioni që 

zgjerohet.   

Teoremë1.13 ([16]) (Identiteti i Parseval-it) Funksioni 𝑓(𝑥) le ti plotësojë kushtet e            

teoremës1.12 dhe seria e tij Fourier le të konvergjoj uniformisht me intervalin (−𝐿, 𝐿), 

atëherë vlen i ashtuquajturi identiteti i Parseval-it: 

1

𝐿
∫[𝑓(𝑥)]2𝑑𝑥 =

𝑎0
2

2

𝐿

−𝐿

+∑(𝑎𝑛
2

∞

𝑛=1

+ 𝑏𝑛
2)                                      

Me ç’rast supozojmë se  

∫[𝑓(𝑥)]2𝑑𝑥

𝐿

−𝐿

 

ekziston; 𝑎𝑛, 𝑏𝑛-koeficientët Fourier të funksionit 𝑓. 

Për shembull,  duke shfrytëzuar identitetin e Parseval-it gjejmë shumën e serisë: 

∑
1

𝑛4

∞

𝑛=1

 

Njëri nga funksionet përmes të cilit mund të gjendet shuma e serisë së dhënë është  

𝑓(𝑥) = 𝜋2 − 𝑥2, 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋]. Meqë 𝑓(𝑥) çift atëherë 𝑏𝑛 = 0, (𝑛 = 0,1,2, … ), kurse  

𝑎0 =
2

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) =

4𝜋2

3
; 𝑎𝑛 = ∫𝑓(𝑥) cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 = (−1)

𝑛+1 
4

𝑛2

𝜋

0

𝜋

0

 

Koeficientët e gjetur i zëvendësojmë te identiteti Parseval-it 
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𝑎0
2

2
+∑(𝑎𝑛

2 + 𝑏𝑛
2) =

1

𝜋
∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

−𝜋

∞

𝑛=1

 

prej ku marrim: 

8

9
𝜋2 + 16∑

1

𝑛4
=

∞

𝑛=1

2

𝜋
∫(𝜋2 − 𝑥2)𝑑𝑥 =

16𝜋4

15

𝜋

0

  

pra përfundimisht  

∑
1

𝑛4
=
𝜋4

90

∞

𝑛=1

 

Teoremë1.14  ([16])  (Jobaazimi i Bessel-it) Nëse 𝑓 funksion pjesërisht i vazhdueshëm 

në [−𝜋, 𝜋], atëherë: 

𝑎0
2

2
+∑(𝑎𝑘

2 + 𝑏𝑘
2) ≤

1

𝜋
∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

−𝜋

∞

𝑘=1

 

ku 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛 dhe 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛 janë koeficientë Fourier të 𝑓. 

1.3 Seritë polinomiale në ℂ 

Le të jetë𝑓(𝑧) funksion analitik në një zonë 𝐷 dhe 𝑧0 një pikë në të. Le të jetë 𝐶 rrethi 

|𝑧 − 𝑧0| = 𝑟 me qendër me 𝑧0 që përmbahet në zonën 𝐷. Atëherë për çdo pikë 𝑧 në zonën 

e rrethuar 𝐶 vlenë formula integrale e Koshiut, 

𝑓(𝑧0) =
1

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝜉)

(𝜉 − 𝑧0)
𝑑𝜉                                                … (1) 

 

Fig. 1.  6 Zona 𝐷 ku 𝑓(𝑧) është analitik 



28 

 

Seria  

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧0) +
𝑧 − 𝑧0
1!

𝑓′(𝑧0) + ⋯+
(𝑧 − 𝑧0)

𝑛

𝑛!
𝑓(𝑛)(𝑧0) + ⋯ 

quhet seri e Taylor-it për funksionin 𝑓 me qendër në 𝑧0. Në rastin special për 𝑧0 = 0, seria: 

𝑓(𝑧) = 𝑓(0) +
𝑧

1!
𝑓′(0) + ⋯+

𝑧𝑛

𝑛!
𝑓(𝑛)(0) +⋯ 

quhet seria e Maclaurin-it. 

Në këtë mënyrë, funksionin analitik mund ta zbërthejmë në çdo zonë rrethuese të pikës 𝑧0 

në zonën 𝐷, në seri të Taylor-it i cili konvergjon së paku në rrethin, qendra e të cilit është 

pika 𝑧0dhe e cila ndodhet në zonën 𝐷. 

 [18]…  Zbërthejmë në seri të Taylor-it funksionin 𝑓(𝑧) =
1

1+𝑧
, rreth pikës 𝑧0 = 𝑖. Nisemi 

nga  

𝑓(𝑧) =
1

1 + 𝑧
=

1

1 + 𝑖 + 𝑧 − 𝑖
=

1

1 + 𝑖

1

1 +
𝑧 − 𝑖
1 + 𝑖

= 

=
1

1 + 𝑖
∑(−1)𝑛

(𝑧 − 𝑖)𝑛

(1 + 𝑖)𝑛
=∑(−1)𝑛

(𝑧 − 𝑖)𝑛

(1 + 𝑖)𝑛+1

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

seria konvergjon, nëse  

|
𝑧 − 𝑖

1 + 𝑖
| < 1 ⇒ |𝑧 − 𝑖| < √2 ⇒ √𝑥2 + (𝑧 − 1)2 < √2 ⇒ 𝑥2 + (𝑧 − 1)2 < 2 

Zbërthejmë në seri të Maclaurin-it funksionin 

𝑓(𝑧) =
1

(1 − 𝑧)2
 

 Le të marrim funksionin 𝑔(𝑧) =
1

1−𝑧
. Meqë na lejohet derivimi term për term marrim. 

𝑔′(𝑧) =
1

(1 − 𝑧)2
= (∑𝑧𝑛

∞

𝑛=0

)

′

=∑𝑛𝑧𝑛−1 ⟺

∞

𝑛=1

 

1

(1 − 𝑧)2
=∑(𝑛 + 1)𝑧𝑛

∞

𝑛=0

 

e cila konvergjon për |𝑧| < 1. 
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1.4  Seritë Fourier në ℂ 

[26]…  Formulat e Euler-it,  

𝑐𝑜𝑠 𝑥 =
𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥

2
 

dhe  

𝑠𝑖𝑛 𝑥 =
𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥

2𝑖
 

na bëjnë të mundur që funksionet trigonometrike t`i shprehim nëpërmjet funksionit 

eksponencal me eksponent kompleks. Le të jetë: 

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2
+∑(𝑎𝑛 𝑐𝑜𝑠

𝑛𝜋𝑥

𝐿
+ 𝑏𝑛 𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑥

𝐿
)

∞

𝑛=1

 

Sipas formulave të Euler-it kemi: 

c𝑜𝑠
𝑛𝜋𝑥

𝐿
=
𝑒
𝑛𝜋𝑥
𝐿
𝑖 + 𝑒−

𝑛𝜋𝑥
𝐿
𝑖

2
                                                … (1) 

dhe  

𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋𝑥

𝐿
=
𝑒
𝑛𝜋𝑥
𝐿
𝑖 − 𝑒−

𝑛𝜋𝑥
𝐿
𝑖

2𝑖
                                               … (2) 

Duke pasur parasysh ekuacionet (2) mund të shkruajmë: 

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2
+∑(𝑎𝑛

𝑒
𝑛𝜋𝑥
𝐿
𝑖 − 𝑒−

𝑛𝜋𝑥
𝐿
𝑖

2𝑖
+ 𝑏𝑛

𝑒
𝑛𝜋𝑥
𝐿
𝑖 − 𝑒−

𝑛𝜋𝑥
𝐿
𝑖

2𝑖
)

∞

𝑛=1

 

ose  

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2
+∑(𝑎𝑛 − 𝑖𝑏𝑛)𝑒

𝑛𝜋𝑥
𝐿
𝑖(𝑎𝑛 + 𝑖𝑏𝑛)𝑒

−
𝑛𝜋𝑥
𝐿
𝑖

∞

𝑛=0

                         … (3) 

Bëjmë zëvendësimet: 

𝑎0
2
= 𝑐0,

1

2
(𝑎𝑛 − 𝑖𝑏𝑛) = 𝑐𝑛,

1

2
(𝑎𝑛 − 𝑖𝑏𝑛) = 𝑐−𝑛                               … (4) 

Atëherë barazimin (3) mund ta shkruajmë në formën : 
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𝑓(𝑥) = 𝑐0 +∑(𝑐𝑛𝑒
𝑛𝜋𝑥
𝐿
𝑖 + 𝑐−𝑛𝑒

−
𝑛𝜋𝑥
𝐿
𝑖)

∞

𝑛=1

                                     … (5) 

Numrat kompleks 𝑐𝑛dhe 𝑐−𝑛 janë reciprokisht numra kompleks të konjuguar. Barazimin 

(5) mund t`a shkruajmë: 

𝑓(𝑥) = ∑ 𝑐𝑛𝑒
𝑛𝜋𝑥
𝐿
𝑖

∞

𝑛=−∞

                                                    … (6) 

Nga barazimet (4) gjejmë  

𝑐𝑛 =
1

2
(𝑎𝑛 − 𝑖𝑏𝑛) =

1

2
[
1

𝐿
∫𝑓(𝑥) cos

𝑛𝜋𝑥

𝐿
𝑑𝑥 − 𝑖

𝐿

−𝐿

1

𝐿
∫𝑓(𝑥) sin

𝑛𝜋𝑥

𝐿
𝑑𝑥

𝐿

−𝐿

] = 

=
1

2𝐿
∫𝑓(𝑥) (cos

𝑛𝜋𝑥

𝐿
− 𝑖 sin  

𝑛𝜋𝑥

𝐿
) 𝑑𝑥 =

𝐿

−𝐿

 

=
1

2𝐿
∫𝑓(𝑥)𝑒−

𝑛𝜋𝑥
𝐿
𝑖𝑑𝑥

𝐿

−𝐿

 

pra  

𝑐𝑛 =
1

2𝐿
∫𝑓(𝑥)

𝐿

−𝐿

𝑒−
𝑛𝜋𝑥
𝐿
𝑖𝑑𝑥                                              … (7) 

analoghikisht, tregohet se 

𝑐𝑛 =
1

2𝐿
∫𝑓(𝑥)

𝐿

−𝐿

𝑒
𝑛𝜋𝑥
𝐿
𝑖𝑑𝑥                                                 … (8) 

Formulat (7) dhe (8) mund të përmblidhen në një formulë: 

𝑐𝑛 =
1

2𝐿
∫𝑓(𝑥)

𝐿

−𝐿

𝑒−
𝑛𝜋𝑥
𝐿
𝑖𝑑𝑥 , 𝑛 = 0,±1,±2,….                              … (9) 

Zbërthimin në seri komplekse të Fourier-ut në shumë raste është i dobishëm. 

Zbërthejmë në seri Fourier funksionin 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑎𝑥 në [−𝜋, 𝜋]. Për t`i gjetur koeficientët 

𝑐𝑛, zbatojmë formulën (9) 
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𝑐𝑛 =
1

2𝜋
∫ 𝑒𝑎𝑥𝑒−𝑛𝑥𝑑𝑥 =

1

2𝜋
= ∫ 𝑒(𝑎−𝑛𝑖)𝑥𝑑𝑥 =

𝜋

−𝜋

𝜋

−𝜋

 

=
1

2𝜋

1

𝑎 − 𝑛𝑖
𝑒(𝑎−𝑛𝑖)𝑥 |

𝜋
−𝜋

=
1

2𝜋

1

𝑎 − 𝑛𝑖
 [𝑒(𝑎−𝑛𝑖)𝜋 − 𝑒(𝑎−𝑛𝑖)(−𝜋)] = 

=
𝑒𝑎𝜋 𝑐𝑜𝑠 𝑛𝜋 − 𝑒−𝑎𝜋 𝑐𝑜𝑠 𝑛𝜋

2𝜋(𝑎 − 𝑛𝑖)
=
(−1)𝑛

𝜋

𝑠ℎ𝑎𝜋

𝑎 − 𝑛𝑖
 

Prej këtu duke zbatuar ekuacionin (6) marrim: 

𝑒𝑎𝑥 =
𝑠𝑖𝑛 𝑎𝜋

𝜋
∑

(−1)𝑛

𝑎 − 𝑛𝑖
𝑒𝑛𝑥𝑖

∞

𝑛=1

 

Zbërthimin e këtij funksioni në seri Fourier e lehtëson shumë forma komplekse e serisë 

Fourier. 

1.5  Seritë e Laurent-it 

[26]…  Le të jetë 𝑓(𝑧) funksion analitik në rrathët koncentrik 𝑐1 de 𝑐2 me qendër në 𝑧0 

dhe në zonën 𝐷 ndërmjet tyre.  

 

 

Fig. 1.  7  Unaza ku 𝑓(𝑧) është analitik 

Seria  
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𝑓(𝑧) = ∑𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛 +∑

𝑏𝑛
(𝑧 − 𝑧0)𝑛

= ∑ 𝐶𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛

∞

𝑛=−∞

∞

𝑛=1

∞

𝑛=0

 

 

quhet seria e Laurent-it, ku  

𝐶𝑛 =
1

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝜉)𝑑𝜉

(𝜉 − 𝑧0)𝑛+1
, 𝑛 = 0,±1,±2…

 

𝐶

 

Seria e Laurent-it mund të ketë pambarimisht shumë terma në të dy kahet, ose numër të 

fundëm termash në njërën prej tyre e pambarim shumë në kahun tjetër ose numër të fundëm 

termash në çdo kah. Nëse 𝑓 është funksion analitik në rrethin 𝐶 dhe zonën që e rrethon ai, 

atëherë në bazë të formulës së Koshi-ut rrjedh se të gjithë koeficientët  

𝐶𝑛 = 0 (𝑛 = ⋯ ,−3,−2,−1) 

prandaj, seria e Laurent-it kthehet në seri të Taylor-it. 

Pjesa e serisë së Laurent-it që përmbanë eksponentë negativ quhet pjesa kryesore e serisë. 

Seria e Laurent-it e një funksioni të dhënë analitik në zonën (unazore të konvergjencës 

është unike). Ndërkaq 𝑓(𝑧) mund të ketë seri të ndryshme e të njjtën qeendër. Uniciteti 

është i rëndësishëm sepse seria e Laurent-it zakonisht nuk gjendet duke zbatuar formulat 

nuk gjnedet duke zbatuar formulat (3) dhe (7) por me metoda tjera. 

[18]…  Gjejmë serinë e Laurent-it për funksionin 𝑓(𝑧) =
1

1−𝑧2
 në qendër me pikën 𝑧 = 1.  

Funksioni i dhënë nuk është analitik në pikat 𝑧 = 1 dhe 𝑧 = −1. Kemi  

1 − 𝑧2 = −(𝑧 − 1)(𝑧 + 1) 

1

𝑧 + 1
=

1

2 + 𝑧 − 1
=
1

2

1

1 − (−
𝑧 − 1
2 )

=
1

2
∑(−

𝑧 − 1

2
)
𝑛

= ∑
(−1)𝑛

2𝑛+1
(𝑧 − 1)𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

Kjo seri konvergjon për çdo 𝑧, të tillë që, |𝑧 − 1| < 2. Analoghikisht: 

1

1 + 𝑧
=

1

𝑧 − 1 + 2
=

1

𝑧 − 1

1

1 +
2

𝑧 − 1

=
1

𝑧 − 1

1

1 − (−
2

𝑧 − 1)
= 

=
1

𝑧 − 1
∑(−

2

𝑧 − 1
)
𝑛

=∑
(−2)𝑛

(𝑧 − 1)𝑛+1

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

Seria e fundit konvergjon për çdo 𝑧, të tillë që |𝑧 − 1| > 2. Në rastin e parë kemi: 
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𝑓(𝑧) =
−1

(𝑧 − 1)(𝑧 + 1)
= ∑

(−1)𝑛+1

2𝑛+1

∞

𝑛=0

(𝑧 − 1)𝑛−1 = 

= −
1

2

1

𝑧 − 1
+
1

4
−
1

8
(𝑧 − 1) + 16(𝑧 − 1)2 +⋯ 

Kjo seri konvergjon në zonën 0 < |𝑧 − 1| < 2. Në rastin e dytë kemi: 

𝑓(𝑧) =
−1

(𝑧 − 1)(𝑧 + 1)
= −∑

(−2)𝑛

(𝑧 − 1)𝑛+1
=

∞

𝑛=0

 

= −
1

(𝑧 − 1)
+

2

(𝑧 − 1)2
−⋯ 
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2. Disa funksione speciale 

 Funksionet speciale paraqesin një klasë të veçantë funksionesh matematike, të cilat 

zënë vend me degë të ndryshme të matematikës, si në analizën matematike, analizën 

funksionale, ekuacionet diferenciale, analizë komplekse, poashtu ata gjejnë zbatim edhe 

jashta matematikës, si në fizikë edhe degë të ndryshme inxhinjerike. 

Nuk ka ndonjë përkufizim të caktuar strikt se çfarë në fakt paraqesin funksionet 

speciale, por ka një numër të madh funksionesh që janë pranuar si të tilla. 

Disa funksione special merren si zgjidhje të ekuacioneve diferenciale, disa të tjerë 

përkufizohen përmes integraleve parametrikë, e disa tjerë edhe si seri funksionale. 

 Fusha e funkisoneve speciale është shumë e gjerë, që i bie se ajo nuk mund të 

përfshihet e tëra brenda një punimi, e lëre më brenda një kapitulli, kështu ne do të ndalemi 

vetëm tek integralet e Euler-it, respektivisht funksionet gama, beta, dhe te funksioni zeta. 

2.1 Funksioni Gama 

 [5]…  Le të marrim funksionin 𝑆:ℕ → ℕ të tillë që 

𝑆(𝑛) ≔ 1 + 2 +⋯+ 𝑛 =∑𝑘

𝑛

𝑘=1

 

Tani le të mundohemi të gjejmë një formulë e cila do të na  jep vlerën e kësaj shume për 

çfarëdo 𝑛𝜖ℕ, pa pasur nevoj të mblidhen numrat e dhënë. Dihet se, formuën për këtë e 

kishte gjetur Gaussi në fëmijërinë e tij të hershme, pra 𝑆(𝑛) =
1

2
𝑛(𝑛 + 1). 

 Është e pakuptimtë të flitet për 
3

2
 numrat e parë natyrorë, por megjithatë funksionin 

e dhënë mund ta zgjerojmë edhe për numëra jo të plotë, pra mud të gjejmë 

𝑆 (
3

2
) =

1

2
∙
3

2
∙
5

2
=
15

8
 

 Gjithashtu, kemi edhe një funksion tjetër i përkufizuar vetëm për numëra natyror 

dhe 0, por që përkufizohet përmes prodhimit të 𝑛-numërave ta pare natyrorë, pra 

përkufizimi i tij është si vijon 𝑛! = 𝑛 ∙ (𝑛 − 1) ∙ (𝑛 − 2) ∙ … ∙ 3 ∙ 2 ∙ 1 ashtu që me 

marrëveshje merret që 0! = 1. 

 Tani si në rastin mësipërm, lind ideja që të gjendet një formulë për gjetjen e 𝑛!, pa 

pasur nevoj për shumëzime, gjë që ka qenë sfidë për komunitetin e matematikanëve për 

shumë vite. 
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 Euleri ishte i pari që gjeti një formulë të tillë, për gjetjen e “faktorielit të një numëri, 

pa barrën”  e shumëzimit, madje më shumë se kaq formula e tij vlen vetëm për numëra 

natyror. 

Përkufizim2.1 ([5])(Funksioni Gama): Për 0 < 𝑥 < ∞, 𝑥𝜖ℝ, funksioni i definuar si  

Γ(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1𝑑𝑡

∞

0

                                                    

quhet funksioni gama. 

 Argumenti i funksionit gama mund të jetë edhe kompleks, kështu riformulojmë 

përkufizimin e funksionit gama për ndryshore komplekse: 

Përkufizim2.2 ([5]) (Funksioni Gama): Për |𝑧| < ∞, 𝑧𝜖ℂ, funksioni i përkufizuar si 

Γ(𝑧) ≔ ∫ 𝑡𝑧−1𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

0

 

që paraqet funksionin gama për ndryshore komplekse. 

Në vazhdim do të japim disa grafiqe të funksionit gama për ndryshore reale dhe komplekse 

(grafiqet në anën e majtë janë grafiqet e fituara për ndryshore reale, ato në anën e djathtë 

janë grafiqet e fituara për ndryshore komplekse): 

  

Fig. 2.  1 Grafiku i funksionit 𝛤(𝑥)(majtë) dhe 𝛤(𝑧) (djathtë) 
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Fig. 2.  2 Grafiku i funksionit 
1

𝛤(𝑥)
 (𝑚𝑎𝑗𝑡ë) dhe 

1

𝛤(𝑧)
(𝑑𝑗𝑎𝑡ℎ𝑡ë) 

 

  

Fig. 2.  3 Grafiku i funksionit |𝛤(𝑥)| (majtë) dhe |𝛤(𝑧)| (djathtë) 

 

 

Fig. 2.  4 Grafiku i funksionit 𝛤(|𝑥|) (majtë) dhe 𝛤(|𝑧|) (djathtë) 
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Fig. 2.  5 Grafiku i funksionit 𝛤 (
1

𝑥
) (𝑚𝑎𝑗𝑡ë)  dhe 𝛤 (

1

𝑧
) (𝑑𝑗𝑎𝑡ℎ𝑡ë) 

Teoremë2.1([5]) Për çdo 𝑧 ∈ ℂ, 𝑅𝑒(𝑧) ∈ (0,∞), integrali  

∫ 𝑡𝑧−1𝑒−𝑡 𝑑𝑡

∞

0

 

konvergjon. 

 Deri më tani e pamë zgjerimin e faktorielit për 0 < 𝑥 < ∞, por ende nuk e kemi 

shqyrtuar se çfarë ndodh për vlera negative të “𝑥”, për ta parë këtë kemi nevojë për këtë 

veti: 

Teoremë2.2 ([5])∀𝑥 > 0, Γ(𝑥 + 1) = 𝑥Γ(𝑥) 

Vërtetim Nga përkufizimi i funksionit gama kemi: 

Γ(x + 1) = ∫ 𝑡𝑥𝑒−𝑡 𝑑𝑡 = | 𝑢 = 𝑡𝑥 𝑑𝑣 = 𝑒−𝑡 𝑑𝑡
𝑑𝑢 = 𝑥𝑡𝑥−1 𝑣 = −𝑒−𝑡

| =

∞

0

 

= −𝑡𝑥𝑒−𝑡 𝑑𝑡 |
∞ 
0
+ ∫ 𝑒−𝑡𝑥𝑡𝑥−1𝑑𝑡 =

∞

0

 

= − lim
𝐴→∞

(𝐴𝑥𝑒−𝐴 − 0) + 𝑥∫ 𝑡𝑥−1𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

0

= 0 + 𝑥Γ(𝑥) = 𝑥Γ(𝑥) 

 Relacioni 𝛤(𝑥 + 1) = 𝑥𝛤(𝑥) është relacion rekursiv dhe njihet edhe si ekuacion 

funksional, njëherit ai është valid edhe për ndryshore komplekse, për të cilat  

∫ 𝑡𝑧−1𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

0
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konvergjon, pra për të gjithë numërat kompleks, në përjashtim të numërave të plotë 

jopozitiv dmth 𝑧 ∉ {{0}𝑈ℤ−}, kështu që mund ta shkruajmë Γ (−
1

2
) = −2Γ (

1

2
), pra kështu 

funksionin gama e zgjeruam në tërë drrejtëzën reale, nëpërjashtim të numërave të plotë 

jopozitiv (0, −1,−2,−3,… ) 

 

Fig. 2.  6  Grafiku i 𝛤(𝑥 + 1) dhe i  𝑥𝛤(𝑥) 

Teoremë2.3 ([5])  ∀𝑛 ∈ ℕ,    Γ(𝑛 + 1) = 𝑛! 

Vërtetim Nga teorema 2.2 kemi: 

𝛤(𝑛 + 1) = 𝑛𝛤(𝑛) = 𝑛(𝑛 − 1)𝛤(𝑛 − 1) = 

= ⋯ = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2) ∙ … ∙ 3 ∙ 2 ∙ 1 ∙ Γ(1) = 

= 𝑛! Γ(1) = 𝑛! ∙ 1 = 𝑛! 

gjejmë  

Γ(1) = ∫ 𝑡1−1𝑒−𝑡𝑑𝑡 = ∫ 𝑒−𝑡 𝑑𝑡 = lim
𝐴→∞

−𝑒−𝑡 |
𝐴
0
= lim
𝐴→∞

(−(𝑒−𝐴 − 1)) = 1

∞

0

∞

0

 

 Më 8 janar 1730, Euleri i shkroi një letër Kristian Goldbahut (Christian Goldbach), 

në të cilën propozoi definiocionin vijues për funksionin gama: 

Përkufizim2.3 ([5]) Për 𝑥 > 0 funksioni gama mund të përkufizohet si në vijim 
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Γ(𝑥) = ∫(−𝑙𝑜𝑔𝑡)𝑥−1𝑑𝑡

1

0

 

Mund ta vërejmë se ky përkufizim ëshë ekuivalent me përkufizimin 3.1. 

Le të marrim 𝑢 = − log 𝑡 ⇒ 𝑡 = 𝑒−𝑢  dhe 𝑑𝑢 = −
𝑑𝑡

𝑡
,
𝑡 = 0 ⇒ 𝑢 = ∞ 
𝑡 = 1 ⇒ 𝑢 = 0

  

atëherë  

− ∫𝑢𝑥−1𝑒𝑢𝑑𝑢 =

0

∞

∫ 𝑢𝑥−1𝑒−𝑢𝑑𝑢 = Γ(u)

∞

0

 

Ka disa forma apo përkufizime ekuivalente për funksioni  gama, psh; 

Γ(z) = 2∫ 𝑦2𝑧−1𝑒−𝑦
2
𝑑𝑦

∞

0

 

(me zëvendësimin 𝑦2 = 𝑡 merret përkufizimi fillestar),  

Γ(z) = ∫(ln
1

𝑦
)  
𝑧−1

 𝑑𝑦

1

0

 

(kurse ky rast na çon në përkufizimin fillestar përmes zëvedësimit 𝑒−𝑡 = 𝑦) 

Teoremë2.4 ([55]) (Euler-it) ∀𝑧𝜖ℂ\{0,−1, −2,… } 

Γ(z) = lim
𝑛→∞

𝑛𝑧𝑛!

𝑧(𝑧 + 1)(𝑧 + 2) ∙ … ∙ (𝑧 + 𝑛)
 

([53])… Formula    

1

Γ(z)
= 𝑧𝑒𝛾𝑧∏(1+

𝑧

𝑘
) 𝑒−

𝑧
𝑘

𝑛

𝑘=1

 ⇒
1

𝑧Γ(𝑧)
= 𝑧𝑒𝛾𝑧∏(1+

𝑧

𝑘
) 𝑒−

𝑧
𝑘

𝑛

𝑘=1

 

1

Γ(𝑧 + 1)
= 𝑧𝑒𝛾𝑧∏(1+

𝑧

𝑘
) 𝑒−

𝑧
𝑘

𝑛

𝑘=1

 

njihet si produkti i Weirstrass-it për funksion gama. 

2.1.1. Vazhdueshmëria e funksionit gama 

Teoremë2.4 ([25]) Funksioni gama është i vazhdueshëm për ∀𝑥 > 0. 

Vërtetim Supozojmë se 𝑥0 > 0 dhe zgjedhim 𝑎 dhe 𝑏, të tilla që 0 < 𝑎 < 𝑥0 < 𝑏. 
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Atëherë  

∫ 𝑡𝑥−1𝑒−𝑡 𝑑𝑡

∞

0

 

konvergjon uniformisht në [𝑎, 𝑏], sipas kriterit të Weirstrass-it (M-testit) sepse  

|𝑒−𝑡𝑡𝑥−1| < 𝑒𝑡𝑡𝑏−1 

dhe  

∫ 𝑒−𝑡𝑡𝑥−1𝑑𝑡

∞

1

 

është konvergjent për 𝑥𝜖[𝑎, 𝑏] nëse 𝑎 ≥ 1. 

 Nëse 0 < 𝑎 < 1 atëherë integrali është jo i vetë dhe gjithashtu konvergjon 

uiformisht sipas kriterit te Weirstrass-it (M-testit), sepse |𝑒−𝑡𝑡𝑥−1| < 𝑡𝑎−1 dhe  

∫𝑡𝑎−1𝑑𝑡

1

0

 

konvergjon. Duke i kombinuar këto dy raste shohim që bëhet fjalë për Γ(𝑥), që i bie ai 

konvergjon uniformisht në [𝑎, 𝑏], dhe funksioni nënintegral është i vazhdueshëm sipas 𝑥 

dhe 𝑡, atëherë sipas një teoreme për vazhdueshmërinë e funksioneve që përkufizohen 

përmes integraleve parametrike jo të veta Γ i vazhdueshëm në  [𝑎, 𝑏], rrjedhimisht edhe në 

𝑥. 

 ([25])… Tregojmë që lim
𝑥→0+

𝑥 Γ(𝑥) = 1. Nisemi nga: 

𝛤(𝑥 + 𝑛) = (𝑥 + 𝑛 − 1)𝛤(𝑥 + 𝑛 − 1) = 

= (𝑥 + 𝑛 − 1)(𝑥 + 𝑛 − 2)Γ(x + n − 2) = 

(𝑥 + 𝑛 − 1)(𝑥 + 𝑛 − 2)Γ(x + n − 3) = ⋯ = 

= (𝑥 + 𝑛 − 1)(𝑥 + 𝑛 − 2)(𝑥 + 𝑛 − 3) ∙ … ∙ (𝑥 + 𝑛 − 1)(𝑥 + 𝑛 − 2)(𝑥 + 𝑛 − 3) ∙ … 

… ∙ (𝑥 + 2)𝛤(𝑥 + 2) =  

= (𝑥 + 𝑛 − 1)(𝑥 + 𝑛 − 2)(𝑥 + 𝑛 − 3) ∙ … ∙ (𝑥 + 2)(𝑥 + 1)Γ(𝑥 + 1) = 

= (𝑥 + 𝑛 − 1)(𝑥 + 𝑛 − 2)(𝑥 + 𝑛 − 2) ∙ … ∙ (𝑥 + 2)(𝑥 + 1)𝑥Γ(𝑥), 𝑥ϵℝ{{0}Uℤ−} ⇒ 

𝛤(𝑥) =
𝛤(𝑥 + 𝑛)

(𝑥 + 𝑛 − 1)(𝑥 + 𝑛 − 2)(𝑥 + 𝑛 − 3) ∙ … ∙ (𝑥 + 2)(𝑥 + 1)𝑥
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Atëherë  

lim
𝑥→0+

𝑥Γ(x) = lim
𝑥→0+

𝛤(𝑥 + 𝑛)

(𝑥 + 1)(𝑥 + 2) ∙ … ∙ (𝑥 + 𝑛 − 1)
= 

=
𝛤(𝑛)

1 ∙ 2 ∙ … ∙ (𝑛 − 1)
=
(𝑛 − 1)!

(𝑛 − 1)!
= 1 

2.1.2 Derivati i funksionit 𝚪 

2.1.2.1 Funksioni Digama dhe Polygama 

([5])… Derivatin e funksionit gama e gjejmë, duke e konsideruar  atë si integral parametrik 

jo i vetë, i cili lejon derivimin brenda intrevalit të konvergjencës. 

Γ′(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

0

 

atëherë  

Γ′(𝑥) = ∫(𝑡𝑥−1𝑒−𝑡)′𝑥𝑑𝑡 = ∫ 𝑡
𝑥−1 𝑙𝑛 𝑡 𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

0

∞

0

 

Γ′
′(𝑥) = (Γ′(𝑥))

′
= ∫(𝑡𝑥−1 ln 𝑡 𝑒−𝑡)′𝑥 𝑑𝑡 = ∫ 𝑡

𝑥−1 ln2 𝑡 𝑒−𝑡
∞

0

∞

0

 

kështu marrim  

Γ(𝑛)(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1 lnn 𝑡 𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

0

 

Përkufizim2.4([5]) Funksioni digama (ose psi- funskioni) quhet derivati i funksionit 

𝑙𝑛 𝛤(𝑧), pra  

𝜓(𝑧) =
𝑑

𝑑𝑧
ln Γ(z) =

Γ′(z)

Γ(z)
 

Ky funksion mund të paraqitet edhe në këtë formë: 

𝜓(𝑧) = −𝛾 +∑
𝑧 − 1

(𝑧 + 𝑘)(1 + 𝑏)
,   𝑧 ≠ 0,−1, −2,…

∞

𝑘=0

  

ku 𝛾-konstanta e Euler-Mascheron-it 
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Përkufizim2.5 ([5]) Funksionet 𝜓𝑛 = 𝜓
(𝑛) quhen funksionet poligama, pra: 

𝜓𝑛(𝑧) =
𝑑𝑛+1

𝑑𝑧𝑛+1
(𝑙𝑛Γ(z)), 

𝜓0(𝑧) = 𝜓(𝑧) 

Vlen relacioni  

Ψ𝑛(𝑧 + 1) = 𝜓𝑛(𝑧) +
(−1)𝑛𝑛!

𝑧𝑛+1
 

ose ndryshe mund ta shkruajmë 

𝜓𝑛(𝑧 + 1) = 𝜓𝑛(𝑧) +
(−1)𝑛𝑛!

𝑧𝑛+1
                                              

 

Fig. 2.  7 Grafiku i funksionit Polygama për ndryshore reale (majtë) dhe ndryshore 

komplekse (djathtë) 

([2])… Tregojmë që 𝛤′(1) = −𝛾. Le të nisemi nga  

𝜓(𝑧) = −𝛾 +∑(
1

1 + 𝑘
−

1

𝑧 + 𝑘
)

∞

𝑘=0

 

𝜓(1) = −𝛾 +∑(
1

1 + 𝑘
−

1

1 + 𝑘
)

∞

𝑘=0

= −𝛾 

Γ′(1)

Γ(1)
= −𝛾 ⇒

Γ′(1)

1
= −𝛾 ⇒ Γ′(1) = −γ 

Lemë2.1([23]) Për 𝑧 ∈ ℂ vlenë 

𝑠𝑖𝑛𝜋𝑧

𝜋𝑧
=∏(1 −

𝑧2

𝑛2
)

∞

𝑛=1

 

Teoremë2.5 ([23]) (Formula e refleksionit e Euler-it) Për çdo 𝑧 ∉ ℤ, vlenë relacioni 
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 Γ(𝑧)Γ(1 − 𝑧) =
𝜋

𝑠𝑖𝑛𝜋𝑧
 

Vërtetim Nga produkti i Weirstrass-it kemi që 

1

Γ(𝑧)
= 𝑧𝑒𝛾𝑧∏(1+

𝑧

𝑘
) 𝑒−

𝑧
𝑘

∞

𝑘=1

 

ngjajshëm, 

1

Γ(−𝑧)
= −𝑧𝑒−𝛾𝑧∏(1−

𝑧

𝑘
) 𝑒

𝑧
𝑘

∞

𝑘=1

 

duke përdorur lemën2.1 

1

Γ(𝑧)Γ(−𝑧)
= 𝑧𝑒𝛾𝑧∏(1+

𝑧

𝑘
) 𝑒−

𝑧
𝑘(

∞

𝑘=1

− 𝑧)𝑒−𝛾𝑧∏(1−
𝑧

𝑘
) 𝑒

𝑧
𝑘

∞

𝑘=1

= 

= −𝑧2∏(1−
𝑧2

𝑘2
) =⏞
𝐿𝑒𝑚𝑎2.1

∞

𝑘=1

 

=⏞
𝐿𝑒𝑚𝑎2.1

− 𝑧2
𝑠𝑖𝑛𝜋𝑧

𝜋𝑧
 

Γ(𝑧)Γ(1 − 𝑧) =
𝜋

𝑠𝑖𝑛𝜋𝑧
, 𝑧 ∉ ℤ 

([1])… Fakti  që  Γ (
1

2
) = √𝜋, vërtetohet duke përdorur formulën e refleksionit për 𝑧 =

1

2
 

arrihet në rezultat. 

([2])…  Vërtetojmë relacionin:  

Γ(1 + 𝑧)Γ(1 − 𝑧) = 𝜋𝑧𝑐𝑠𝑐𝜋𝑧, 𝑧 ∉ ℤ 

Nisemi nga  

Γ(1 + 𝑧)Γ(1 − 𝑧) = 𝑧Γ(𝑧)Γ(1 − 𝑧) = 𝑧
𝜋

𝑠𝑖𝑛𝜋𝑧
= 𝑧𝜋𝑐𝑠𝑐𝜋𝑧 

([1])… Vërtetojmë jobarazimin:  

(Γ′(𝑥))
2
< Γ(𝑥)Γ′′(𝑥), (𝑥 > 0) 

Meqë 

Ψ′(𝑥) = ∑
1

(𝑘 + 𝑥 − 1)2

∞

𝑘=1
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i bie që  

Ψ′(𝑥) > 0, (𝑥 > 0) 

nga ana tjetër  

Ψ′(𝑥) =
Γ′′(𝑥)Γ(𝑥) − Γ′2(𝑥)

Γ2(𝑥)
⇒
Γ′′(𝑥)Γ(𝑥) − Γ′2(𝑥)

Γ2(𝑥)
> 0 

pasi që  

Γ2(𝑥) > 0, (𝑥 > 0) ⇒ Γ′′(𝑥)Γ(𝑥) − Γ′2(𝑥) > 0 ⇒ Γ′′(𝑥)Γ(𝑥) > Γ′2(𝑥) 

Teoremë2.6 ([39]) (Formula e Stirling-ut) Për 𝑥 > 0,  Γ(𝑥)~√2𝜋𝑥
𝑥−

1

2𝑒−𝑥, (𝑥 → ∞)  

2.1.3 Funksioni jokomplet i gamës. Përkufizime dhe veti 

themelore. 

([27])… Nga vetitë e integraleve jo të veta vlenë 

Γ(𝑎) = ∫ 𝑡𝑎−1𝑒−𝑡𝑑𝑡 = ∫𝑡𝑎−1𝑒−𝑡𝑑𝑡 + ∫ 𝑡𝑎−1𝑒−𝑡𝑑𝑡, (𝑥 ≥ 0)

∞

𝑥

𝑥

0

∞

0

 

Pra fitohen dy funksione jokomplete gama,  

𝛾(𝑎, 𝑥) = ∫𝑡𝑎−1𝑒−𝑡𝑑𝑡,

𝑥

0

                                                     … (1) 

dhe 

Γ(𝑎, 𝑥) = ∫ 𝑡𝑎−1𝑒−𝑡𝑑𝑡,                                                       … (2)

∞

𝑥

 

Ndryshe  Γ(𝑎, 𝑥) quhet edhe komplementi i funksionit jokomplet gama.  

 Këto funksione për herë të parë i studioi Prym në vitin 1877, kështu funksioni 

Γ(𝑎, 𝑥) njihet edhe si funksioni Prym. 

Shihet qartë që 

Γ(𝑎, 0) = Γ(𝑎) 

dhe 

𝛾(𝑎, 𝑥) + Γ(𝑎, 𝑥) = Γ(𝑎), (∀𝑥 ≥ 0, 𝑎 > 0)… (3) 

Gjithashtu  
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Γ(1, 𝑥) = ∫ 𝑡1−1𝑒−𝑡𝑑𝑡 = 𝑒−𝑥
∞

𝑥

 

dhe 

𝛾(1, 𝑥) = ∫ 𝑡1−1𝑒−𝑡𝑑𝑡 = 1 − 𝑒−𝑥
𝑥

0

 

Për 𝑥 > 0 integrali (2) konvergjon ∀𝑎 ∈ ℝ. Integrali (1) konvergjon vetëm për 𝑎 > 0. 

Megjithatë 𝛾(𝑎, 𝑥) mund të zgjerohet edhe për 𝑎-negative. Gjithashtu përkufizimi i 𝛾(𝑎, 𝑥) 

ka kuptim edhe për 𝑎- komplekse, me kushtin që 𝑅𝑒(𝑎), kurse Γ(𝑎, 𝑥) ka kuptim për çdo 

𝑎-komplekse. Japim disa veti për 𝛾(𝑎, 𝑥) dhe Γ(𝑎, 𝑥): 

• Meqë funksioni nënintegral është jonegativ të tillë do të jenë edhe 𝛾(𝑎, 𝑥) dhe 

Γ(𝑎, 𝑥). 

• Për 𝑎 të fiksuar, 𝛾(𝑎, 𝑥) është funksion rritës sipas 𝑥, dhe  

lim
𝑥→∞

𝛾(𝑎, 𝑥) = lim
𝑥→∞

∫𝑡𝑎−1𝑒−𝑡𝑑𝑡 = ∫ 𝑡𝑎−1𝑒−𝑡𝑑𝑡 = Γ(𝑎)

∞

0

𝑥

0

 

Kurse, Γ(𝑎, 𝑥) është funksion rënës sipas 𝑥, dhe  

lim
𝑥→∞

Γ(𝑎, 𝑥) = lim
𝑥→∞

∫ 𝑡𝑎−1𝑒−𝑡𝑑𝑡 = 0

∞

𝑥

 

•    

𝑑

𝑑𝑥
𝛾(𝑎, 𝑥) = −

𝑑

𝑑𝑥
Γ(𝑎, 𝑥) = 𝑥𝑎−1𝑒−𝑥, … (4) 

•    

Γ(𝑛 + 1, 𝑥) = 𝑛! 𝑒−𝑥∑
𝑥𝑟

𝑟!

∞

𝑟=0

 

• Për 𝑎 > 0, 𝑥 > 0 

𝛾(𝑎, 𝑥) = 𝑥𝑎∑
(−1)𝑛𝑥𝑛

𝑛! (𝑎 + 𝑛)
, … (5)

∞

𝑛=0

 

• Për çdo 𝑎, në përjashtim të 0 dhe numrave të plotë negativ, dhe çdo 𝑥 >0, vlen 

𝛾(𝑎 + 1, 𝑥) = 𝑎𝛾(𝑎, 𝑥) − 𝑥𝑎𝑒−𝑥, … (6) 

• Për 0 < 𝑝 < 𝑎 

∫
𝛾(𝑎, 𝑥)

𝑥𝑝+1
𝑑𝑥 =

Γ(𝑎 − 𝑝)

𝑝

∞

0
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2.1.4 Teorema Bohr-Mollerup. 

([2])… Euleri kishte propozuar një problem që të gjendet një funksion i vazhdueshëm. 

 Për 𝑥 > 0, i tillë që të jetë i barabartë me 𝑛!, për 𝑥 = 𝑛, 𝑛- i plotë. Është e qartë gama 

funksioni nuk është zgjidhje e vetme për këtë problem. Kushti i konveksitetit nuk është i 

mjaftueshëm, megjithatë sjellja e gamës na jep disa indikacione që ajo të jetë zgjidhja unike 

në disa kuptime. Kushti i duhur për unicitetin ishte dhënë nga Bohr dhe Mollerup (1922). 

Në fakt, nocioni i konveksitetit logaritmik është zgjeruar nga puna e Artin-it (1964).  

Para se të fillojmë me trajtimin e teoremës japim këto përkufizime:  

Përkufizim2.6 ([2]) Funksioni real 𝑓 në (𝑎, 𝑏) është konveks, nëse:  

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤ 𝜆𝑓(𝑥) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑦)  

për 𝑥, 𝑦 ∈ (𝑎, 𝑏) dhe 0 < 𝜆 < 1.  

Përkufizim2.7 ([2])  Funksioni pozitiv 𝑓 në (𝑎, 𝑏) është logaritmikisht konveks nëse 𝑙𝑜𝑔𝑓 

është konveks në (𝑎, 𝑏).   

Lemë2.2 ([2]) Nëse 𝑓: (𝑎, 𝑏) → ℝ është konveks dhe nëse 𝑎 < 𝑥 < 𝑦 < 𝑧 < 𝑏, atëherë:  

𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)

𝑦 − 𝑥
≤
𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑥)

𝑧 − 𝑥
≤
𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑦)

𝑧 − 𝑦
 … (1) 

Me këto mjete ndihmëse mund të formulojmë teoremën Bohr-Mollerup.  

Teoremë2.7([2])  Nëse 𝑓 është funksion pozitiv për 𝑥 >0 dhe :  

i )  𝑓(1) = 1,  

ii ) 𝑓(𝑥 + 1) = 𝑥𝑓(𝑥),  

iii ) 𝑓 është logaritmisht konveks, atëherë 𝑓(𝑥) = Γ(𝑥), për 𝑥 ≥ 0.   

Vërtetim  supozojmë se 𝑛- numër i plotë pozitiv dhe 0 < 𝑥 < 1. Nga kushti i ) dhe    ii ) 

kemi që është e mjaftueshme që teorema të vërtetohet për këto 𝑥. Marrim intervalet 

[𝑛, 𝑛 + 1], [𝑛 + 1, 𝑛 + 1 + 𝑥], [𝑛+, 𝑛 + 2]. Atëherë marrim funksionin 𝑙𝑜𝑔𝑓(𝑥) dhe e 

vëmë te (1):  

𝑙𝑜𝑔𝑓(𝑛 + 1) − 𝑙𝑜𝑔𝑓(𝑛)

𝑛 + 1 − 𝑛
≤
𝑙𝑜𝑔𝑓(𝑛 + 1 + 𝑥) − 𝑙𝑜𝑔𝑓(𝑛 + 1)

𝑛 + 1 + 𝑥 − (𝑛 + 1)

≤
𝑙𝑜𝑔𝑓(𝑛 + 2) − 𝑙𝑜𝑔𝑓(𝑛 + 1)

𝑛 + 2 − (𝑛 + 1)
 

⟺         𝑙𝑜𝑔
𝑓(𝑛 + 1)

𝑓(𝑛)
≤
1

𝑥
𝑙𝑜𝑔

𝑓(𝑛 + 1 + 𝑥)

𝑓(𝑛 + 1)
≤ 𝑙𝑜𝑔

𝑓(𝑛 + 2)

𝑓(𝑛 + 1)
 

Nga kushti i ) dhe ii ) kemi:   
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𝑙𝑜𝑔
𝑛𝑓(𝑛)

𝑓(𝑛)
≤
1

𝑥
𝑙𝑜𝑔

(𝑛 + 𝑥)𝑓(𝑛 + 𝑥)

𝑛𝑓(𝑛)
≤ 𝑙𝑜𝑔

(𝑛 + 1)𝑓(𝑛 + 1)

𝑓(𝑛 + 1)
 

𝑙𝑜𝑔𝑛 ≤
1

𝑥
𝑙𝑜𝑔

(𝑛 + 𝑥)(𝑛 + 𝑥 − 1)…𝑥𝑓(𝑥)

𝑛(𝑛 − 1)…2 ⋅ 1 ⋅ 𝑓(1)
≤ 𝑥𝑙𝑜𝑔(𝑛 + 1) 

𝑥 𝑙𝑜𝑔𝑛 ≤ 𝑙𝑜𝑔(𝑛 + 𝑥)(𝑛 + 𝑥 − 1)…𝑥 + 𝑙𝑜𝑔𝑓(𝑥) − 𝑙𝑜𝑔𝑛! ≤ 𝑥𝑙𝑜𝑔(𝑛 + 1) 

 𝑙𝑜𝑔𝑛𝑥 ≤ 𝑙𝑜𝑔
(𝑛 + 𝑥)(𝑛 + 𝑥 − 1) ⋅ … ⋅ 𝑥

𝑛!
+ 𝑙𝑜𝑔𝑓(𝑥) ≤ 𝑥𝑙𝑜𝑔(𝑛 + 1)    ∕ −𝑙𝑜𝑔𝑛𝑥 

0 ≤ 𝑙𝑜𝑔
(𝑛 + 𝑥)(𝑛 + 𝑥 − 1) ⋅ … ⋅ 𝑥

𝑛! 𝑛𝑥
+ 𝑙𝑜𝑔𝑓(𝑥) ≤ 𝑙𝑜𝑔 (

𝑛 + 1

𝑛
)
𝑥

 

0 ≤ 𝑙𝑜𝑔
(𝑛 + 𝑥)(𝑛 + 𝑥 − 1) ⋅ … ⋅ 𝑥

𝑛! 𝑛𝑥
+ 𝑙𝑜𝑔𝑓(𝑥) ≤ 𝑥𝑙𝑜𝑔 (1 +

1

𝑛
)  

0 ≤ lim
𝑛→∞

(𝑙𝑜𝑔
(𝑛 + 𝑥)(𝑛 + 𝑥 − 1) ⋅ … ⋅ 𝑥

𝑛! 𝑛𝑥
+ 𝑙𝑜𝑔𝑓(𝑥)) ≤ lim

𝑛→∞
𝑥𝑙𝑜𝑔 (1 +

1

𝑛
) = 0 

⟹  lim
𝑛→∞

(𝑙𝑜𝑔
(𝑛 + 𝑥)(𝑛 + 𝑥 − 1) ⋅ … ⋅ 𝑥

𝑛! 𝑛𝑥
+ 𝑙𝑜𝑔𝑓(𝑥)) = 0  

𝑙𝑜𝑔 lim
𝑛→∞

(𝑛 + 𝑥)(𝑛 + 𝑥 − 1) ⋅ … ⋅ 𝑥

𝑛! 𝑛𝑥
= −𝑙𝑜𝑔 𝑓(𝑥) 

𝑙𝑜𝑔 lim
𝑛→∞

(𝑛 + 𝑥)(𝑛 + 𝑥 − 1) ⋅ … ⋅ 𝑥

𝑛! 𝑛𝑥
= 𝑙𝑜𝑔

1

𝑓(𝑥)
  

⟹  lim
𝑛→∞

(𝑛 + 𝑥)(𝑛 + 𝑥 − 1) ⋅ … ⋅ 𝑥

𝑛! 𝑛𝑥
=

1

𝑓(𝑥)
 

⟹  𝑓(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑛! 𝑛𝑥

(𝑛 + 𝑥)(𝑛 + 𝑥 − 1) ⋅ … ⋅ 𝑥
= Γ(𝑥) 

Me këtë, teorema u vërtetua.  

Lemë2.3 ([51])  (Jobarazimi i Holder-it):  Le të jenë 𝑝 dhe 𝑞 numra real pozitiv, të 

tillë që    

  
1

𝑝
+
1

𝑞
= 1. Atëherë për çdo funksion të integrueshëm 𝑓, 𝑔: [𝑎, 𝑏] ⟶ ℝ vlenë:  

|∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

| ≤ (∫|𝑓|𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

(∫|𝑔|𝑞𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

𝑞

 … (2) 
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Teoremë2.8 ([51])  Γ: (0,∞) ⟶ ℝ është logaritmisht konveks.  

Vërtetim Le të jetë 1 < 𝑝 < ∞ dhe 
1

𝑝
+
1

𝑞
= 1, atëherë:  

Γ (
𝑥

𝑝
+
𝑦

𝑞
) = ∫ 𝑟

𝑥
𝑝
+
𝑦
𝑞
−1
𝑒−𝑡𝑑𝑡 = ∫ 𝑡

𝑥
𝑝𝑡
𝑦
𝑝𝑡
−
1
𝑝𝑡
−
1
𝑞𝑒

−
𝑡
𝑝𝑒

−
𝑡
𝑞𝑑𝑡

∞

0

=

∞

0

 

= ∫(𝑡𝑥−1𝑒−𝑡)
1
𝑝( 𝑡𝑦−1𝑒−𝑡)

1
𝑞𝑑𝑡

∞

0

𝐿. 3.3
≤
 
(∫ 𝑡𝑥−1𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

0

)

1
𝑝

(∫ 𝑡𝑦−1𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

0

)

1
𝑞

= 

= Γ(𝑥)
1

𝑝 Γ(𝑦)
1

𝑞                                . 

Le të marrim 𝜆 =
1

𝑝
 dhe 1 − 𝜆 =

1

𝑞
, rrjedh që 𝜆 ∈ (0,1) dhe: 

Γ(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤ Γ(𝑥)𝜆Γ(𝑦)1−𝜆 

𝑙𝑜𝑔 Γ(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤ log(Γ(𝑥)𝜆Γ(𝑦)1−𝜆) = 𝜆 𝑙𝑜𝑔 Γ(𝑥) + (1 − 𝜆) 𝑙𝑜𝑔 Γ(𝑦)   

∀𝑥, 𝑦 ∈ (0,∞). 

Pra log Γ(𝑥) konveks, rrjedhimisht Γ(𝑥)- log-konveks. 

2.1.5 Residiumet e funksionit gama 

([5])…  E dimë që:  

Γ(𝑧) =
Γ(𝑧 + 𝑛)

𝑧(𝑧 + 1)(𝑧 + 2)… (𝑧 + 𝑛 − 1)
                                     … (1) 

Duke u bazuar në përkufizimin standard të gammës,  

Γ(𝑧) = ∫ 𝑡𝑧−1𝑒−𝑡𝑑𝑡,

∞

0

 

 Γ(𝑧) është i përkufizar vetëm në gjysmëplanin e djathtë; 𝑅𝑒(𝑧) = 0, përderisa ekuacioni 

(1) është i përkufizuar dhe është meromorfik  në gjysmëplanin 𝑅𝑒(𝑧) > −𝑛, ku ai ka pole 

të rendit të parë në pikat 0, −1,−2,… , (𝑛 − 1). Ekuacioni (1) është zgjerimi analitik 

(analytic cuntinuation) i  Γ(𝑧) në gjysmëplanin 𝑅𝑒(𝑧) > −𝑛. Meqë numri pozitiv 𝑛 mund 

të merret i çfarëdoshëm, atëherë funksioni gama bëhet analitik i vazhdueshëm (analytic 

cuntinuation) në tërë planin kompleks. Për të gjetur rezidiumet e Γ(𝑧), ekuacionin (1) e 

shkruajmë si më poshtë:  
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(𝑧 + 𝑛)Γ(𝑧) =
Γ(𝑧 + 𝑛 + 1)

𝑧(𝑧 + 1)… (𝑧 + 𝑛 − 1)
. 

Në pikën 𝑧 = −𝑛:  

Γ(𝑧 + 𝑛 + 1) = Γ(1) = 0! = 1  

dhe:     𝑧(𝑧 + 1)… (𝑧 + 𝑛 − 1) = (−1)𝑛𝑛! ,  

kështu që marrim:  

𝑅𝑒𝑠(Γ,−n) =
(−1)𝑛

𝑛!
. 

2.1.6 Funksioni Beta 

Integrali i dhënë në përkufizimin e funksionit gama quhet integral i llojit të dytë të Euler-

it, ndërsa integrali i Euler-it i llojit të parë, i cili është i lidhur ngushtë me gamën dhe që 

është dhënë gjithashtu nga Euleri është:  

Përkufizim2.8([4])  (Funksioni Beta): për 𝑅𝑒(𝑥) = 0, 𝑅𝑒(𝑦) = 0. Funksioni beta 

përkufizohet  

𝐵(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡.

1

0

 

 

Fig. 2.  8 Grafiku i funksionit 𝐵(𝑥) (majtë) dhe 𝐵(𝑧)( djathtë) 

 

([22])…  Vazhdueshmëria dhe derivueshmëria e funksionit beta mund të studiohen përmes 

teorisë së integraleve parametrike, mirëpo lidhja e këtij funksioni me  funksionin gama e 

zgjidh shumë lehtë këtë problem.  

Teoremë2.9([4])  (Simetria)  𝐵(𝑥, 𝑦) = 𝐵(𝑦, 𝑥). 

Vërtetim 𝑅𝑒(𝑥) > 0, 𝑅𝑒(𝑦) > 0 , 
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B(𝑥, 𝑦) = ∫𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡 = |
𝑢 = 1 − 𝑡
𝑑𝑡 = −𝑑𝑢

| =

1

0

 

= −∫(1 − u)𝒙−𝟏uy−1du = ∫(1 − u)𝒙−𝟏uy−1du =

𝟏

𝟎

B(𝑦, 𝑥)

𝟏

𝟎

. 

Teoremë2.10 ([4]) 

B(𝑥, 𝑦) = 2∫(sin 𝑡)2𝑥−1(cos 𝑡)2𝑦−1𝑑𝑡 ,

𝜋
2

0

 

 𝑅𝑒(𝑥) > 0, 𝑅𝑒(𝑦) > 0. 

Vërtetim  

B(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡 = | t = 𝑠𝑖𝑛2𝑢
𝑑𝑡 = 2 sin 𝑢 cos 𝑢 𝑑𝑢 = sin 2𝑢 𝑑𝑢

|

1

0

= 

= ∫(𝑠𝑖𝑛2𝑢)𝑥−1(𝑐𝑜𝑠2𝑢)𝑦−12 sin 𝑢 cos 𝑢 𝑑𝑢 = 

𝜋
2

0

2∫(𝑠𝑖𝑛𝑢)2𝑥−2+1(𝑐𝑜𝑠𝑢)2𝑦−2+1𝑑𝑢 = 

𝜋
2

0

 

= 2∫(𝑠𝑖𝑛𝑢)2𝑥−1(𝑐𝑜𝑠𝑢)2𝑦−1𝑑𝑢 .

𝜋
2

0

 

Teoremë2.11([4]) 

𝐵(𝑥, 𝑦) = ∫
𝑡𝑥−1

(1 + 𝑡)𝑥+𝑦
𝑑𝑡.

∞

0

 

 

Vërtetim  

B(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡 = |

t =
𝑢

1 + 𝑢

𝑑𝑡 =
1 + 𝑢 − 𝑢

(1 + 𝑢)2
𝑑𝑢 =

𝑑𝑢

(1 + 𝑢)2

|

1

0

= 

= ∫
𝑢𝑥−1

(1 + 𝑢)𝑥−1
⋅

1

(1 + 𝑢)𝑦−1
𝑑𝑢

(1 + 𝑢)2
= 

∞

0

∫
𝑢𝑥−1

(1 + 𝑢)𝑥+𝑦
𝑑𝑢.

∞

0
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Teoremë2.12([4])   

∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑥−1𝜃𝑠𝑖𝑛2𝑦−1𝜃𝑑𝜃 =
Γ(𝑥)Γ(𝑦)

2Γ(𝑥 + 𝑦)
.

𝜋
2

0

 

Teoremë2.13([4])     

𝐵(𝑥, 𝑦) =
Γ(𝑥)Γ(𝑦)

Γ(𝑥 + 𝑦)
 

Vërtetim Nga teorema2.10 kemi që:  

𝐵(𝑥, 𝑦) = 2∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑦−1𝑡𝑠𝑖𝑛2𝑥−1𝑡𝑑𝑡 = 𝐵(𝑦, 𝑥) =

𝜋
2

0

2∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑦−1𝑡𝑐𝑜𝑠2𝑥−1𝑡𝑑𝑡 =

𝜋
2

0

 

= 2 ⋅
Γ(𝑥)Γ(𝑦)

2Γ(𝑥 + 𝑦)
=
Γ(𝑥)Γ(𝑦)

Γ(𝑥 + 𝑦)
. 

Nga ky barazim, duke marrë në konsideratë vazhdueshmërinë dhe derivueshmërinë e 

funksionit gama rrjedhimisht marrim vazhdueshmërinë dhe derivueshmërinë e funksionit 

beta.  

Teoremë2.14 ([4]) 

𝑖) 𝐵(𝑥 + 1, 𝑦) =
𝑥

𝑥 + 𝑦
𝐵(𝑥, 𝑦) 

𝑖𝑖) 𝐵(𝑥, 𝑦 + 1) =
𝑦

𝑥 + 𝑦
𝐵(𝑥, 𝑦) 

Vërtetim  

𝑖)  𝐵(𝑥 + 1, 𝑦) =
Γ(𝑥 + 1)Γ(𝑦)

Γ(𝑥 + 𝑦 + 1)
=

xΓ(𝑥)Γ(𝑦)

(𝑥 + 𝑦)Γ(𝑥 + 𝑦)
=

𝑥

𝑥 + 𝑦
⋅
Γ(𝑥)Γ(𝑦)

Γ(𝑥 + 𝑦)

=
𝑥

𝑥 + 𝑦
𝐵(𝑥, 𝑦), 

𝑖𝑖)  𝐵(𝑥, 𝑦 + 1) =
Γ(𝑥)Γ(𝑦 + 1)

Γ(𝑥 + +1)
=

Γ(𝑥)yΓ(𝑦)

(𝑥 + 𝑦)Γ(𝑥 + 𝑦)
=

𝑦

𝑥 + 𝑦
⋅
Γ(𝑥)Γ(𝑦)

Γ(𝑥 + 𝑦)

=
𝑦

𝑥 + 𝑦
𝐵(𝑥, 𝑦). 
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Teoremë2.15 ([4]) (Formula e dyfishtë e Legendre-it) 

Γ(2𝑥) =
22𝑥−1

√𝜋
Γ(𝑥)Γ (𝑥 +

1

2
) 

Teoremë 2.16 ([4])     𝑖) Nëse 𝑥 numër i plotë pozitiv:  

Γ (𝑥 +
1

2
) =

(2𝑥)!

22𝑥𝑥!
√𝜋. 

𝑖𝑖)      Γ (
1

2
− 𝑥) =

(−1)𝑥2𝑥

(2𝑥 − 1)‼
,   𝑥 ∈ ℕ  

Vërtetim  

𝑖) Meqë  Γ(2𝑥) = (2𝑥 − 1)! dhe Γ(𝑥) = (𝑥 − 1)!, atëherë formula e Legendre-it do të 

merr formën: 

(2𝑥 − 1)! =
22𝑥−1

√𝜋
(𝑥 − 1)! Γ (𝑥 +

1

2
)     /⋅ 2𝑥 

(2𝑥)! =
22𝑥

√𝜋
𝑥! Γ (𝑥 +

1

2
) ,   ⟹ Γ(𝑥 +

1

2
) =

(2𝑥)!

𝑥! 22𝑥
√𝜋. 

𝑖𝑖)  Meqë:  

Γ(𝑝) = (𝑝 − 1)Γ(𝑝 − 1)    ⟹    Γ(𝑝) = (𝑝 − 1)(𝑝 − 2)… (𝑝 − 𝑥)Γ(𝑝 − 𝑥) 

Për 𝑝 =
1

2
 kemi:  

Γ (
1

2
) = (

1

2
− 1) (

1

2
− 2)…(

1

2
− 𝑥) Γ (

1

2
− 𝑥) 

⟹    Γ (
1

2
) = −

1

2
⋅ (−

1

3
)…

−(2𝑥 − 1)

2
Γ (
1

2
− 𝑥) 

√𝜋 =
(−1)𝑥(2𝑥 − 1)‼

2𝑥
Γ (
1

2
− 𝑥) 

⟹    Γ (
1

2
− 𝑥) =

(−1)𝑥2𝑥

(2𝑥 − 1)‼
. 

Teoremë2.17([55])  (Formula multiplikative e Gauss-it)   Le të jetë Γ- funksioni gama. 

Atëherë ∀𝑧 ∉ {−
𝑚

𝑛
: 𝑚 ∈ ℕ} vlenë:  

∏ Γ(𝑧 +
𝑘

𝑚
) = (2𝜋)

𝑚−1

2 𝑚
1

2
−𝑚𝑧𝑚−1

𝑘=0 Γ(𝑚𝑧),𝑚 = 2,3,4…. 
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2.2 Funksioni Zeta 

([38])… Seria harmonike ∑
1

𝑛
∞
𝑛=1  është ditur se divergjon që nga viti 1700. Euleri, më 

vonë tregoi se ∑
1

𝑛2
∞
𝑛=1  konvergjon dhe se ajo ka vlerë 

𝜋2

6
. Në fakt, seria e formës ∑

1

𝑛𝑥
∞
𝑛=1  

konvergjon për 𝑥 > 1, 𝑥- real, sepse:  

∫
1

𝑡𝑥
𝑑𝑡 =

∞

1

∫ 𝑡−𝑥𝑑𝑥 =
𝑡−𝑥+1

−𝑥 + 1
|
∞
1

∞

1

= lim
𝐴→∞

1

1 − 𝑥
(𝐴1−𝑥 − 11−𝑥) = −

1

1 − 𝑥
, 

nëse 𝑥 > 1, përndryshe divergjon. Përkufizimi i kësaj serie mund të zgjerohet edhe në 

bashkësinë e numrave kompleks, pra ∑
1

𝑛𝑠
∞
𝑛=1 , ku 𝑠 ∈ ℂ. Tani e shqyrtojmë se për çfarë ′′𝑠′′ 

seria do të jetë konvergjente. 

Le të marrim 𝑠 = 𝑥 + 𝑖𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ,  

|∑
1

𝑛𝑠

∞

𝑛=1

| = |∑
1

𝑛𝑥+𝑖𝑦

∞

𝑛=1

| ≤ ∑
1

|𝑛𝑥+𝑖𝑦|
=

∞

𝑛=1

∑
1

|𝑛𝑥||𝑛𝑖𝑦|
=

∞

𝑛=1

∑
1

|𝑛𝑥||𝑒𝑖𝑦 ln 𝑛|
=

∞

𝑛=1

∑
1

𝑛𝑥

∞

𝑛=1

 

siç u tregua më sipër kjo konvergjon për 𝑥 > 1, dmth seria ∑
1

𝑛𝑠
∞
𝑛=1  konvergjon absolutisht, 

rrjedhimisht edhe në mënyrë të zakonshme për 𝑅𝑒(𝑠) > 1. Kështu japim këtë përkufizim:  

Përkufizim2.9([40]) Funksioni 𝜁(𝑠) = ∑
1

𝑛𝑠
∞
𝑛=1 , 𝑅𝑒(𝑠) > 1, quhet funksion zeta i 

Rimmanit.  

  

Fig. 2.  9 Grafiku i funksionit 𝜁(𝑥)(majtë)  dhe 𝜁(𝑠) (djathtë) 

Ky funksion mund të zgjerohet edhe për vlera të ′′𝑠 ′′ mirëpo atëherë funksioni zeta do të 

ketë trajtë tjetër. 

Teoremë2.18 ([40]) (Produkti i Euler-it)  Për 𝑅𝑒(𝑠) > 1;  
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∑
1

𝑛𝑠
=∏

1

1 −
1
𝑝𝑠𝑝∈𝑃

∞

𝑛=1

; 

prodhimi në të djathtë duhet kuptuar si prodhim mbi bashkësinë e të gjithë numrave të 

thjeshtë, ku 𝑃-bashkësia e numrave të thjeshtë 

Rrjedhim 2.1([41])  Bashkësia e numrave të thjeshtë është e pafundme. 

Vërtetim Nga teorema paraprake kemi: 

∑
1

𝑛𝑠

∞

𝑛=1

=∏
1

1 − 𝑝−𝑠
𝑝∈𝑃

 

ku 𝑃- bashkësia e numrave të thjeshtë.  

Për 𝑠 = 2;  

∑
1

𝑛𝑠

∞

𝑛=1

=
𝜋2

6
 

-numër iracional. 

Nga ana tjeter; 

∏
𝑝2

𝑝2 − 1
𝑝∈𝑃

 

është produkt numrash racional. 

Prodhimi i fundëm i numrave racional është numër racional, që i bie se duhet patjetër të 

kemi pakufi numra racional, rrjedhimisht pakufi numra të thjeshtë. 

Rrjedhim2.2([42])  Seria ∑
1

𝑝𝑝∈𝑃  , 𝑃-bashkësia e numrave të thjeshtë, divergjon. 

Vërtetim Për 𝑠 > 1, 𝑠-real,   

𝜁(𝑠) =∏
1

1 − 𝑝−𝑠
𝑝∈𝑃

 

⟹   ln 𝜁(𝑠) = −∑ln(1 − 𝑝−𝑠) = ∑∑
𝑝−𝑠𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

 

𝑝∈𝑃

= 

=∑𝑝−𝑠

𝑝∈𝑃

+∑∑
𝑝−𝑠𝑛

𝑛

∞

𝑛=2

=

 

𝑝∈𝑃

∑
1

𝑝𝑠
+

𝑝

∑∑
𝑝−𝑠𝑛

𝑛

∞

𝑛=2

 

𝑝∈𝑃

. 
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|∑∑
𝑝−𝑠𝑛

𝑛

∞

𝑛=2

 

𝑝∈𝑃

| ≤
1

2
∑∑

1

𝑝𝑛

∞

𝑛=2𝑝∈𝑃

=
1

2
∑( lim

𝑛→∞

1 − (
1
𝑝)

𝑛

𝑝2 (1 −
1
𝑝)
)

𝑝∈𝑃

=
1

2
∑

1

𝑝(𝑝 − 1)
<

𝑝∈𝑃

 

<
1

2
∑

1

𝑛(𝑛 − 1)

∞

𝑛=2

=
1

2
lim
𝑛→∞

∑(
1

𝑘 − 1
−
1

𝑘
)

𝑛+1

𝑘=2

=
1

2
 . 

Pra; 

log 𝜁(𝑠) < ∑
1

𝑝𝑠
+
1

2
𝑝∈𝑃

 

lim
𝑠→1

log 𝜁(𝑠) ≤ lim
𝑠→1

∑
1

𝑝𝑠
+
1

2
𝑝∈𝑃

 

∞ ≤∑
1

𝑝
+
1

2
𝑝∈𝑃

   

Prej këtu kemi që ∑
1

𝑝𝑝∈𝑃   divergjon, që duhej të vërtetohej. 

2.2.1.  Problemi i Bessel-it 

([24])…  Ky problem për herë të parë u prezantua më 1644 nga Pietro Mengoli dhe më 

vonë nga vëllezërit Bernoulli, të cilët nuk mundën ta zgjidhin. Problemi qëndron në gjetjen 

e shumës së pafundme:  

1 +
1

22
+
1

32
+⋯ =∑

1

𝑛2

∞

𝑛=1

 

që në fakt paraqet caktimin e vlerës së funksionit zeta në pikën 𝑠 = 2. Për herë të parë e 

zgjidhi Euleri duke përdorur metoda të matematikës së avansuar dhe arriti të tregoj që:  

∑
1

𝑛2

∞

𝑛=1

=
𝜋2

6
 . 

Pas tij, u dhanë edhe shumë zgjidhje tjera të këtij problemi përmes integraleve të 

shumëfishta, identiteteve trigonometrike, funksioneve inverse trigonometrike, analizës 

komplekse, analizës Fourier dhe përmes të arsyetuarit gjeometrik. Ne këtu do të japim 

vetëm metodën e Euler-it. 

([24], [41])…  Fillimisht, zbërthejmë në seritë e Taylor-it funksionin:  
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sin 𝜋𝑥

𝜋𝑥
= 1 −

(𝜋𝑥)2

3!
+
(𝜋𝑥)4

5!
−
(𝜋𝑥)6

7!
+ ⋯ = ∑

(−𝜋2𝑥2)𝑛

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

                  … (∗) 

Gjithashtu, përdori edhe faktin që:  

sin 𝜋𝑥

𝜋𝑥
=∏(1 −

𝑥2

𝑛2
)

∞

𝑛=1

= (1 −
𝑥2

11
)(1 −

𝑥2

22
)(1 −

𝑥2

32
)… =

= 1 − 𝑥2 (
1

12
+
1

22
+
1

32
+⋯) + 𝑥4(… )                                               … (∗∗) 

Duke i barazar koeficientët para 𝑥2 te (∗) dhe (∗∗) marrim: 

−(
1

12
+
1

22
+
1

32
+⋯) = −

𝜋2

3!
 

⟹   ∑
1

𝑛2

∞

𝑛=1

=
𝜋2

6
   ⟹    𝜁(2) =

𝜋2

6
    

2.2.2  Numrat e Bernoulli-t dhe funksioni Zeta 

([31])…  Më 1755, Euleri propozoi përkufizimin e mëposhtëm për numrat e Bernoulli-t, 

i cili mbetet një ndër përkufizimet moderne më të përdorura për këtë varg.  

Përkufizim2.10([31], [41]) Numra të Bernoulli-t quhen koeficientët e funksionit 

eksponencial gjenerues:  

𝑥

𝑒𝑥 − 1
=∑

𝐵𝑘𝑥
𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

 . 

Ky përkufizim i Eulerit për numrat e Bernoulli-t është i bazuar në konceptin e funksionit 

gjenerues, që në fakt është metodë për gjetjen e numrave të Bernoulli-t. 

Le të shënojmë:  

𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑒𝑥 − 1
 

dhe le ta zbërthejmë atë në seri të Taylor-it rreth pikës zero. Gjejmë disa derivate të para:  

𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑒𝑥 − 1
 ,                     lim

𝑥→0
𝑓(𝑥) = 1 

𝑓′(𝑥) =
𝑒𝑥𝑥 − 𝑒𝑥 + 1

(𝑒𝑥 − 1)2
 ,         lim

𝑥→0
𝑓′(𝑥) = −

1

2
 

𝑓′′(𝑥) =
𝑒2𝑥𝑥 − 𝑒𝑥𝑥 − 2𝑒2𝑥 + 2𝑒𝑥

(𝑒𝑥 − 1)3
 ,    lim

𝑥→0
𝑓′′(𝑥) =

1

6
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………… 

𝑥

𝑒𝑥 − 1
=∑

𝑓(𝑛)(0)𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑘=0

= 1 + (−
1

2
) 𝑥 +

1

6
⋅
𝑥2

2!
+ (−

1

30
)
𝑥4

4!
+
1

42

𝑥6

6!
+ ⋯ = 

= 1 −
𝑥

2
+
𝑥2

12
−
𝑥4

720
+

𝑥6

30240
−⋯ 

Tani, le të hedhim një vështrim për termat e parë të numrave të Bernoulli-t:  

Tab. 3. 1 Paraqitja e disa numrave të Bernoulli-t 

𝒊-indeksi 𝑩𝒊-

nr.Bernoulli-t 

𝒊-indeksi 𝑩𝒊-nr.Bernoulli-t 

0 1 10 5

66
 

1 
−
1

2
 

11 0 

2 1

6
 

12 
−
691

2730
 

3 0 13 0 

4 
−
1

30
 

14 7

6
 

5 0 15 0 

6 1

42
 

16 
−
3617

510
 

7 0 … … 

8 
−
1

30
 

49 0 

9 0 50 4950572052410796482122477525

66
 

 

Duke i parë këto kufiza mund t’i nxjerrim disa veti për numrat e Bernoulli-t:  

• 𝐵𝑛 janë racionalë, 

• 𝐵2𝑛+1 = 0, për 𝑛 ≥ 1, 

• 𝐵2𝑛 ndryshojnë shenjën: 𝐵4𝑛 < 0 dhe 𝐵4𝑛+2 > 0 për 𝑛 ≥ 1, 

• Madhësia e 𝐵2𝑛 rritet shumë shpejtë. 

Pohim2.1([31])  Numrat e Bernoulli-t plotësojnë relacionin:  
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𝐵0 = 1    dhe    ∑ (
𝑛
𝑘
)𝐵𝑘 

𝑛−1

𝑘=0

, 𝑛 > 1.    

Pohim2.2 ([31])  

𝐵2𝑛+1 = 0 ,   𝑛 ≥ 1. 

Teoremë2.19 ([31]) Për çdo numër të plotë 𝑘 > 0,  

𝜁(2𝑘) = ∑
1

𝑛2𝑘
=
|𝐵2𝑘|(2𝜋)

2𝑘

2(2𝑘)!

∞

𝑛=1

 

Vërtetim Shfrytëzojmë faktin që:  

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
=∏(1 − (

𝑥

𝑛𝜋
)
2

) 

∞

𝑛=1

    /  𝑙𝑛 

𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑙𝑛𝑥 +∑ 𝑙𝑛 (1 − (
𝑥

𝑛𝜋
)
2

)

∞

𝑛=1

   /   
𝑑

𝑑𝑥
 

𝑐𝑜𝑡𝑥 =
1

𝑥
+∑

2𝑥

𝑥2 − (𝑛𝜋)2
=

∞

𝑛=1

1

𝑥
+∑(

1

𝑥 + 𝑛𝜋
+

1

𝑥 − 𝑛𝜋
) =

∞

𝑛=1

1

𝑥

+∑
1

𝑛𝜋
(

1

1 +
𝑥
𝑛𝜋

+
1

1 −
𝑥
𝑛𝜋

)

∞

𝑛=1

 

=
1

𝑥
+∑

1

𝑛𝜋
(∑(−1)𝑘 (

𝑥

𝑛𝜋
)
𝑘

−

∞

𝑘=0

∑(
𝑥

𝑛𝜋
)
𝑘

∞

𝑘=0

)

∞

𝑛=1

=
1

𝑥
+∑

1

𝑛𝜋
∑((−1)𝑘 − 1) (

𝑥

𝑛𝜋
)
𝑘

∞

𝑘=0

∞

𝑛=1

 

=
1

𝑥
+∑

1

𝑛𝜋
∑((−1)2𝑘+1 − 1) (

𝑥

𝑛𝜋
)
2𝑘+1

∞

𝑘=0

=
1

𝑥
+∑

1

𝑛𝜋
(−2∑(

𝑥

𝑛𝜋
)
2𝑘+1

∞

𝑘=0

)

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

 

=
1

𝑥
−∑∑

2𝑥2𝑘+1

(𝑛𝜋)2𝑘+2
=

∞

𝑘=0

∞

𝑛=1

1

𝑥
−∑∑

2𝑥2𝑘−1

(𝑛𝜋)2𝑘

∞

𝑘=1

∞

𝑛=1

=
1

𝑥
−∑

1

𝑛2𝑘
∑

2𝑥2𝑘−1

𝜋2𝑘

∞

𝑘=1

∞

𝑛=1

 

=
1

𝑥
−∑

2𝑥2𝑘−1

𝜋2𝑘
𝜁(2𝑘)

∞

𝑘=1

 . 

Kështu pra për kotangjentin gjetëm dy forma të paraqitjes në seri përmes numrave të 

Bernoulli-t: 
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𝑐𝑜𝑡𝑥 = ∑(−1)𝑛
2𝐵2𝑛(2𝑥)

2𝑛−1

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

  

dhe,  

𝑐𝑜𝑡𝑥 =
1

𝑥
−∑

2𝑥2𝑛−1

𝜋2𝑛
𝜁(2𝑛)

∞

𝑛=1

 . 

Pra; 

∑(−1)𝑛
2𝐵2𝑛(2𝑥)

2𝑛−1

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

=
1

𝑥
−∑

2𝑥2𝑛−1

𝜋2𝑛
𝜁(2𝑛)

∞

𝑛=1

 

1

𝑥
+∑(−1)𝑛

2𝐵2𝑛(2𝑥)
2𝑛−1

(2𝑛)!
=

∞

𝑛=1

1

𝑥
−∑

2𝑥2𝑛−1

𝜋2𝑛
𝜁(2𝑛)

∞

𝑛=1

 

∑
2𝑥2𝑛−1

𝜋2𝑛
𝜁(2𝑛)

∞

𝑛=1

= ∑(−1)𝑛+1
2𝐵2𝑛(2𝑥)

2𝑛−1

(2𝑛)!

∞

𝑛=1

 

∑
2𝜁(2𝑛)

𝜋2𝑛
𝑥2𝑛−1 =

∞

𝑛=1

∑
(−1)𝑛+12𝐵2𝑛2

2𝑛−1𝑥2𝑛−1

(2𝑛)!

∞

𝑛=1

 

⟹   
2 𝜁(2𝑛)

𝜋2𝑛
=
22𝑛(−1)𝑛+1𝐵2𝑛

(2𝑛)!
 

⟹    𝜁(2𝑛) =
(−1)𝑛+122𝑛−1𝜋2𝑛𝐵2𝑛

(2𝑛)!
… ([41], [56]) 

𝜁(2𝑛) është çdoherë pozitiv, ndërsa nga eksponenti −1 kemi që 𝐵4𝑛 < 0 dhe 𝐵4𝑛+2 > 0, 

atëherë mund të shkruajmë që:  

(−1)𝑛+1𝐵2𝑛 = |𝐵2𝑛| . 

Pra: 

 𝜁(2𝑛) =
|𝐵2𝑛| 2

2𝑛−1𝜋2𝑛

(2𝑛)!
                                                  … (∗) 

Një zbatim i kësaj mund të shihet përmes llogaritjes së shumës:  

∑
1

𝑛10
=
1

110
+
1

210
+
1

310
+⋯

∞

𝑛=1

 

Caktimi i vlerës së kësaj shume në fakt i bie gjetja e vlerës së funksionit zeta për  
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𝑠 = 10, ose   2𝑛 = 10 ⟹  𝑛 = 5. Pra:  

𝜁(10) =
|𝐵10| 2

2⋅5−1𝜋2⋅5

(2 ⋅ 5)!
=
|
5
66| 1024

10!
𝜋10 =

1

93555
𝜋10 ≈ 1,0009945 . … ([31]) 

Teoremë2.20 ([56]) (Ekuacioni funksional i 𝜁(s)). Le të jetë: 

Λ(𝑠) = 𝜋
−𝑠
2 Γ (

𝑠

2
) 𝜁(𝑠) = 𝜋

−𝑠
2 Γ(

𝑠

2
) 

Atëherë, Λ(s) = Λ(1 − s), ∀s, e tillë që 𝑅𝑒(𝑠) > 1. Nga përkufizimi i 𝜁(𝑠) që konvergjon 

për 𝑅𝑒(𝑠) > 1, ne mund të zgjerojmë 𝜁(𝑠),  për 𝑅𝑒(𝑠) > 1. ( Kritike  mbetet konvergjenca 

në zonën 0 ≤ 𝑅𝑒(𝑠) ≤ 1. ) 

([7])… Nga Λ(𝑠) = 𝜋−
𝑠

2Γ (
𝑠

2
) 𝜁(𝑠)mund të nxjerrim këta përfundime: 

• 𝜁(𝑠) ka pol në pikën 𝑠 = 1. (Γ(𝑠) është analitik në 𝑠 =
1

2
, pasi Λ(𝑠) ka pol të 

thjeshtë në 𝑠 = 1) 

• 𝜁(𝑠) është analtik në pikën 0 dhe 𝜁(0) = −
1

2
≠ 0 (Γ(𝑠) ka pol të thjeshtë në  

𝑠 = 0, gjithashtu edhe Λ(𝑠)) 

• 𝜁(𝑠) i përjahton të gjithë numrat çift të plotë më të vegjël se 0 (sepse Γ(𝑠)ka pol te 

çdo vlerë negative, ndërsa Λ(𝑠) jo) 

Pra me këtë kemi një pasqyrë të përafërt për funksionin zeta për 𝑅𝑒(𝑠) < 1. 

 

  

Fig. 2.  10 Grafiku i funksionit 𝜁(2𝑥)(majtë)  dhe 𝜁(−2𝑥) (djathtë) 
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Fig. 2.  11 Grafiku i funksionit 𝜁(2𝑥 + 1) 

Teoremë2.21([51]) (Lidhja e funksionit gama dhe zeta) Për 𝑅𝑒(𝑠) > 1, vlenë: 

𝜉(𝑠)Γ(𝑠) = ∫
𝑡𝑠−1

𝑒𝑡 − 1
𝑑𝑡

∞

0

 

Vërtetim Nisemi nga  

Γ(𝑠) = ∫ 𝑡𝑠−1𝑒−𝑡𝑑𝑡 = |
𝑡 = 𝑛𝑥
𝑑𝑡 = 𝑛𝑑𝑥

| =

∞

0

 

= ∫ 𝑛𝑠𝑥𝑠−1𝑒−𝑛𝑥𝑑𝑥

∞

0

 

pra 

Γ(𝑠) = ∫ 𝑛𝑠𝑥𝑠−1𝑒−𝑛𝑥𝑑𝑥

∞

0

/∙ 𝑛−𝑠 

𝑛−𝑠Γ(𝑠) = ∫ 𝑥𝑠−1𝑒−𝑛𝑥𝑑𝑥

∞

0

 

∑𝑛−𝑠Γ(𝑠) = ∑∫ 𝑥𝑠−1𝑒−𝑛𝑥𝑑𝑥 =

∞

0

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

 

= ∫ (∑𝑒−𝑛𝑥
∞

𝑛=1

)𝑥𝑠−1𝑑𝑥 = ∫ 𝑥𝑠−1 lim
𝑛→∞

1 − 𝑒−𝑛𝑥

1 − 𝑒−𝑥
𝑒−𝑥𝑑𝑥 =

∞

0

∞

0
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= ∫ 𝑥𝑠−1
1

𝑒𝑥 − 1
𝑑𝑥 = ∫

𝑥𝑠−1

𝑒𝑥 − 1
𝑑𝑥

∞

0

∞

0

 

Pasi që 𝑅𝑒(𝑠) > 1 integrali është absolutisht konvergjent dhe kjo e arsyeton ndërrimin e 

serisë me integralin. 

2.2.3 Shqyrtimi i ′′identitetit′′  𝟏 + 𝟐 + 𝟑 +⋯ = −
𝟏

𝟏𝟐
, përmes 

funksionit zeta 

Kjo shumë është një nga shumat që ka shkaktuar mjaft debat në botën matematike njëherit 

njihet edhe si shuma e Ramanujan-it. Arsyet se pse merret kështu janë të shumta, dhe ka 

disa “vërtetime” për këtë. Po japim metodën e Euler-it. 

([3])… Le të marrim 𝑆 = 1 + 2 + 3 +⋯ dhe 𝑇 = 1 − 2 + 3 − 4 + 5 − 6 +⋯. Shumën 

T mund ta llogarisim përmes paraqitjes së funksionit 
1

(1+𝑥)2
, që është  

1

(1 + 𝑥)2
= 1 − 2𝑥 + 3𝑥2 − 4𝑥3 +⋯ 

Pra për ta fituar T zëvendësojmë 𝑥 = 1, 

1

(1 + 𝑥)2
= 1 − 2 ∙ 1 + 3 ∙ 12 − 4 ∙ 13 +⋯ 

1

4
= 1 − 2 + 3 − 4 +⋯ 

Gjithashtu, 

𝑇 = (1 + 2 + 3 +⋯) − 2(2 + 4 + 6 +⋯) = 

= (1 + 2 + 3 +⋯) − 4(1 + 2 + 3 +⋯) = −3𝑠 

1

4
= −3𝑠 ⇒ 𝑠 = −

1

12
 

Tani, duke pasur parasysh funksionin zeta,  

𝜁(𝑠) = ∑
1

𝑛𝑠

∞

𝑛=1

 

shuma e dhënë fitohet për 𝑠 = −1. 

𝜁(−1) = ∑𝑛 = 1 + 2 + 3 +⋯ = −
1

12

∞

𝑛=1
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Fillimisht, zëvendësimi 𝑥 = 1, është i palejueshëm,  sepse ajo paraqitje e funksionit 
1

(1+𝑥)2
 

vlen vetëm për |𝑥| < 1. Mirëpo, ky zëvendësim i gabuar vjen nga fakti se në atë kohë ende 

nuk është ditur për konvergjencën e serive, dhe veprimet me to. Le të gjejmë 𝜁(−1), me 

fjalë tjera caktojmë vlerën e funksionit zeta për 𝑠 = −1, dmth 𝑅𝑒(𝑠) < 1 atëherë për këtë 

rast kemi këtë paraqitje për zetën. 

𝜋−
1
2Γ (−

1

2
) 𝜁(−1) = 𝜋

2
2Γ (

2

2
) 𝜁(2) 

𝜋−
1
2(−2√𝜋)𝜁(−1) = 𝜋Γ(1)

𝜋2

6
 

𝜋−
5
2Γ (

𝑠

2
) 𝜁(−1) = 𝜋−

1−𝑠
2 Γ (

1 − 𝑠

2
) 𝜁(1 − 𝑠) 

√𝜋(−2)√𝜋𝜁(−1) = 𝜋−1 ∙ 1 ∙
𝜋2

6
 

−2𝜋𝜁(−1) =
𝜋

6
⇒ 𝜁(−1) = −

1

12
 

Pra, siç shihet vlera e funksionit zeta është −
1

12
 në pikën 𝑠 = −1, por kjo nuk tërheq që 

1 + 2 + 3 +⋯ = −
1

12
, meqë në paraqitjen e zetës  

∑
1

𝑛𝑠

∞

𝑛=1

 

nuk guxon të merret 𝑠 = −1, nuk plotësohet ai dhe në rastin në fjalë zeta ka parqitjen tjetër 

prandaj nuk mund të themi se 1 + 2 + 3 +⋯ = −
1

12
. 

2.2.4. Hipoteza e Reiman-it 

 ([13])… Hipoteza e Reiman-it ëshët një ndër problemet e hapura më famoze. Kjo 

hiptezë është formuluar nga Reiman-i, ndërsa David Hilbert-i e ka vendosur në listën e 

probelmeve të pazgjidhura më të rëndësishme, të cilat i prezantoi në kongresin e 

matematikanëve në 1900, së fundi kjo hipotezë zë vend edhe në listen e shtatë problemëve 

më të mëdha të pazgjidhura, të bërë nga instituti  Clay. 

 Deri më tani kemi treguar disa paraqitje të funksionit 𝜁, psh si prodhim i pafundëm, 

shumë e pafundme, të cilat paraqitje vlejnë për 𝑅𝑒(𝑠) > 1. 

Po të marrim 𝑠 = −2𝑘 te ekacioni funksional marrim: 

𝜋
2𝑘
𝑘 Γ (−

2𝑘

𝑘
) 𝜁(−2𝑘) = 𝜋−

1+2𝑘
2 Γ (

1 + 2𝑘

2
) 𝜁(1 + 2𝑘) 

𝜁(−2𝑘) = 𝜋−
1+2𝑘
2

−𝑘Γ (𝑘 +
1

2
)
𝜁(1 + 2𝑘)

Γ(−𝑘)
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𝜁(−2𝑘) = 𝜋
−1−2𝑘−2𝑘

2
−𝑘Γ (𝑘 +

1

2
)
𝜁(1 + 2𝑘)

−𝜋
 

𝜁(−2𝑘) = 0, 𝑘𝜖ℕ 

Ky rast nuk na thotë gjë për zerot e 𝜁(𝑠) në zonën 0 < 𝑅𝑒(𝑠) < 1. Në këtët zonë 

𝜁(𝑠) ka zero dhe ato quhen zero jotriviale. 

 Llogaritja e disa zerove jotriiale tregon që ato shtrihen në drejtëzën 𝑅𝑒(𝑠) =
1

2
, e 

cila quhet drejtëz kritike. Me ndihmën e kompjuterit mund të llogaritet numër jashtë 

zakonisht i madh i zerove, respektivisht deri në 1013 (dhjetë trillion). Është interesante të 

potencohet se, derisa nuk jaë future kompjuterët në lojë në mesin e shekullit XVIII, janë 

gjetur vetëm 1000 zero. Normalisht, që të gjitha këto zero llogariten me saktësi të madhe, 

dhe të gjitha janë shtrirë në drejtëzën kritike.  

 Megjithatë, ende s`ka vërtetim që të gjitha zerot jotriviale shtrihen në këtë drejtëz 

kritike, dhe kjo në fakt paraqet Hipotezën e Reiman-it. 

Hipoteza e Reiman-it: Të gjitha zerot jotriviale shtrihen në drejtëzën 𝑹𝒆(𝒔) =
𝟏

𝟐
.  

Një numër i madh i matematikanëve të njohur kanë dhënë kontribut në kuptimin sa 

më të mirë të kësaj hipoteze, ndër më të njohurit janë: Andre Weil, Atle Commes,  të cilët 

kanë marrë edhe çmimin  Fields. 

  

Fig. 2.  12  Drejtëza kritike e Reiman-it 
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3. Zbatimi i serive funksionale dhe disa funksioneve speciale në 

zgjidhjen e disa integraleve më karakteristike 

3.1 Paraqitja e integraleve përmes serive 

3.1.1  Lidhja e integraleve me seri të  Taylor-it 

([15])… Ekzistojnë një numër i madh metodash për gjetjen e primitivave të disa 

klasave të funksioneve elementare, mirëpo në rastin e përgjithshëm primitiva e funksionit 

elementar nuk është domosdoshmërisht funksion elementar, madje tregohet se çdo 

funksion i vazhdueshëm ka primitivë, p.sh. integralet e mëposhtme, e shumë të tjerë, 

primitivën nuk e kanë  funksion elemtar 

∫𝑒−𝑥
2
𝑑𝑥,∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥2𝑑𝑥,∫

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
𝑑𝑥. 

Për këtë janë gjetur metoda tjera, të cilat janë aparat mjaft i fuqishëm për zgjidhjen 

e këtij problemi, ndër to janë edhe seritë e Taylor-it, meqë funksionet të cilat janë të vështira 

të integrohen i ‘’kthejnë’’ në polinome, të cilat janë më të lehta për integrim. 

3.1.2 Lidhja e integraleve me seritë Fourier 

Teoremë3.1([10]) (e Parseval-it) Nëse funksioni 𝑓(𝑥) është funksion i vazhdueshëm dhe 

i përkufizuar në [0,2𝜋] dhe 𝑓(0) = 𝑓(2𝜋). Supozojmë se zgjerimi në seri Fourier për 

funksionin 𝑓(𝑥) është  

1

2
𝑎0 +∑(𝑎𝑘𝑐𝑜𝑠𝑘𝑥 + 𝑏𝑘𝑠𝑖𝑛𝑘𝑥)

∞

𝑘=1

, 

atëherë 

1

𝜋
∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑎0
2

2
+∑(𝑎𝑘

2 + 𝑏𝑘
2)… (1)

∞

𝑘=1

2𝜋

0

 

Lemë3.1([10]) Supozojmë që 𝑟 është numër real, dhe |𝑟| ≠ 1. Zgjerimet në seri Fourier 

për dy funksionet trigonometrike të mëposhtme janë: 

1 + 𝑟𝑐𝑜𝑠𝑥

1 + 2𝑟𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑟2
= 1 +∑(−1)𝑘𝑐𝑜𝑠𝑘𝑥, (|𝑟| < 1),

∞

𝑘=1

…(2) 

1 + 𝑟𝑐𝑜𝑠𝑥

1 + 2𝑟𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑟2
=∑(−1)𝑘−1𝑟𝑘𝑐𝑜𝑠𝑘𝑥, (|𝑟| > 1), … (3)

∞

𝑘=1
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𝑟𝑠𝑖𝑛𝑥

1 + 2𝑟𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑟2
=∑(−1)𝑘+1𝑟𝑘𝑠𝑖𝑛𝑘𝑥. (|𝑟|

∞

𝑘=1

< 1),… (4) 

𝑟𝑠𝑖𝑛𝑥

1 + 2𝑟𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑟2
=∑(−1)𝑘𝑟−𝑘𝑠𝑖𝑛𝑘𝑥. (|𝑟| > 1)… (5)

∞

𝑘=1

 

Teoremë3.2([10]) Supozojmë që 𝑟- numër real dhe |𝑟| ≠ 1, atëherë 

∫
(1 + 𝑟𝑐𝑜𝑠𝑥)2𝑑𝑥

(1 + 2𝑟𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑟2)2
=
𝜋(2 − 𝑟2)

1 − 𝑟2
, (|𝑟|

2𝜋

0

< 1),… (6) 

∫
(1 + 𝑟𝑐𝑜𝑠𝑥)2𝑑𝑥

(1 + 2𝑟𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑟2)2
=

𝜋

𝑟2 − 1
, (|𝑟|

2𝜋

0

> 1),… (7) 

∫
𝑟2(𝑠𝑖𝑛𝑥)2𝑑𝑥

(1 + 2𝑟𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑟2)2
=

𝜋𝑟2

1 − 𝑟2
, (|𝑟| < 1), … (8)

2𝜋

0

 

∫
𝑟2(𝑠𝑖𝑛𝑥)2𝑑𝑥

(1 + 2𝑟𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑟2)2
=

𝜋

𝑟2 − 1
, (|𝑟|

2𝜋

0

> 1),… (9) 

∫
1

1 + 2𝑟𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑟2
𝑑𝑥 =

2𝜋

1 − 𝑟2
, (|𝑟| > 1), … (10)

2𝜋

0

 

∫
1

1 + 2𝑟𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑟2
𝑑𝑥 =

2𝜋

𝑟2 − 1
, (|𝑟|

2𝜋

0

< 1),… (11) 

Lemë3.2 ([9])Supozojmë që 𝑝 dhe 𝑞 janë numra real të çfarëdoshëm. Atëherë, 

𝑠𝑖𝑛(𝑝 + 𝑖𝑞) = 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑝) ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝑞) + 𝑖𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑞)𝑠𝑖𝑛(𝑞),… (12) 

(𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑝))
2
(𝑐𝑜𝑠(𝑞))

2
+ (𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑝))

2
(𝑠𝑖𝑛(𝑞))

2
= (𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑝))

2
+ (𝑠𝑖𝑛(𝑞))

2
, … (13) 

Teoremë3.3([9]) Supozojmë se 𝑟 është numër real çfarëdo. Atëherë,  

∫ (𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑟𝑐𝑜𝑠𝑥))
2
(𝑐𝑜𝑠(𝑟𝑠𝑖𝑛𝑥))

2
𝑑𝑥 = 𝜋∑

𝑟4𝑘+2

((2𝑘 + 1)!)
2 , … (14)

∞

𝑘=0

2𝜋

0
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∫ (𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑟𝑐𝑜𝑠𝑥))
2
(𝑠𝑖𝑛(𝑟𝑠𝑖𝑛𝑥))

2
𝑑𝑥 = 𝜋∑

𝑟4𝑘+2

((2𝑘 + 1)!)
2 , … (15)

∞

𝑘=0

2𝜋

0

 

∫ ((𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑟𝑐𝑜𝑠𝑥))
2
+ (𝑠𝑖𝑛(𝑟𝑠𝑖𝑛𝑥))

2
)𝑑𝑥 = 2𝜋∑

𝑟4𝑘+2

((2𝑘 + 1)!)
2

∞

𝑘=0

, … (16)

2𝜋

0

 

Lemë3.3 ([9]) Supozojmë që 𝑝 dhe 𝑞 numra të çfarëdoshëm real. Atëherë, 

𝑐𝑜𝑠(𝑝 + 𝑖𝑞) = 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑝)𝑐𝑜𝑠𝑞 + 𝑖𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑝)𝑠𝑖𝑛𝑞,… (19) 

(𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑝))
2
(𝑐𝑜𝑠𝑞)2 + (𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑝))

2
(𝑠𝑖𝑛𝑞)2 = (𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑝))

2
+ (𝑐𝑜𝑠𝑞)2, … (20)  

Teoremë3.4 ([9]) Supozojmë se 𝑟 numër i çfarëdoshëm real. Atëherë, 

∫ (𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑟𝑐𝑜𝑠𝑥))
2
(𝑐𝑜𝑠(𝑟𝑠𝑖𝑛𝑥))

2
𝑑𝑥 = 2𝜋 + 𝜋∑

𝑟4𝑘

((2𝑘)!)
2 , … (21)

∞

𝑘=1

2𝜋

0

 

∫ (𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑟𝑐𝑜𝑠𝑥))
2
(𝑠𝑖𝑛(𝑟𝑠𝑖𝑛𝑥))

2
𝑑𝑥 = 𝜋∑

𝑟4𝑘

((2𝑘)!)
2 , … (22)

∞

𝑘=1

2𝜋

0

 

∫ ((𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑟𝑐𝑜𝑠𝑥))
2
+ (𝑐𝑜𝑠(𝑟𝑠𝑖𝑛𝑥))

2
)𝑑𝑥 = 2𝜋 + 2𝜋∑

𝑟4𝑘

((2𝑘)!)
2 , … (23)

∞

𝑘=1

2𝜋

0

 

Mëposhtë do të shohim disa lidhje të serive, respektivisht, paraqitje të integraleve në 

formë serive, të cilat do t’i paraqesim në formë të pohimeve:                                                                                                                                                                    

Pohim3.1([28], [34]) 

∫𝑥𝑥𝑑𝑥 = ∑
(−1)𝑛

(𝑛 + 1)𝑛+1

∞

𝑛=0

1

0

 

Vërtetim Funksionin nënintegral e shkruajmë në formën  

𝑥𝑥 = 𝑒𝑙𝑛𝑥
𝑥
= 𝑒𝑥𝑙𝑛𝑥 = ∑

𝑥𝑛(𝑙𝑛𝑥)𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

atëherë, 

∫𝑥𝑥𝑑𝑥 = ∫∑
𝑥𝑛(𝑙𝑛𝑥)𝑛

𝑛!
𝑑𝑥 = ∑

1

𝑛!
∫𝑥𝑛(𝑙𝑛𝑥)𝑛𝑑𝑥… (∗)

1

0

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

1

0

1

0
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∫𝑥𝑛(𝑙𝑛𝑥)𝑛𝑑𝑥 = |
𝑢 = −𝑙𝑛𝑥
𝑥 = 𝑒−𝑢

𝑑𝑥 = −𝑒−𝑢𝑑𝑢
|

1

0

= −∫(−1)𝑛𝑢𝑛𝑒−(𝑛+1)𝑢𝑑𝑢 =
|
|

(𝑛 + 1)𝑢 = 𝑡

𝑢 =
𝑡

𝑛 + 1

𝑑𝑢 =
𝑑𝑡

𝑛 + 1

|
|
=

∞

0

 

= ∫(−1)𝑛
𝑡𝑛

(𝑛 + 1)𝑛
𝑒−𝑡

1

𝑛 + 1
𝑑𝑡 = ∫

(−1)𝑛

(𝑛 + 1)𝑛+1

∞

0

∞

0

𝑡𝑛𝑒−𝑡𝑑𝑡 = 

=
(−1)𝑛

(𝑛 + 1)𝑛+1
∫ 𝑡𝑛+1−1𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

0

=
(−1)𝑛

(𝑛 + 1)𝑛+1
Γ(𝑛 + 1) =

(−1)𝑛

(𝑛 + 1)𝑛+1
𝑛! 

atëherë, 

∫𝑥𝑥𝑑𝑥 = ∑
1

𝑛!

∞

𝑛=0

1

0

(−1)𝑛

(𝑛 + 1)𝑛+1
𝑛! = ∑

(−1)𝑛

(𝑛 + 1)𝑛+1

∞

𝑛=0

 

Pohim3.2 ([17]) 

𝐹(𝑘) = ∫
𝑑𝑥

√1 − 𝑘2(𝑠𝑖𝑛𝑥)2
=
𝜋

2
(1 +∑(

(2𝑛 − 1)‼

(2𝑛)‼
)

2

𝑘2𝑛
∞

𝑛=1

) , (0 ≤ 𝑘 < 1)

𝜋
2

0

 

Integrali 𝐹(𝑘) quhet integral eliptik. 

Vërtetim Te funksioni nënintegral zëvendësojmë  

𝑢 = −𝑘2(𝑠𝑖𝑛𝑥)2 

atëherë fitohet seria binomiale  

(1 + 𝑢)−
1
2 = 1 +∑

(2𝑛 − 1)‼

(2𝑛)‼
𝑢𝑛,

∞

𝑛=1

 

meqë 

𝑘2(𝑠𝑖𝑛𝑥)2 ≤ 𝑘2 < 1 ⇒ 

−𝑘2(𝑠𝑖𝑛𝑥)2 > −1 

dhe 

−𝑘2(𝑠𝑖𝑛𝑥)2 < 1 

prandaj, 
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(√1 − 𝑘2(𝑠𝑖𝑛𝑥)2)
−1

= 1 +∑
(2𝑛 − 1)‼

(2𝑛)‼
𝑘2𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑥)2𝑛

∞

𝑛=1

 

gjithashtu vlen: 

(2𝑛 − 1)‼

(2𝑛)‼
𝑘2𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑥)2𝑛 ≤

(2𝑛 − 1)‼

(2𝑛)‼
𝑘2𝑛 ≤ 𝑘2𝑛 

seria 

∑𝑘2𝑛
∞

𝑛=1

 

konvergjon, sepse 

0 ≤ 𝑘 < 1 

atëherë sipas kriterit të Weirstrass-it, konvergjon uniformisht seria  

1 +∑
(2𝑛 − 1)‼

(2𝑛)‼
𝑘2𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑥)2𝑛

∞

𝑛=1

 

prandaj edhe mund të integrohet term për term, pra 

∫
𝑑𝑥

√1 − 𝑘2(𝑠𝑖𝑛𝑥)2
= ∫(1 +∑

(2𝑛 − 1)‼

(2𝑛)‼
𝑘2𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑥)2𝑛

∞

𝑛=1

)𝑑𝑥 =

1

0

𝜋
2

0

 

=
𝜋

2
+∑

(2𝑛 − 1)‼

(2𝑛)‼
𝑘2𝑛∫(𝑠𝑖𝑛𝑥)2𝑛𝑑𝑥 =

𝜋

2
+∑

(2𝑛 − 1)‼

(2𝑛)‼
𝑘2𝑛 (

(2𝑛 − 1)‼

(2𝑛)‼
∙
𝜋

2
) =

∞

𝑛=1

𝜋
2

0

∞

𝑛=1

 

= |
|

𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎 𝑒 𝑊𝑎𝑙𝑙𝑖𝑠 − 𝑖𝑡

∫(𝑠𝑖𝑛𝑥)2𝑛𝑑𝑥 =
(2𝑛 − 1)‼

(2𝑛)‼
∙
𝜋

2

𝜋
2

0

|
| =

𝜋

2
+∑(

(2𝑛 − 1)‼

(2𝑛)‼
)

2

𝑘2𝑛
𝜋

2
= 

∞

𝑛=1

 

=
𝜋

2
(1 +∑(

(2𝑛 − 1)‼

(2𝑛)‼
)

2

𝑘2𝑛
∞

𝑛=1

) , (0 ≤ 𝑘 < 1) 

Pohim3.3 

∫
(𝑒2𝑐𝑜𝑠𝑥 − 1)2(𝑒2𝑐𝑜𝑠𝑥 + 1)2(𝑐𝑜𝑠(2𝑠𝑖𝑛𝑥))

2
𝑑𝑥

𝑒4𝑐𝑜𝑠𝑥
= 16𝜋∑

24𝑘

((2𝑘 + 1)!)
2

∞

𝑘=0

2𝜋

0
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Vërtetim Nisemi nga 

∫
(𝑒2𝑐𝑜𝑠𝑥 − 1)2(𝑒2𝑐𝑜𝑠𝑥 + 1)2(𝑐𝑜𝑠(2𝑠𝑖𝑛𝑥))

2
𝑑𝑥

𝑒4𝑐𝑜𝑠𝑥
= ∫

(𝑒4𝑐𝑜𝑠𝑥 − 1)2(cos(2𝑠𝑖𝑛𝑥))2

𝑒4𝑐𝑜𝑠𝑥

2𝜋

0

2𝜋

0

𝑑𝑥 

= 4∫ (
𝑒2𝑐𝑜𝑥 − 𝑒−2𝑐𝑜𝑠𝑥

2
)

2

(𝑐𝑜𝑠(2𝑠𝑖𝑛𝑥))
2
𝑑𝑥 = 4∫ (𝑠𝑖𝑛ℎ(2𝑐𝑜𝑠𝑥))

2
(cos(2𝑠𝑖𝑛𝑥))2𝑑𝑥

2𝜋

0

2𝜋

0

 

=⏞
(14)

4𝜋∑
24𝑘+2

((2𝑘 + 1)!)
2 = 16𝜋∑

24𝑘

((2𝑘 + 1)!)
2

2𝜋

𝑘=0

∞

𝑘=0

 

Pohim3.4 

∫ (1 + 𝑐𝑜𝑠ℎ(2𝑐𝑜𝑠𝑥) − (𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑐𝑜𝑠𝑥))
2
) (1 − 𝑐𝑜𝑠(2𝑠𝑖𝑛𝑥))𝑑𝑥 = 2𝜋∑

1

((2𝑘 + 1)!)
2

∞

𝑘=0

2𝜋

0

 

Vërtetim Le të fillojmë me  

∫ (1 + 𝑐𝑜𝑠ℎ(2𝑐𝑜𝑠𝑥) − (𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑐𝑜𝑠𝑥))
2
) (1 − 𝑐𝑜𝑠(2𝑠𝑖𝑛𝑥))𝑑𝑥 =

2𝜋

0

 

= |
𝑠ℎ𝑓𝑟𝑦𝑡ë𝑧𝑜𝑗𝑚ë

𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑥 = (𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥)2 + (𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥)2
| = 

= ∫ (−(𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑐𝑜𝑠𝑥))
2
+ 𝑐𝑜𝑠ℎ(2𝑐𝑜𝑠𝑥)) 2(𝑠𝑖𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑥))

2
𝑑𝑥 =

2𝜋

0

 

= 2∫ (𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑐𝑜𝑠𝑥))
2
(𝑠𝑖𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑥))

2
𝑑𝑥

2𝜋

0

=⏞
(15),𝑟=1

2𝜋∑
1

((2𝑘 + 1)!)
2

∞

𝑘=0

 

Pohim3.5  

∫ (𝑠𝑖𝑛ℎ (
𝑐𝑜𝑠 (

𝜋
4 + 𝑥) + 𝑐𝑜𝑠 (

𝜋
4 − 𝑥)

2
))

2

(𝑠𝑖𝑛 (
𝑐𝑜𝑠 (

𝜋
4 − 𝑥) − 𝑐𝑜𝑠 (

𝜋
4 + 𝑥)

2
))

2

𝑑𝑥

2𝜋

0

 

= 𝜋∑
1

22𝑘((2𝑘)!)
2

∞

𝑘=1

 

Vërtetim Nisemi nga 
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∫ (𝑠𝑖𝑛ℎ (
𝑐𝑜𝑠 (

𝜋
4 + 𝑥) + 𝑐𝑜𝑠 (

𝜋
4 − 𝑥)

2
))

2

(𝑠𝑖𝑛 (
𝑐𝑜𝑠 (

𝜋
4 − 𝑥) − 𝑐𝑜𝑠 (

𝜋
4 + 𝑥)

2
))

2

𝑑𝑥

2𝜋

0

 

= ∫ (𝑠𝑖𝑛ℎ (
√2

2
𝑐𝑜𝑠𝑥))

2

(𝑠𝑖𝑛 (
√2

2
𝑠𝑖𝑛𝑥))

2

𝑑𝑥 =⏞
(22)

𝜋∑

(
1

√2
)
4𝑘

((2𝑘)!)
2

∞

𝑘=1

2𝜋

0

= 

= 𝜋∑
1

22𝑘((2𝑘)!)
2

∞

𝑘=1

 

Pohim3.6  

∫ (4(𝑠𝑖𝑛ℎ (1 − 2(𝑠𝑖𝑛 (
𝑥

2
))

2

)

2

(𝑐𝑜𝑠ℎ (1 − 2(𝑠𝑖𝑛 (
𝑥

2
))

2

)

2

)) + 𝑐𝑜𝑠ℎ(2𝑠𝑖𝑛𝑥) − 2(𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑠𝑖𝑛𝑥))
2

2𝜋

0

− 2(𝑠𝑖𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑥))
2
)𝑑𝑥 = 2𝜋 + 2𝜋∑

24𝑘

((2𝑘)!)
2

∞

𝑘=1

 

Vërtetim Nisemi nga 

∫ (4(𝑠𝑖𝑛ℎ (1 − 2(𝑠𝑖𝑛 (
𝑥

2
))

2

)

2

(𝑐𝑜𝑠ℎ (1 − 2(𝑠𝑖𝑛 (
𝑥

2
))

2

)

2

)) + 𝑐𝑜𝑠ℎ(2𝑠𝑖𝑛𝑥) − 2(𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑠𝑖𝑛𝑥))
2

2𝜋

0

− 2(𝑠𝑖𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑥))
2
)𝑑𝑥 = 

= ∫ (4(𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑐𝑜𝑠𝑥))
2
(𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑐𝑜𝑠𝑥))

2
+ (𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑠𝑖𝑛𝑥))

2
− (𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑠𝑖𝑛𝑥))

2

2𝜋

0

− 2(𝑠𝑖𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑥))
2
)𝑑𝑥 = ∫ ((𝑠𝑖𝑛ℎ(2𝑐𝑜𝑠𝑥))

2
+ (𝑐𝑜𝑠(2𝑠𝑖𝑛𝑥))

2
) 𝑑𝑥 =⏞

(23)
2𝜋

0

 

=⏞
(23)

2𝜋 + 2𝜋∑
24𝑘

((2𝑘)!)
2

∞

𝑘=1
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3.2 Paraqitja e konstantës së Archimede-it (𝝅) përmes integraleve 

 

 

Pohim3.7([17]) 

∫𝑙𝑛(𝑥)𝑙𝑛(1 − 𝑥)𝑑𝑥 = 2 −
𝜋2

6

1

0

 

Vërtetim Shfrytëzojmë faktin që       

𝑙𝑛(1 + 𝑥) = ∑(−1)𝑛+1
𝑥𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

, |𝑥| < 1 ⇒ 

𝑙𝑛(1 − 𝑥) = 𝑙𝑛(1 + (−𝑥)) = ∑(−1)𝑛+1
(−𝑥)𝑛

𝑛
= −∑

𝑥𝑛

𝑛
 ⇒

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

 

∫ 𝑙𝑛𝑥𝑙𝑛(1 − 𝑥)𝑑𝑥 = −∫ 𝑙𝑛𝑥∑
𝑥𝑛

𝑛
𝑑𝑥 = −∑

1

𝑛
∫𝑥𝑛𝑙𝑛(𝑥)𝑑𝑥 … (∗)

1

0

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

1

0

1

0

 

Shënojmë me  

𝐼𝑛 = ∫𝑥
𝑛𝑙𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = |

𝑢 = 𝑙𝑛𝑥

𝑑𝑢 =
𝑑𝑥

𝑥

1

0

  
𝑑𝑣 = 𝑥𝑛𝑑𝑥

𝑣 =
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1

| = 𝑥𝑛+1𝑙𝑛(𝑥) |
1
0
− ∫

𝑥𝑛+1

𝑛 + 1

𝑑𝑥

𝑥

1

0

= 

= − lim
𝐴→0

1
𝐴

−(𝑛 + 1)𝐴−𝑛−2
−

1

𝑛 + 1

𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
|
1
0
= −

1

(𝑛 + 1)2
 

Duke e zëvendësuar këtë te (*) marrim: 

∫𝑙𝑛(𝑥)

1

0

𝑙𝑛(1 − 𝑥)𝑑𝑥 = −∑
1

𝑛
(−

1

(𝑛 + 1)2
) = ∑

1

𝑛(𝑛 + 1)2
= 𝑆

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

 

1

𝑛(𝑛 + 1)2
=
𝐴

𝑛
+

𝐵

𝑛 + 1
+

𝐶

(𝑛 + 1)2
 ⇒ 𝐴 = 1, 𝐵 = −1, 𝐶 = −1 

pra, 
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1

𝑛(𝑛 + 1)2
=
1

𝑛
−

1

𝑛 + 1
−

1

(𝑛 + 1)2
 

∑
1

𝑛(𝑛 + 1)2
=∑(

1

𝑛
−

1

𝑛 + 1
) −∑

1

(𝑛 + 1)2
= 𝑆1 − 𝑆2

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

 

𝑆1 = lim
𝑛→∞

∑(
1

𝑘
−

1

𝑘 + 1
) = lim

𝑛→∞
(1 −

1

2
+
1

2
−
1

3
+⋯+

1

𝑛
−

1

𝑛 + 1
) = 1

𝑛

𝑘=1

 

𝑆2 =∑
1

(𝑛 + 1)2
= ∑

1

𝑛2
=
𝜋2

6
− 1

∞

𝑛=2 

∞

𝑛=1

 

atëherë, 

𝑆 = 𝑆1 − 𝑆2 = 1 − (
𝜋2

6
− 1) = 2 −

𝜋2

6
 

Pohim3.8 ([28]) 

∫
𝑙𝑛(1 + 𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 =

𝜋2

12

1

0

 

Vërtetim Shfrytëzojmë serinë  

𝑙𝑛(1 + 𝑥) = ∑(−1)𝑛+1
𝑥𝑛

𝑛
, |𝑥|

∞

𝑛=1

< 1 

Atëherë 

𝑙𝑛(1 + 𝑥)

𝑥
= ∑(−1)𝑛+1

𝑥𝑛−1

𝑛

∞

𝑛=1

⇒ 

∫
𝑙𝑛(1 + 𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 = ∫∑(−1)𝑛+1

𝑥𝑛−1

𝑛

∞

𝑛=1

𝑑𝑥 = ∑
(−1)𝑛+1

𝑛
∫𝑥𝑛−1𝑑𝑥 =

1

0

∞

𝑛=1

1

0

1

0

 

=∑
(−1)𝑛+1

𝑛2
= 𝑆

∞

𝑛=1

 

𝜋2

6
= ∑

1

𝑛2
=∑

1

(2𝑘)2
+∑

1

(2𝑘 − 1)2
=
1

4
∑

1

𝑘2
+∑

1

(2𝑘 − 1)2

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

∞

𝑛=1

⇒ 
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∑
1

(2𝑘 − 2)2
=
𝜋2

6
−
𝜋2

24
=
𝜋2

8
⇒

∞

𝑘=1

 

∑
1

(2𝑘)2
=
𝜋2

6
−
𝜋2

8
=
𝜋2

24

∞

𝑘=1

⇒ 

𝑆 = ∑
(−1)𝑛+1

𝑛2
= ∑

1

(2𝑛 − 1)2
−∑

1

(2𝑛)2
=
𝜋2

8
−
𝜋2

24
=
𝜋2

12

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

 

Pohim3.9  

∫
(𝑡𝑎𝑛𝑥 (

𝑥
2)
)
2

𝑑𝑥

(36 (𝑠𝑒𝑐 (
𝑥
2)
)
2

+ 2√203 (𝑠𝑒𝑐 (
𝑥
2)
)
2

𝑐𝑜𝑠𝑥)

2

2𝜋

0

=
7𝜋

17864
 

Vërtetim Fillojmë me  

∫
(𝑡𝑎𝑛𝑥 (

𝑥
2)
)
2

𝑑𝑥

(36 (𝑠𝑒𝑐 (
𝑥
2)
)
2

+ 2√203 (𝑠𝑒𝑐 (
𝑥
2)
)
2

𝑐𝑜𝑠𝑥)

2

2𝜋

0

= ∫
(𝑡𝑎𝑛𝑥 (

𝑥
2)
)
2

𝑑𝑥

(𝑠𝑒𝑐 (
𝑥
2)
)
4

(36 + 2√203𝑐𝑜𝑠𝑥)
2

2𝜋

0

 

= ∫

(𝑡𝑎𝑛𝑥 (
𝑥
2)
)
2

(1 + (𝑡𝑎𝑛 (
𝑥
2)
)
2

)

2

(36 + 2√203𝑐𝑜𝑠𝑥)
2

2𝜋

0

𝑑𝑥 = ∫
(𝑠𝑖𝑛𝑥)2𝑑𝑥

4(36 + 2√29√7𝑐𝑜𝑠𝑥)
2 =

2𝜋

0

 

= ∫
(𝑠𝑖𝑛𝑥)2𝑑𝑥

4 ∙ 49 (1 +
29
7 + 2

√29
7 𝑐𝑜𝑠𝑥)

2

2𝜋

0

= ∫

(√
29
7 )

2

(𝑠𝑖𝑛𝑥)2𝑑𝑥

4 ∙ 7 ∙ 29(1 + 2√
29
7 𝑐𝑜𝑠𝑥 + (

√29
7 )

2

)

2

2𝜋

0

=⏞
(9)

 

=⏞
(9) 1

4 ∙ 203

𝜋

(√
29
7 )

2

− 1

=
7𝜋

17864
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Pohim3.10([35]) 

∫
𝑑𝜃

1 + 3(𝑐𝑜𝑠𝜃)2
= 𝜋

2𝜋

0

 

Vërtetim Le të jetë 

𝑧 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃 
 
⇒   𝑑𝑧 = (−𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑑𝜃, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 ,

1

𝑧
= 𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃 

atëherë 

𝑧 +
1

𝑧
= 2𝑐𝑜𝑠𝜃 

 
⇒ 𝑐𝑜𝑠𝜃 =

1

2
(𝑧 +

1

𝑧
) 

kurse 

𝑑𝜃 =
𝑑𝑧

(−𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃)
=

𝑖𝑑𝑧

(−𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃)
=

𝑖𝑑𝑧

−(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃)
=
𝑑𝑧

𝑖𝑧
 

Figurativisht intervali (konturi) i integrimit paraqitet kështu 

 

 

Fig. 3.  1 Konturi C i integrimit 
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Atëherë duke marrë 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃 

𝐼 = ∫
𝑑𝑧
𝑖𝑧

1 + 3 ∙ (1
2
(𝑧+1

𝑧
))
2

 

|𝑧|=1

= ∫
𝑑𝑧
𝑖𝑧

1 + 3 ∙
𝑧2+2+ 1

𝑧2

4

 

|𝑧|=1

= ∫
4 ∙ 𝑑𝑧

𝑖𝑧

4 + 3 ∙ (𝑧2 + 2 + 1
𝑧2
)

 

|𝑧|=1

= 

 

= ∫
4 ∙ 𝑑𝑧

𝑖𝑧

4 + 3𝑧2 + 6 + 3
𝑧2

 

|𝑧|=1

= ∫
4 ∙ 𝑑𝑧

𝑖𝑧

10 + 3𝑧2 + 3
𝑧2

 

|𝑧|=1

= ∫
4 ∙ 𝑑𝑧

𝑖𝑧
3𝑧4+10𝑧2+3

𝑧2

 

|𝑧|=1

= ∫
4𝑧2

3𝑧4 + 10𝑧2 + 3
∙
𝑑𝑧

𝑖𝑧

 

|𝑧|=1

= 

= ∫
4𝑖𝑧𝑑𝑧

3𝑧4 + 10𝑧2 + 3

 

|𝑧|=1

 

Singularitetet e funksionit nënintegral gjenden kur 

3(𝑧2)2 + 10𝑧2 + 3 = 0 
 
⇒ 𝑧2 = (10 ± √100 − 36) ∙

1

6
=
(−5 ± 4)

3
 

Singularitetet që gjenden në brendi të |𝑧| = 1janë polet e rendit të parë 𝑧1 =
𝑖

√3
, 𝑧2 = −

𝑖

√3
 

atëherë rezidiumet në këto pika janë 

Res
𝑘=1,2

(𝑓, 𝑧𝑘) = lim
𝑧→𝑧𝑘

−4𝑖𝑧(𝑧 − 𝑧𝑘)

3𝑧4 + 10𝑧2 + 3
= lim
𝑧→𝑧𝑘

−4𝑖(𝑧2 − 𝑧 ∙ 𝑧𝑘)

3𝑧4 + 10𝑧2 + 3
= lim
𝑧→𝑧𝑘

−4𝑖(2𝑧 − 𝑧𝑘)

12𝑧3 + 20𝑧
= 

=
−𝑖

3𝑧𝑘
2 + 5

=
−𝑖

3 (± 𝑖

√3
)
2

+ 5
=

−𝑖

3 ∙ (−1
3
) + 5

= −
𝑖

4
 

atëherë  

∫
𝑑𝜃

1 + 3𝑐𝑜𝑠2𝜃

2𝜋

0

= 2𝜋𝑖 (−
𝑖

4
+
−𝑖

4
) = 𝜋 

Pohim3.11 ([35]) 

∫
𝑥4

𝑥6 + 1
𝑑𝑥 =

𝜋

3

∞

0

 

Vërtetim Marrim funksionin 



77 

 

𝑓(𝑧) =
𝑧4

𝑧6 + 1
 

Të cilit ia gjejmë singularitetet nga barazimi 𝑧6 + 1 = 0 të cilët janë: 

𝑧𝑘 = 𝑒
𝑖(
𝜋
6
+
2𝑘𝜋
6
) , 𝑘 = 0,5̅̅ ̅̅  

Në gjysmëplanin e sipërm shtrihen 𝑧0, 𝑧1, 𝑧2. Konturi është i njëjtë si në Fig 5.1 

max
𝑥∈𝐶

|𝑓(𝑧)| = max |
𝑧4

𝑧6 + 1
| ≤

𝑅4

𝑅6 + 1
= 𝑀(𝑅)

𝑥∈𝐶

 

Meqë  

lim
𝑅
 
→∞
𝑅𝑀(𝑅) = 0 

Atëherë 

lim
𝑅
 
→∞
∫

𝑧4

𝑧6 + 1
𝑑𝑧 = 0

 

Γ

 

prandaj 

∫
𝑥4

𝑥6 + 1

∞

−∞

𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑧𝑘) =

𝐼𝑚𝑧𝑘

2𝜋𝑖 (Res
𝑧=𝑧0

𝑧4

𝑧6 + 1
+ Res
𝑧=𝑧1

𝑧4

𝑧6 + 1
+ Res
𝑧=𝑧2

𝑧4

𝑧6 + 1
) = 

= 2𝜋𝑖 (
𝑧0
4

6𝑧0
5 +

𝑧1
4

6𝑧1
5 +

𝑧2
4

6𝑧2
5) =

𝜋𝑖

3
(
1

𝑧0
+
1

𝑧1
+
1

𝑧2
) =

𝜋𝑖

3
(𝑒−

𝑖𝜋
6 + 𝑒−

𝑖𝜋
2 + 𝑒−

𝑖5𝜋
6 ) = 

=
𝜋𝑖

3
(−2𝑖𝑠𝑖𝑛

𝜋

6
− 𝑖) =

𝜋𝑖

3
(−2𝑖) =

2𝜋

3  
⇒  2∫

𝑥4

𝑥6 + 1

∞

0

𝑑𝑥 =
2𝜋

3
 

 
⇒∫

𝑥4

𝑥6 + 1

∞

0

𝑑𝑥 =
𝜋

3
 

Pohim3.12([6]) 

∫
𝑥−𝑎

𝑥 + 1
𝑑𝑥

∞

0

=
𝜋

𝑠𝑖𝑛𝑎𝜋
  (0 < 𝑎 < 1) 

Vërtetim Le të shënojmë me 𝐶𝜌 dhe 𝐶𝑅 shënojmë vijat rrethore |𝑧| = 𝜌 dhe |𝑧| = 𝑅 

respektivisht, ku < 1 < 𝑅 , si në Fig 5.2 
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Fig. 3.  2 Konturi i integrimit për integralin e dhënë 

Le të marrim funksionin 𝑓(𝑧) =
𝑧−𝑎

𝑧+1
 të cilin do ta integrojmë sipas konturit të paraqitur në 

figurën. Funksioni 𝑓(𝑧) e shkruajmë në trajtën  

𝑓(𝑧) =
𝑒𝑙𝑛𝑧

−𝑎

𝑧 + 1
=
𝑒−𝑎𝑙𝑛𝑧

𝑧 + 1
= ⌊𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃⌋ =

𝑒−𝑎𝑙𝑛(𝑟𝑒
𝑖𝜃)

𝑟𝑒𝑖𝜃 + 1
=
𝑒−𝑎(𝑙𝑛𝑟+𝑖𝜃)

𝑟𝑒𝑖𝜃 + 1
 

Për të përshkruar rrugën prej 𝜌 (pikënisja) deri te 𝑅, 𝜃 = 0, atëherë  

𝑓(𝑧) =
𝑒−𝑎𝑙𝑛𝑟

𝑟 + 1
=
𝑟−𝑎

𝑟 + 1
 

ndërsa prej te 𝑅 deri te 𝜌, në këtë rast 𝜃 = 2𝜋, pra 

𝑓(𝑧) =
𝑒−𝑎(𝑙𝑛𝑟+2𝜋𝑖)

𝑟𝑒2𝜋𝑖 + 1
=
𝑒−𝑎𝑙𝑛𝑟𝑒−2𝑎𝜋𝑖

𝑟 + 1
=
𝑟−𝑎

𝑟 + 1
𝑒−2𝑎𝜋𝑖 

atëherë sipas teoremës mbi rezidiumet: 

∫
𝑟−𝑎

𝑟 + 1
𝑑𝑟

𝑅

𝜌

+ ∫𝑓(𝑧)𝑑𝑧

 

𝐶𝑅

+ ∫
𝑟−𝑎

𝑟 + 1

𝜌

𝑅

𝑒−2𝑎𝜋𝑖𝑑𝑟 + ∫𝑓(𝑧) =

 

𝐶𝜌

2𝜋𝑖 Res
𝑧=−1

(𝑓(𝑧))
 
⇔ 

∫
𝑟−𝑎

𝑟 + 1
𝑑𝑟

𝑅

𝜌

−∫
𝑟−𝑎

𝑟 + 1

𝑅

𝜌

𝑒−2𝑎𝜋𝑖𝑑𝑟 + ∫𝑓(𝑧)𝑑𝑧 + ∫𝑓(𝑧) =

 

𝐶𝜌

 

𝐶𝑅

2𝜋𝑖 Res
𝑧=−1

(𝑓(𝑧)) 

(1 − 𝑒−2𝑎𝜋𝑖)∫
𝑟−𝑎

𝑟 + 1
𝑑𝑟

𝑅

𝜌

+ ∫𝑓(𝑧)𝑑𝑧

 

𝐶𝜌

+ ∫𝑓(𝑧)𝑑𝑧

 

𝐶𝑅

= 2𝜋𝑖 Res
𝑧=−1

(𝑓(𝑧)) 



79 

 

Res
𝑧=−1

(𝑓(𝑧)) = lim
𝑧
 
→−1

(𝑧 + 1)
𝑧−𝑎

𝑧 + 1
= lim
𝑧
 
→−1

𝑒−𝑎𝑙𝑛𝑧 = lim
𝑧
 
→−1

𝑒−𝑎(𝑙𝑛𝑟+𝑖𝜃) = 𝑒−𝑎(𝑙𝑛1+𝑖𝜋)

= 𝑒−𝑖𝑎𝜋 ≠ 0 

Pra 𝑧 = −1është pol i thjeshtë.  

Prandaj, 

(1 − 𝑒−2𝑎𝜋𝑖)∫
𝑟−𝑎

𝑟 + 1
𝑑𝑟

𝑅

𝜌

= 2𝜋𝑖𝑒−𝑖𝑎𝜋 − ∫𝑓(𝑧)𝑑𝑧

 

𝐶𝜌

− ∫𝑓(𝑧)𝑑𝑧

 

𝐶𝑅

 

Tani,  

| ∫𝑓(𝑧)𝑑𝑧

 

𝐶𝜌

| ≤ ∫|𝑓(𝑧)||𝑑𝑧|

 

𝐶𝜌

= ∫|
𝑧−𝑎

𝑧 + 1
| |𝑑𝑧|

 

𝐶𝜌

≤
𝜌−𝑎

|1| − |𝑧|
2𝜌𝜋 =

𝜌−𝑎

1 − 𝜌
2𝜌𝜋 = 

=
2𝜌𝜋

𝜌𝑎(1 − 𝜌)
= 2𝜋

𝜌1−𝑎

1 − 𝜌
= 𝑀(𝜌) 

lim
𝜌
 
→0
𝑀(𝜌) = 0 

| ∫𝑓(𝑧)𝑑𝑧

 

𝐶𝑅

| ≤ ∫|𝑓(𝑧)||𝑑𝑧|

 

𝐶𝑅

= ∫|
𝑧−𝑎

𝑧 + 1
| |𝑑𝑧|

 

𝐶𝜌

≤
𝑅−𝑎

𝑅 − 1
2𝑅𝜋 = 𝑀(𝑅) 

lim
𝑅
 
→∞
𝑀(𝑅) = 0 

atëherë 

lim
𝜌
 
→0
∫𝑓(𝑧)𝑑𝑧

 

𝐶𝜌

=0 𝑑ℎ𝑒 lim
𝑅
 
→∞

∫𝑓(𝑧)𝑑𝑧

 

𝐶𝑅

=0 

prandaj 

(1 − 𝑒−𝑖2𝑎𝜋)∫
𝑟−𝑎

𝑟 + 1
𝑑𝑟

∞

0

= 2𝜋𝑖𝑒−𝑖𝑎𝜋 

ose 

∫
𝑟−𝑎

𝑟 + 1
𝑑𝑟

∞

0

= 2𝜋𝑖
𝑒−𝑖𝑎𝜋

1 − 𝑒−𝑖2𝑎𝜋
∙
𝑒𝑖𝑎𝜋

𝑒𝑖𝑎𝜋
=

𝜋2𝑖

𝑒𝑖𝑎𝜋 − 𝑒−𝑖𝑎𝜋
= 𝜋 ∙

1

𝑠𝑖𝑛𝑎𝜋
 , (0 < 𝑎 < 1) 
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Përfundimisht, edhe 

∫
𝑥−𝑎

𝑥 + 1
𝑑𝑥 =

∞

0

𝜋

𝑠𝑖𝑛𝑎𝜋
, (0 < 𝑎 < 1) 

Pohim3.13([14], [17]) 

𝑖)∫
𝑑𝑥

√1 − 𝑥𝑛
𝑛 =

𝜋

𝑛𝑠𝑖𝑛 (
𝜋
𝑛)
, (𝑛 > 1)

1

0

 

𝑖𝑖)∫
𝑥𝑚−1

1 + 𝑥𝑛
𝑑𝑥 =

𝜋

𝑛𝑠𝑖𝑛 (
𝜋𝑚
𝑛 )

∞

0

 

𝑖𝑖𝑖)∫(𝑡𝑎𝑛𝑥)𝑛𝑑𝑥 =
𝜋

2𝑐𝑜𝑠
𝑛𝜋
2

𝜋
2

0

 

Vërtetim  𝑖) 

∫
𝑑𝑥

√1 − 𝑥𝑛
𝑛 = |

𝑥 = 𝑡
1
𝑛

𝑑𝑥 =
1

𝑛
𝑡
1
𝑛
−1𝑑𝑡

| =
1

𝑛
∫ 𝑡

1
𝑛
−1(1 − 𝑡)−

1
𝑛𝑑𝑡 =

1

𝑛
𝐵 (
1

𝑛
, 1 −

1

𝑛
) =

1

0

1

0

 

=
1

𝑛
Γ (
1

𝑛
) Γ (1 −

1

𝑛
) =

1

𝑛

𝜋

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋
𝑛)

 

   

𝑖𝑖)∫
𝑥𝑚−1

1 + 𝑥𝑛
𝑑𝑥 = |

𝑥 = 𝑡
1
𝑛

𝑑𝑥 =
1

𝑛
𝑡
1
𝑛
−1𝑑𝑡

| = ∫
𝑡
𝑚−1
𝑛

1 + 𝑡

1

𝑛
 𝑡
1
𝑛
−1𝑑𝑡 =

1

𝑛
∫
𝑡
𝑚
𝑛
−1

1 + 𝑡
𝑑𝑡 =

∞

0

∞

0

∞

0

 

=
|

|
𝑧 =

1

1 + 𝑡

𝑡 =
1

𝑧
− 1

𝑑𝑡 = −
𝑑𝑧

𝑧2

|

|
=
1

𝑛
∫𝑧−

𝑚
𝑛 (1 − 𝑧)

𝑚
𝑛
−1𝑑𝑧

1

𝑛
∫𝑧1−

𝑚
𝑛
−1(1 − 𝑧)

𝑚
𝑛
−1𝑑𝑧 =

1

0

1

0

 

=
1

𝑛
𝐵 (
𝑚

𝑛
, 1 −

𝑚

𝑛
) =

1

𝑛
Γ (
𝑚

𝑛
)Γ (1 −

𝑚

𝑛
) =

1

𝑛

𝜋

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋𝑚
𝑛 )
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𝑖𝑖𝑖)∫(𝑡𝑎𝑛𝑥)𝑛𝑑𝑥 = |𝑡𝑎𝑛𝑥 = √𝑡|

𝜋
2

0

=
1

2
∫
𝑡
𝑛−1
2

1 + 𝑡
𝑑𝑡 =

|

|
𝑧 =

1

1 + 𝑡

𝑡 =
1 − 𝑧

𝑧

𝑑𝑡 = −
𝑑𝑧

𝑧2

|

|
=

∞

0

 

=
1

2
∫𝑧

𝑛+1
2
−1(1 − 𝑧)1+

𝑛−1
2
−1𝑑𝑧

1

0

=
1

2
∫𝑧−

𝑛+1
2
−1(1 − 𝑧)

𝑛+1
2
−1𝑑𝑧 =

1

0

 

=
1

2
𝐵 (1 −

𝑛 + 1

2
,
𝑛 + 1

2
) =

1

2
Γ (
𝑛 + 1

2
) Γ (1 −

𝑛 + 1

2
) =

1

2

𝜋

𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑛
2

 

Pohim3.14 

([14], [17])…  𝑖)∫
𝑥𝑝−1𝑙𝑛𝑥

1 + 𝑥
𝑑𝑥 = −

𝜋𝑐𝑜𝑠𝑝𝜋

(𝑠𝑖𝑛𝑝𝜋)2
, (0 < 𝑝 < 1)

∞

0

 

  

([21])…  𝑖𝑖)∫ 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 = ∫ 𝑙𝑛𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 = −
𝜋

2
𝑙𝑛2

𝜋
2

0

𝜋
2

0

 

([14], [17])…  𝑖𝑖𝑖) ∫ 𝑙𝑛Γ(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑙𝑛√2𝜋

1

0

 

Vërtetim 

𝑖)∫
𝑥𝑝−1𝑙𝑛𝑥

1 + 𝑥
𝑑𝑥 =

|

|
𝑡 =

1

1 + 𝑥

𝑥 =
1 − 𝑡

𝑡

𝑑𝑥 = −
𝑑𝑡

𝑡2

|

|
= −∫

(
1 − 𝑡
𝑡 )

𝑝−1

𝑙𝑛 (
1 − 𝑡
𝑡 ) 𝑡𝑑𝑡

𝑡2

0

1

=

∞

0

 

= ∫

𝑑
𝑑𝑝
((
1 − 𝑡
𝑡 )

𝑝−1

)

𝑡
𝑑𝑡 = ∫

𝑑

𝑑𝑝
(
(
1 − 𝑡
𝑡 )

𝑝−1

𝑡𝑝
)𝑑𝑡 =

1

0

1

0

 

=
𝑑

𝑑𝑝
(∫ 𝑡−𝑝(1 − 𝑡)𝑝−1𝑑𝑡

1

0

) =
𝑑

𝑑𝑝
(𝐵(1 − 𝑝, 𝑝)) =

𝑑

𝑑𝑝
(Γ(𝑝)Γ(1 − 𝑝)) = 

=
𝑑

𝑑𝑝
(
𝜋

𝑠𝑖𝑛𝑝𝜋
) = −

𝜋𝑐𝑜𝑠𝑝𝜋

(𝑠𝑖𝑛𝑝𝜋)2
, (0 < 𝑝 < 1) 
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𝑖𝑖) Le të jetë 

𝐼 = ∫ 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 = |

𝑣𝑙𝑒𝑛 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫𝑓(𝑎 − 𝑥)𝑑𝑥

𝑎

0

𝑎

0

| = ∫ 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

2
− 𝑥) 𝑑𝑥 =

𝜋
2

0

𝜋
2

0

 

= ∫ 𝑙𝑛𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

pra, 

𝐼 + 𝐼 = ∫ 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 +∫ 𝑙𝑛𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥

𝜋
2

0

= ∫ 𝑙𝑛((𝑠𝑖𝑛𝑥)(𝑐𝑜𝑠𝑥))𝑑𝑥 = ∫ 𝑙𝑛 (
1

2
𝑠𝑖𝑛2𝑥) 𝑑𝑥

𝜋
2

0

𝜋
2

0

𝜋
2

0

 

2𝐼 = ∫ 𝑙𝑛
1

2
𝑑𝑥 + ∫ 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑑𝑥 = −

𝜋

2
𝑙𝑛2 + ∫ 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑑𝑥,… (1)

𝜋
2

0

𝜋
2

0

𝜋
2

0

 

∫ 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑑𝑥 = |
2𝑥 = 𝑧

𝑑𝑥 =
𝑑𝑧

2

| = ∫ 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛𝑧
𝑑𝑧

2
=
|

|

𝑁ë𝑠𝑒 𝑓(2𝑎 − 𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑎𝑡ëℎ𝑒𝑟ë

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 2∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

𝑎

0

2𝑎

0

𝑠𝑖𝑛 (2 ∙
𝜋

2
− 𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥

|

|
=

𝜋

0

𝜋
2

0

 

=
1

2
∙ 2∫ 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛𝑧𝑑𝑧 = ∫ 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛𝑧𝑑𝑧 = ∫ 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 = 𝐼

𝜋
2

0

𝜋
2

0

𝜋
2

0

 

duke e zëvendësuar këtë në (1) kemi: 

2𝐼 = −
𝜋

2
𝑙𝑛2 + 𝐼 ⇒ 𝐼 = −

𝜋

2
𝑙𝑛2 

𝑖𝑖𝑖)     

𝐼 = ∫ 𝑙𝑛Γ(𝑥)𝑑𝑥 = |
𝑥 = 1 − 𝑡
𝑑𝑥 = −𝑑𝑡

| = ∫ 𝑙𝑛Γ(1 − 𝑡)𝑑𝑡

1

0

1

0

 

atëherë, 
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𝐼 + 𝐼 = ∫ 𝑙𝑛Γ(𝑥)𝑑𝑥

1

0

+∫𝑙𝑛Γ(1 − 𝑥)𝑑𝑥

1

0

 

2𝐼 = ∫ 𝑙𝑛(Γ(𝑥)Γ(1 − 𝑥))𝑑𝑥 = ∫ 𝑙𝑛 (
𝜋

𝑠𝑖𝑛𝜋𝑥
)𝑑𝑥 =

1

0

1

0

 

= ∫𝑙𝑛𝜋𝑑𝑥 − ∫ 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛𝜋𝑥𝑑𝑥

1

0

1

0

= 𝑙𝑛𝜋 − ∫ 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛𝜋𝑥𝑑𝑥

1

0

= |

𝜋𝑥 = 𝑧

𝑑𝑥 =
𝑑𝑧

𝜋
| = 

𝑙𝑛𝜋 −
1

𝜋
∫ 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛𝑧𝑑𝑧 = 𝑙𝑛𝜋 −

1

𝜋
∙ 2∫ 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑑𝑥 =⏞

(𝑖𝑖)

𝜋
2

0

𝑙𝑛𝜋 −
2

𝜋

𝜋

0

∫ 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 =⏞
(𝑖𝑖)

𝜋
2

0

 

= 𝑙𝑛𝜋 −
2

𝜋
(−
𝜋

2
𝑙𝑛2) = 𝑙𝑛𝜋 + 𝑙𝑛2 ⇒ 

𝐼 =
1

2
𝑙𝑛2𝜋 ⇒ 𝐼 = 𝑙𝑛√2𝜋 

3.3 Lidhja e konstantës së Archimede-it (𝝅) dhe konstantës së 

Euler-it (𝒆), përmes integraleve 

Pohim3.15 ([36]) 

𝑖) ∫
cos 𝑥

𝑥2 − 2𝑥 + 2

∞

−∞

=
𝜋

𝑒
𝑐𝑜𝑠1 

𝑖𝑖) ∫
sin 𝑥

𝑥2 − 2𝑥 + 2

∞

−∞

=
𝜋

𝑒
𝑠𝑖𝑛1 

Vërtetim Le të marrim integralin e funksionit 

∫
𝑒𝑖𝑧𝑑𝑧

𝑧2 − 2𝑧 + 2

 

𝐶

 

C është: 
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Fig. 3.  3 Konturi i integrimit për integralin e dhënë 

Singularitet e  

𝑓(𝑧) =
𝑒𝑖𝑧

𝑧2 − 2𝑧 + 2
 

janë 𝑧1 = 1 + 𝑖, 𝑧2 = 1 − 𝑖, mirëpo në gjysmërrafshin e sipërm gjendet vetëm 𝑧1 =

1 + 𝑖. Pasi rendi i këtij poli është 1, atëherë rezidiumi është: 

lim
𝑧→1+𝑖

𝑒𝑖𝑧(𝑧 − (1 + 𝑖))

𝑧2 − 2𝑧 + 2
= lim
𝑧→1+𝑖

𝑒𝑖𝑧(𝑧 − (1 + 𝑖))

(𝑧 − (1 + 𝑖))(𝑧 − (1 − 𝑖))
=

= lim
𝑧→1+𝑖

𝑒𝑖𝑧

𝑧 − 1 + 𝑖
=

𝑒𝑖(1+𝑖)

1 + 𝑖 − 1 + 𝑖
=
𝑒𝑖𝑒−1

2𝑖
= −

𝑖

2
𝑒−1+𝑖 

Tani, 

∫
𝑒𝑖𝑧𝑑𝑧

𝑧2 − 2𝑧 + 2

 

𝐶

= ∫
𝑒𝑖𝑥

𝑥2 − 2𝑥 + 2
𝑑𝑥 + ∫

𝑒𝑖𝑧

𝑧2 − 2𝑧 + 2
𝑑𝑧

 

Γ

𝑅

−𝑅

 

Kur 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 shtrihet në Γ, pra 𝑦 ≥ 0, atëherë |𝑒𝑖𝑧| = |𝑒𝑖(𝑥+𝑖𝑦)| = |𝑒𝑖𝑥𝑒−𝑦| =

𝑒−𝑦 ≤ 1, atëherë 

|∫
𝑒𝑖𝑧𝑑𝑧

𝑧2 − 2𝑧 + 2

 

Γ

| ≤ ∫ |
𝑒𝑖𝑧𝑑𝑧

𝑧2 − 2𝑧 + 2
| 𝑑𝑧 ≤ ∫

1

𝑅2 − 2𝑅 − 2
𝑑𝑧 =

 

Γ

 

Γ

 

=
1

𝑅2 − 2𝑅 − 2
∫𝑑𝑧 =

 

Γ

1

𝑅2 − 2𝑅 − 2
∙
2𝜋𝑅

2
=

𝜋𝑅

𝑅2 − 2𝑅 − 2
→ 0, 𝑅 → ∞ 

Atëherë, 
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∫
𝑒𝑖𝑧𝑑𝑧

𝑧2 − 2𝑧 + 2

 

𝐶

= lim
𝑅→∞

∫
𝑒𝑖𝑥

𝑥2 − 2𝑥 + 2
𝑑𝑥

𝑅

−𝑅

+ lim
𝑅→∞

∫
𝑒𝑖𝑧

𝑧2 − 2𝑧 + 2
𝑑𝑧

 

Γ

 

2𝜋𝑖 (−
𝑖

2
𝑒−1+𝑖) = ∫

𝑒𝑖𝑥𝑑𝑥

𝑥2 − 2𝑥 + 2

∞

−∞

+ 0 

𝜋𝑒−1+𝑖 = ∫
𝑒𝑖𝑥𝑑𝑥

𝑥2 − 2𝑥 + 2
    

 
⇒

∞

−∞

 

∫
𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥2 − 2𝑥 + 2
𝑑𝑥

∞

−∞

=
𝜋

𝑒
(𝑐𝑜𝑠1 + 𝑖𝑠𝑖𝑛1)

 
⇒ 

 
⇒ ∫

𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑥2 − 2𝑥 + 2
𝑑𝑥

∞

−∞

=
𝜋

𝑒
𝑐𝑜𝑠1 

∫
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥2 − 2𝑥 + 2
𝑑𝑥

∞

−∞

=
𝜋

𝑒
𝑠𝑖𝑛1 

Pohim3.16 ([36]) 

∫
𝑠𝑖𝑛2𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥

∞

−∞

=
𝜋

2
(1 − 𝑒−2) 

Vërtetim Meqë  

𝑠𝑖𝑛2𝑥 =
1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥

2
 

atëherë marrim integralin 

∫
1 − 𝑒2𝑖𝑧

𝑧2 + 1

 

𝐶

𝑑𝑧 

ku C është konturi si në Fig.3.3. Singularitetet e funksionit 

𝑓(𝑧) =
1 − 𝑒2𝑖𝑧

𝑧2 + 1
 

janë 𝑧1 = 𝑖, 𝑧2 = −𝑖, mirëpo vetëm njëri prej tyre gjendet në gjysmërrafshin e sipërm, 𝑧1 =

𝑖, i cili është pol i rendit të parë, me rezidium: 
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lim
𝑧→𝑖

(1 − 𝑒2𝑖𝑧)(𝑧 − 𝑖)

(𝑧 − 𝑖)(𝑧 + 𝑖)
=
1 − 𝑒2𝑖∙𝑖

𝑖 + 𝑖
=
1 − 𝑒−2

2𝑖
= −𝑖 ∙

1 − 𝑒−2

2
 

Kur 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 shtrihet në Γ, ku 𝑦 ≥ 0 atëherë |𝑒2𝑖𝑧| = 𝑒−2𝑦 ≤ 1, atëherë 

|
1 − 𝑒2𝑖𝑧

𝑧2 + 1
| ≤

|1| + |𝑒2𝑖𝑧|

|𝑧2| − 1
≤

2

𝑅2 − 1
= 𝑀(𝑅) 

lim
𝑅→∞

𝑀(𝑅) = 0,
 
⇒∫

1− 𝑒2𝑖𝑧

𝑧2 + 1
𝑑𝑧 → 0

 

Γ

 

kur 𝑅 → ∞, 

 atëherë 

∫
1 − 𝑒2𝑖𝑥

𝑥2 + 1

∞

−∞

𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑧𝑘)

𝐼𝑚𝑧𝑘>0

= 2𝜋𝑖
−𝑖(1 − 𝑒−2)

2
= 𝜋(1 − 𝑒−2) 

3.4 Lidhja e konstantës së Archimede-it (𝛑), konstantës së 

Euler-Mascheron-it  (𝛄) dhe numrit të Euler-it (𝐞), përmes 

integraleve 

Pohim3.17 ([54]) 

lim
𝑛→∞

∫ ∫ …∫
𝑒−𝑥𝑛+1

2𝑛 −𝑥𝑛+2
2𝑛 −⋯−𝑥2𝑛

2𝑛
− 𝑒−𝑥1

2𝑛−𝑥2
2𝑛−⋯−𝑥𝑛

2𝑛

𝑥1
2𝑛 + 𝑥2

2𝑛 +⋯+ 𝑥𝑛
2𝑛 − 𝑥𝑛+1

2𝑛 − 𝑥𝑛+2
2𝑛 −⋯− 𝑥2𝑛

2𝑛 𝑑𝑥1𝑑𝑥2⋯𝑑𝑥2𝑛 =
𝜋

𝑒𝛾

∞

0

∞

0

∞

0

 

Vërtetim Nisemi nga integrali  

∫𝑒−𝑎𝑥𝑒(𝑎−1)𝑦𝑑𝑎 = 𝑒−𝑦∫𝑒−(𝑥−𝑦)𝑎
1

0

1

0

𝑑𝑎 =
|

|

−(𝑥 − 𝑦)𝑎 = 𝑢

𝑎 =
𝑢

𝑦 − 𝑥

𝑑𝑎 =
𝑑𝑢

𝑦 − 𝑥

|

|
=
𝑒−𝑦

𝑦 − 𝑥
∫ 𝑒𝑢𝑑𝑢 =

𝑦−𝑥

0

 

=
𝑒−𝑦

𝑦 − 𝑥
(𝑒𝑦−𝑥 − 1) =

𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑦

𝑦 − 𝑥 
 

pra, 

∫𝑒−𝑎𝑥𝑒(𝑎−1)𝑦𝑑𝑎 =
𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑦

𝑦 − 𝑥 

1

0
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Le të vëmë 𝑥 = 𝑥𝑛+1
2𝑛 + 𝑥𝑛+2

2𝑛 +⋯+ 𝑥2𝑛
2𝑛 dhe 𝑦 = 𝑥1

2𝑛 + 𝑥2
2𝑛 +⋯+ 𝑥𝑛

2𝑛 dhe i integrojmë 

të dy anët e rezultatit të fituar paraprakisht, sipas të gjitha 2𝑛 ndryshoreve 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥2𝑛, 

atëherë do të marrim  

𝐼(𝑛) = ∫ ∫ …∫
𝑒−𝑥𝑛+1

2𝑛 −𝑥𝑛+2
2𝑛 −⋯−𝑥2𝑛

2𝑛
− 𝑒−𝑥1

2𝑛−𝑥2
2𝑛−⋯−𝑥𝑛

2𝑛

𝑥1
2𝑛 + 𝑥2

2𝑛 +⋯+ 𝑥𝑛
2𝑛 − 𝑥𝑛+1

2𝑛 − 𝑥𝑛+2
2𝑛 −⋯− 𝑥2𝑛

2𝑛 𝑑𝑥1𝑑𝑥2⋯𝑑𝑥2𝑛 =

∞

0

∞

0

∞

0

 

= ∫ ∫ … ∫ (∫𝑒−𝑎(𝑥𝑛+1
2𝑛 +𝑥𝑛+2

2𝑛 +⋯+𝑥2𝑛
2𝑛)

1

0

𝑒(𝑎−1)(𝑥1
2𝑛+𝑥2

2𝑛+⋯+𝑥𝑛
2𝑛)𝑑𝑎)𝑑𝑥1𝑑𝑥2…𝑑𝑥2𝑛 =

∞

0

∞

0

∞

0

 

= |𝑛𝑑𝑟𝑦𝑠ℎ𝑜𝑗𝑚ë 𝑟𝑒𝑛𝑑𝑖𝑛 𝑒 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑖𝑚𝑖𝑡| = 

∫∫ …∫ 𝑒−𝑎(𝑥𝑛+1
2𝑛 +𝑥𝑛+2

2𝑛 +⋯+𝑥2𝑛
2𝑛)𝑒(𝑎−1)(𝑥1

2𝑛+𝑥2
2𝑛+⋯+𝑥𝑛

2𝑛)𝑑𝑥1𝑑𝑥2…𝑑𝑥2𝑛𝑑𝑎 =

∞

0

∞

0

1

0

 

= ∫((∫ 𝑒−𝑎𝑥𝑛+1
2𝑛

∞

0

𝑑𝑥𝑛+1)…(∫ 𝑒
−𝑎𝑥2𝑛

2𝑛

∞

0

𝑑𝑥2𝑛)(∫ 𝑒
(𝑎−1)𝑥1

2𝑛
𝑑𝑥1

∞

0

)…(∫ 𝑒(𝑎−1)𝑥𝑛
2𝑛
𝑑𝑥𝑛

∞

0

))𝑑𝑎

1

0

 

= |𝑚𝑒𝑞ë 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑙𝑒𝑡 𝑛𝑢𝑘 𝑣𝑎𝑟𝑒𝑛 𝑛𝑔𝑎 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑘𝑠𝑎𝑡 𝑒 𝑥 − 𝑣𝑒, 𝑎𝑡ëℎ𝑒𝑟ë 𝑚𝑢𝑛𝑑 𝑡ë 𝑚𝑎𝑟𝑟𝑖𝑚| 

= ∫((∫ 𝑒−𝑎𝑥
2𝑛
𝑑𝑥

∞

0

)

𝑛

(∫ 𝑒(𝑎−1)𝑥
2𝑛
𝑑𝑥

∞

0

)

𝑛

)𝑑𝑎,… (1)

1

0

 

Le të zgjidhim fillimisht integralet: 

∫ 𝑒−𝑎𝑥
2𝑛
𝑑𝑥 =

|

|

𝑧 = 𝑎𝑥2𝑛

𝑥 = √
𝑧

𝑎

2𝑛

𝑑𝑥 =
𝑧−

2𝑛−1
2𝑛

2𝑛 √𝑎
2𝑛 𝑑𝑧

|

|
= ∫ 𝑒−𝑧

𝑧−
2𝑛−1
2𝑛

2𝑛 √𝑎
2𝑛 𝑑𝑧 =

1

2𝑛 √𝑎
2𝑛 Γ (

1

2𝑛
) =

∞

0

∞

0

 

=
1

√𝑎
2𝑛

1

2𝑛
Γ (

1

2𝑛
) =

1

√𝑎
2𝑛 Γ (1 +

1

2𝑛
) , … (1′) 
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∫ 𝑒(𝑎−1)𝑥
2𝑛
𝑑𝑥 = ∫ 𝑒−(1−𝑎)𝑥

2𝑛
𝑑𝑥 =

|

|

|

𝑓 = (1 − 𝑎)𝑥2𝑛

𝑥 = √
𝑓

1 − 𝑎

2𝑛

𝑑𝑓 = (1 − 𝑎)2𝑛𝑥2𝑛−1𝑑𝑥

𝑑𝑥 =
(1 − 𝑎)1−

1
2𝑛
−1𝑓−

2𝑛−1
2𝑛 𝑑𝑓

2𝑛

|

|

|
∞

0

∞

0

= 

=
1

2𝑛 √1 − 𝑎
2𝑛 ∫ 𝑒−𝑓𝑓−1+

1
2𝑛𝑑𝑓 =

1

2𝑛 √1 − 𝑎
2𝑛 Γ (

1

2𝑛
) =

1

√1 − 𝑎
2𝑛

1

2𝑛
Γ (

1

2𝑛
) =

∞

0

 

=
Γ (1 +

1
2𝑛)

√1 − 𝑎
2𝑛 , … (1′′) 

Zëvendësojmë (1′) dhe (1′′) te (1) dhe do të marrim: 

𝐼(𝑛) = ∫((
Γ (1 +

1
2𝑛)

√𝑎
2𝑛 )

𝑛

(
Γ(1 +

1
2𝑛)

√1 − 𝑎
2𝑛 )

𝑛

)𝑑𝑎 = (Γ (1 +
1

2𝑛
))

2𝑛

∫𝑎−
1
2(1 − 𝑎)−

1
2𝑑𝑎

1

0

1

0

 

= (Γ (1 +
1

2𝑛
))

2𝑛

𝐵 (
1

2
,
1

2
) = 𝜋 (Γ (1 +

1

2𝑛
))

2𝑛

 

Pra,  

𝐼(𝑛) = 𝜋 (Γ (1 +
1

2𝑛
))

2𝑛

 

Duhet të caktojmë,  

lim
𝑛→∞

𝐼(𝑛) =? 

për këtë shfrytëzojmë këtë paraqitje të funksionit gama: 

Γ(𝑥) =
1

𝑥
− 𝛾 + ℴ(𝑥), 

kur 𝑥 → 0. Prej këtu rrjedh se  

𝑥Γ(𝑥) = 1 − 𝛾𝑥 + ℴ(𝑥2),⇒ Γ(𝑥 + 1) = 1 − 𝛾𝑥 + ℴ(𝑥2)  

kështu marrim që  

lim
𝑛→∞

𝜋 (Γ (1 +
1

2𝑛
))

2𝑛

= 𝜋 lim
𝑛→∞

(1 − 𝛾
1

2𝑛
+ ℴ (

1

𝑛2
))

2𝑛

= 
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= 𝜋 lim
𝑛→∞

(1 + (−(𝛾
1

2𝑛
− ℴ (

1

𝑛2
))))

−

−2𝑛(𝛾
1
2𝑛
−ℴ(

1
𝑛2
))

(𝛾
1
2𝑛
−ℴ(

1
𝑛2
))

= 𝜋𝑒
lim
𝑛→∞

−2𝑛(𝛾
1
2𝑛
−ℴ(

1
𝑛2
))
=  

= 𝜋𝑒−𝛾 =
𝜋

𝑒𝛾
 

Pohim5.18([44]) 

∫𝐺 (
1

𝑥
) 𝑑𝑥 = 𝛾 + 𝑙𝑛

𝜋

2𝑒

1
2

0

 

ku, 

𝐺(𝑛) = ∫ 𝑙𝑛(𝑥)𝑙𝑛(1 − 𝑥𝑛)𝑑𝑥

1

0

. 

Vërtetim Nisemi nga  

𝐺(𝑛) = ∫ 𝑙𝑛(𝑥)𝑙𝑛(1 − 𝑥𝑛)𝑑𝑥

1

0

= ∫𝑙𝑛(𝑥)∑
−𝑥𝑘𝑛

𝑘
𝑑𝑥 = −∑

1

𝑘
∫ 𝑙𝑛(𝑥)𝑥𝑘𝑛𝑑𝑥 =

1

0

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

1

0

 

= |
𝑢 = 𝑙𝑛𝑥 𝑑𝑣 = 𝑥𝑘𝑛𝑑𝑥

𝑑𝑢 =
𝑑𝑥

𝑥
𝑣 =

𝑥𝑘𝑛+1

𝑘𝑛 + 1

| = −∑
1

𝑘
(
𝑙𝑛(𝑥)𝑥𝑘𝑛+1

𝑘𝑛 + 1
|
1
0
−∫

𝑥𝑘𝑛+1

𝑥(𝑘𝑛 + 1)
𝑑𝑥

1

0

)

∞

𝑘=1

= 

=∑
1

𝑘

1

𝑘𝑛 + 1

𝑥𝑘𝑛+1

𝑘𝑛 + 2
|
1
0
= ∑

1

𝑘(𝑘𝑛 + 1)2

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

 

Pasi që 

1

𝑘(𝑘𝑛 + 1)2
=
1

𝑘
−

𝑛

𝑘𝑛 + 1
−

𝑛

(𝑘𝑛 + 1)2
=
1

𝑘
−

1

𝑘 +
1
𝑛

−
𝑛

(𝑛𝑘 + 1)2
 

atëherë,  

𝐺(𝑛) = ∑  (
1

𝑘
−

1

𝑘 +
1
𝑛

) −∑
𝑛

(𝑛𝑘 + 1)2
= 𝛾 + Ψ(1 +

1

𝑛
) − Ψ′ (1 +

1

𝑛
)

∞

𝑘=1

 

∞

𝑘=1

 

Tani, po të marrim  
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𝑛 =
1

𝑥
 

do të kemi 

∫𝐺 (
1

𝑥
) 𝑑𝑥 = ∫(𝛾 + Ψ(1 + 𝑥) − 𝑥Ψ′(1 + 𝑥))𝑑𝑥 =

𝑡

0

𝑡

0

 

= ∫𝛾𝑑𝑥 + ∫Ψ(1 + 𝑥)𝑑𝑥 − ∫𝑥Ψ′(1 + 𝑥)𝑑𝑥

𝑡

0

𝑡

0

𝑡

0

= 

= 𝛾𝑡 + 𝑙𝑛Γ(1 + 𝑥) |
𝑡
0
− (𝑥Ψ(1 + 𝑥) |

𝑡
0
− ∫Ψ(1 + 𝑥)𝑑𝑥

𝑡

0

) = 

= γ𝑡 + 2𝑙𝑛Γ(1 + 𝑡) − 𝑡Ψ(1 + 𝑡) 

Po të merret  

𝑡 =
1

2
 

do të kemi  

∫𝐺 (
1

𝑥
) 𝑑𝑥 =

𝛾

2
+ 2𝑙𝑛Γ (1 +

1

2
) −

1

2
Ψ(
3

2
) =

1
2

0

 

= |

𝑔𝑗𝑒𝑗𝑚ë

Ψ(
3

2
) = Ψ(

1

2
+ 1) = −𝛾 − 2𝑙𝑛2 + 2∑

1

2𝑘 + 1

0

𝑘=0

= −𝛾 − 2𝑙𝑛2 + 2
| = 

=
𝛾

2
+ 2𝑙𝑛

1

2
+ 2𝑙𝑛√𝜋 −

1

2
(−𝛾 − 2𝑙𝑛2 + 2) = 𝛾 + 𝑙𝑛

𝜋

2𝑒
 

3.5 Paraqitja e 𝜻(𝟐) përmes integraleve 

Pohim3.19([46]) 

∫𝑥𝑛𝐿𝑖2(𝑥)𝑑𝑥 =
𝜁(2)

𝑛 + 1
−

𝐻𝑛+1
(𝑛 + 1)2

1

0

 

ku 
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𝐿𝑖2(𝑥) = ∑
𝑥𝑘

𝑘2
, |𝑥| < 1

∞

𝑘=1

 

dhe 

𝐻𝑛 = 1 +
1

2
+
1

3
+⋯+

1

𝑛
 

Vërtetim Fillojmë prej  

∫𝑥𝑛𝐿𝑖2(𝑥)𝑑𝑥 = ∫𝑥
𝑛∑

𝑥𝑘

𝑘2
𝑑𝑥 = ∑

1

𝑘2
1

(𝑛 + 𝑘 + 1)
=

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

1

0

1

0

 

=∑(
1

(𝑛 + 1)𝑘2
+

1

(𝑛 + 1)2
(

1

𝑛 + 𝑘 + 1
−
1

𝑘
))

∞

𝑘=1

= 

=
1

𝑛 + 1
∑

1

𝑘2
+

1

(𝑛 + 1)2
∑(

1

𝑛 + 𝑘 + 1
−
1

𝑘
)

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

= 

=
𝜁(2)

𝑛 + 1
−

1

(𝑛 + 1)2
∑(

1

𝑘
−

1

𝑛 + 𝑘 + 1
)

∞

𝑘=1

, … (1) 

∑(
1

𝑘
−

1

𝑛 + 𝑘 + 1
)

∞

𝑘=1

= lim
𝑚→∞

∑(
1

𝑘
−

1

𝑛 + 𝑘 + 1
) =

𝑚

𝑘=1

 

= lim
𝑚→∞

(1 −
1

𝑛 + 1
+
1

2
−

1

𝑛 + 3
+⋯+

1

𝑚
−

1

𝑛 +𝑚 + 1
) = 

= lim
𝑚→∞

(1 +
1

2
+⋯+

1

𝑚
− (1 +

1

2
+⋯+

1

𝑛
+

1

𝑛 + 1
+

1

𝑛 + 2
+⋯+

1

𝑛 +𝑚 + 1
) + 1

+
1

2
+⋯+

1

𝑛
+

1

𝑛 + 1
) = 

= 1 +
1

2
+⋯+

1

𝑛
+

1

𝑛 + 1
+ lim
𝑚→∞

(
1

𝑚 + 1
+

1

𝑚 + 2
+⋯+

1

𝑚 + 𝑛 + 1
) = 

= 1 +
1

2
+
1

3
+⋯+

1

𝑛
+

1

𝑛 + 1
= 𝐻𝑛+1, … (2) 

Duke e zëvendësuar (2) në (1) marrim që  

∫𝑥𝑛𝐿𝑖2(𝑥)𝑑𝑥 =
𝜁(2)

𝑛 + 1
−

𝐻𝑛+1
(𝑛 + 1)2

1

0
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3.6 Paraqitja e konstantës së Apery-it, (𝛇(𝟑)), përmes integraleve 

Pohim3.20([37]) 

𝜁(3) =
3

2
− 3∫

{𝑥}

𝑥4
𝑑𝑥

∞

1

 

Vërtetim Nisemi nga  

∫
{𝑥}

𝑥4
𝑑𝑥

∞

1

=∑ ∫
{𝑥}

𝑥4
𝑑𝑥 = ∑ ∫

𝑥 − 𝑛

𝑥4
𝑑𝑥 =

𝑛+1

𝑛

∞

𝑛=1

𝑛+1

𝑛

∞

𝑛=1

 

=∑(
𝑛

3
(

1

(𝑛 + 1)3
−
1

𝑛3
) −

1

2
(

1

(𝑛 + 1)2
−
1

𝑛2
))

∞

𝑛=1

= 

=
1

3
∑

𝑛

(𝑛 + 1)3
−
1

3
∑

1

𝑛2
−
1

2
∑

1

(𝑛 + 1)2
+
1

2
∑

1

𝑛2
=

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

 

=
1

3
∑

𝑛 − 1

𝑛3
−
1

3
∙
𝜋2

6
−
1

2
(∑

1

𝑛2
− 1

∞

𝑛=1

) +
1

2
∙
𝜋2

6
=
𝜋2

18
−
1

3
−
1

3
𝜁(3) +

1

3
−
𝜋2

18
+
1

2
=

∞

𝑛=2

 

= −
1

3
𝜁(3) +

1

2
 

pra,  

∫
{𝑥}

𝑥4
𝑑𝑥

∞

1

= −
1

3
𝜁(3) +

1

2
⇒ 

𝜁(3) =
3

2
− 3∫

{𝑥}

𝑥4
𝑑𝑥

∞

1

 

Pohim3.21([37]) 

∫
(𝑙𝑛(1 − 𝑥))

2

𝑥
𝑑𝑥 = 2𝜁(3)

1

0

 

Vërtetim Nisemi nga  

∫
(𝑙𝑛(1 − 𝑥))

2

𝑥
𝑑𝑥 = |1 − 𝑥 = 𝑒

−𝑡

𝑑𝑥 = 𝑒−𝑡𝑑𝑡
| = ∫

(𝑙𝑛𝑒−𝑡)2

1 − 𝑒−𝑡
𝑒−𝑡𝑑𝑡 = ∫

𝑡2

𝑒𝑡 − 1
𝑑𝑡

∞

0

=

∞

0

1

0
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= Γ(3)𝜁(3) = 2𝜁(3) 

Pohim3.22([29]) 

∫∫𝑙𝑛(1 − 𝑥)𝑙𝑛(1 − 𝑥𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 3 − 2𝜁(3)

1

0

1

0

 

Vërtetim Le të jetë  

𝐼 = ∫∫ 𝑙𝑛(1 − 𝑥)𝑙𝑛(1 − 𝑥𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

1

0

1

0

 

Pasi që  

∫ 𝑙𝑛(1 − 𝑥𝑦)𝑑𝑦 = |

1 − 𝑥𝑦 = 𝑡

𝑑𝑦 = −
𝑑𝑡

𝑥

| = − ∫ 𝑙𝑛(𝑡)
𝑑𝑡

𝑥
= −

(1 − 𝑥)𝑙𝑛(1 − 𝑥)

𝑥
− 1

1−𝑥

1

1

0

 

atëherë, 

𝐼 = ∫ 𝑙𝑛(1 − 𝑥) (−
(1 − 𝑥)𝑙𝑛(1 − 𝑥)

𝑥
− 1)𝑑𝑥 =

1

0

 

= ∫((𝑙𝑛(1 − 𝑥))
2
− 𝑙𝑛(1 − 𝑥) −

(𝑙𝑛(1 − 𝑥))
2

𝑥
)𝑑𝑥

1

0

= |
1 − 𝑥 = 𝑧
𝑑𝑥 = −𝑑𝑧

| = 

= ∫((𝑙𝑛𝑧)2 − 𝑙𝑛𝑧 −
(𝑙𝑛𝑧)2

1 − 𝑧
)𝑑𝑧

1

0

 

Shihet që, 

(3𝑥 − 2𝑥𝑙𝑛𝑥 + 𝑥(𝑙𝑛𝑥)2)′ = (𝑙𝑛𝑥)2 − 𝑙𝑛𝑥 ⇒ 

∫((𝑙𝑛𝑧)2 − 𝑙𝑛𝑧)𝑑𝑧 = (3 ∙ 1 + 3 ∙ 1 ∙ 𝑙𝑛1 + 1 ∙ (𝑙𝑛1)2 − (3 ∙ 0 + 3 ∙ 0 ∙ 𝑙𝑛(0+))) = 3

1

0

 

gjithashtu, 

∫𝑥𝑛(𝑙𝑛𝑥)2𝑑𝑥 = ∫ 𝑡2𝑒−(𝑛+1)𝑡𝑑𝑡 =
Γ(3)

(𝑛 + 1)3
=

2

(𝑛 + 1)3

∞

0

1

0

 

dhe 
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∫
(𝑙𝑛𝑥)2

1 − 𝑥
𝑑𝑥 = ∑∫𝑥𝑛(𝑙𝑛𝑥)2𝑑𝑥 = ∑

2

(𝑛 + 1)3
= 2𝜁(3)

∞

𝑛=0

1

0

∞

𝑛=0

1

0

 

Përfundimisht, 

∫∫𝑙𝑛(1 − 𝑥)𝑙𝑛(1 − 𝑥𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 3 − 2𝜁(3)

1

0

1

0

 

3.7 Lidhja mes konstantës së Archimede-it (𝝅) dhe konstantës 

së Apery-it (𝜻(𝟑)), përmes integraleve 

Pohim3.23 ([53]) 

∫∫
𝑙𝑛
1
𝑥
− 𝑙𝑛

1
𝑦

𝑙𝑛 (𝑙𝑛
1
𝑥) − 𝑙𝑛 (𝑙𝑛

1
𝑦)
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

7𝜁(3)

6𝜁(2)

1

0

1

0

 

Vërtetim  Nisemi nga një integral elementar 

∫𝑥𝑡𝑑𝑡 =
𝑥 − 1

𝑙𝑛𝑥

1

0

 

tani, në vend të 𝑥  vëmë  
𝑥

𝑦
, kështu që marrim  

∫(
𝑥

𝑦
)
𝑡

𝑑𝑡 =
𝑥 − 𝑦

𝑦(𝑙𝑛𝑥 − 𝑙𝑛𝑦)

1

0

⇒ 

𝑦∫(
𝑥

𝑦
)
𝑡

𝑑𝑡 =
𝑥 − 𝑦

(𝑙𝑛𝑥 − 𝑙𝑛𝑦)

1

0

 

Nëse tani në vend të 𝑥 vëmë 𝑙𝑛
1

𝑥
 dhe në vend të 𝑦 vëmë 𝑙𝑛

1

𝑦
, kështu që do të kemi: 

𝑙𝑛
1

𝑦
∫(𝑙𝑛

1

𝑥
)
𝑡 𝑑𝑡

(𝑙𝑛
1
𝑦)

𝑡 =
𝑙𝑛
1
𝑥 − 𝑙𝑛

1
𝑦

𝑙𝑛 (𝑙𝑛
1
𝑥) − 𝑙𝑛 (𝑙𝑛

1
𝑦)
⇒

1

0

 

∫(𝑙𝑛
1

𝑥
)
𝑡

(𝑙𝑛
1

𝑦
)
1−𝑡

𝑑𝑡 =
𝑙𝑛
1
𝑥 − 𝑙𝑛

1
𝑦

𝑙𝑛 (𝑙𝑛
1
𝑥) − 𝑙𝑛 (𝑙𝑛

1
𝑦)

1

0

 

Barazimin e fundit e integrojmë sipas 𝑥 dhe 𝑦 në intervalin njësi, pra 
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∫(∫
𝑙𝑛
1
𝑥 − 𝑙𝑛

1
𝑦

𝑙𝑛 (𝑙𝑛
1
𝑥) − 𝑙𝑛 (𝑙𝑛

1
𝑦)
𝑑𝑥

1

0

)𝑑𝑦 = ∫(∫(∫(𝑙𝑛
1

𝑥
)
𝑡

(𝑙𝑛
1

𝑦
)
1−𝑡

𝑑𝑡

1

0

)𝑑𝑥

1

0

)𝑑𝑦 =

1

0

1

0

 

= |𝑛𝑑ë𝑟𝑟𝑜𝑗𝑚ë 𝑟𝑒𝑛𝑑𝑖𝑛 𝑒 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑖𝑚𝑖𝑡| = 

∫(∫(∫(𝑙𝑛
1

𝑥
)
𝑡

(𝑙𝑛
1

𝑦
)
1−𝑡

𝑑𝑥

1

0

)𝑑𝑦

1

0

)𝑑𝑡 = |
𝑥 = 𝑒−𝑢

𝑦 = 𝑒−𝑣
| =

1

0

 

= ∫(∫ 𝑣1−𝑡𝑒−𝑣 (∫ 𝑢𝑡𝑒−𝑢𝑑𝑢

∞

0

)𝑑𝑣

∞

0

)𝑑𝑡 = ∫Γ(2 − 𝑡)Γ(1 + 𝑡)𝑑𝑡 =

1

0

1

0

 

= ∫(1 − 𝑡)Γ(1 − 𝑡)𝑡Γ(𝑡)𝑑𝑡

1

0

= |𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑓𝑙𝑒𝑘𝑠𝑖𝑣𝑒 𝑒 𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟 − 𝑖𝑡| = 

= 𝜋∫
𝑡(1 − 𝑡)

𝑠𝑖𝑛 (𝜋𝑡)
𝑑𝑡 = |

𝑧ë𝑣𝑒𝑛𝑑ë𝑠𝑜𝑗𝑚ë
𝜋𝑡 = 𝑧

| = 𝜋∫

𝑧
𝜋 (1 −

𝑧
𝜋)

𝑠𝑖𝑛𝑧

𝑑𝑧

𝜋
=
1

𝜋2
∫
𝑧(𝜋 − 𝑧)

𝑠𝑖𝑛𝑧
𝑑𝑧 =

𝜋

0

𝜋

0

1

0

 

= |
𝑣𝑙𝑒𝑛

∫
𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
= 𝑙𝑛 (𝑡𝑎𝑛

𝑥

2
) + 𝐶

| =
1

𝜋2
∫(𝑙𝑛 (𝑡𝑎𝑛

𝑧

2
))

′𝜋

0

(𝜋 − 𝑧)𝑧𝑑𝑧 = 

=
1

𝜋2
(𝑙𝑛𝑡𝑎𝑛 (

𝑧

2
) (𝜋 − 𝑧)𝑧) ⌊

𝜋
0
− ∫(𝜋 − 𝑧)𝑙𝑛𝑡𝑎𝑛 (

𝑧

2
) 𝑑𝑧

𝜋

0

= 

= −
1

𝜋2
𝜋∫ 𝑙𝑛 (𝑡𝑎𝑛

𝑧

2
)𝑑𝑧 +

2

𝜋2
∫ 𝑧𝑙𝑛 (𝑡𝑎𝑛

𝑧

2
)𝑑𝑧 =

𝜋

0

𝜋

0

|

𝑧

2
= 𝑤

𝑑𝑧 = 2𝑑𝑤
| = 

=
8

𝜋2
∫𝑤𝑙𝑛𝑡𝑎𝑛(𝑤)𝑑𝑤 = |𝑧𝑏ë𝑟𝑡ℎ𝑒𝑗𝑚ë 𝑛ë 𝑠𝑒𝑟𝑖 𝐹𝑢𝑟𝑖𝑒 𝑓𝑢𝑛𝑘𝑠𝑖𝑜𝑛𝑖𝑛 𝑙𝑛(𝑡𝑎𝑛(𝑤))| =

𝜋
2

0

 

=
16

𝜋2
∑∫

𝑤𝑐𝑜𝑠2(2𝑘 − 1)𝑤

2𝑘 − 1
𝑑𝑤

𝜋
2

0

∞

𝑘=1

= 

= −
16

𝜋2
∑(

𝜋𝑠𝑖𝑛2𝑘𝜋

4(2𝑘 − 1)3
−
𝑘𝜋𝑠𝑖𝑛(2𝑘𝜋)

2(2𝑘 − 1)3
−
(𝑐𝑜𝑠(𝑘𝜋))

2

2(2𝑘 − 1)3
)

∞

𝑘=1

= 
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= −4𝜋∑
𝑠𝑖𝑛2𝑘𝜋

(2𝑘 − 1)3
+ 8𝜋∑

𝑘𝑠𝑖𝑛(2𝑘𝜋)

(2𝑘 − 1)3
+
8

𝜋2
∑

(𝑐𝑜𝑠𝑘𝜋)2

(2𝑘 − 1)3
=

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

 

= 0 + 0 +
8

𝜋2
∑

1

(2𝑘 − 1)3

∞

𝑘=1

=
8

𝜋2
(∑

1

𝑘3
−∑

1

(2𝑘)3

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

) =
8

𝜋2
(∑

1

𝑘3
−
1

8
∑

1

𝑘3

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

) = 

=
7𝜁(3)

6𝜁(2)
 

Përfundimisht, 

∫∫
𝑙𝑛
1
𝑥
− 𝑙𝑛

1
𝑦

𝑙𝑛 (𝑙𝑛
1
𝑥) − 𝑙𝑛 (𝑙𝑛

1
𝑦)
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

7𝜁(3)

6𝜁(2)

1

0

1

0

 

Pohim3.24  ([32]) 

𝑖) ∫ (𝑙𝑛 (2𝑠𝑖𝑛
𝜃

2
))

3

𝑑𝜃 = −
3𝜋

2
𝜁(3)

𝜋

0

 

𝑖𝑖) ∫ (𝑙𝑛 (2𝑠𝑖𝑛
𝜃

2
))

5

𝑑𝜃 = −
45

2
𝜁(5) −

5𝜋3

4
𝜁(3)

𝜋

0

 

  

𝑖𝑖𝑖) ∫ (𝑙𝑛 (2𝑠𝑖𝑛
𝜃

2
))

6

𝑑𝜃 =
45𝜋

2
𝜁2(3) +

275𝜋7

1344

𝜋

0

 

Vërtetim  Le të fillojmë me një integral që është forma e përgjithshme e integraleve të 

dhënë, pra  

𝐿𝑠𝑛(𝜋) = −∫(𝑙𝑛 (2𝑠𝑖𝑛
𝜃

2
))

𝑛−1

𝑑𝜃

𝜋

0

 

që ndryshe njihet si integrali log-sin (log-sine integral) . 

Le të marrim  

𝐼 = ∫ 𝑒
(𝑙𝑛(2𝑠𝑖𝑛

𝜃
2
)
𝑥

)
𝑑𝜃 = ∫𝑒

𝑥𝑙𝑛(2𝑠𝑖𝑛
𝜃
2
)
𝑑𝜃 = ∫∑

(𝑥𝑙𝑛 (2𝑠𝑖𝑛
𝜃
2))

𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

𝑑𝜃 =

𝜋

0

𝜋

0

𝜋

0
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= ∑
𝑥𝑛

𝑛!
∫ (𝑙𝑛 (2𝑠𝑖𝑛

𝜃

2
))

𝑛

𝑑𝜃 = −∑
𝑥𝑁

𝑛!
𝐿𝑠𝑛+1(𝜋)

∞

𝑛=0

𝜋

0

∞

𝑛=0

 

Gjithashtu, 𝐼 mund të shkruhet edhe në formën: 

𝐼 = ∫ 𝑒
𝑙𝑛(2𝑥(𝑠𝑖𝑛

𝜃
2
)
𝑥

)
𝜋

0

𝑑𝜃 = ∫2𝑥 (𝑠𝑖𝑛
𝜃

2
)
𝑥

𝑑𝜃 = |

𝜃

2
= φ 

𝑑𝜃 = 2𝑑𝜑
| = 2𝑥∫(𝑠𝑖𝑛𝜑)𝑥2𝑑𝜑

𝜋
2

0

𝜋

0

= 

= 2𝑥+1∫(𝑠𝑖𝑛𝜑)2∙
𝑥+1
2
−1(𝑐𝑜𝑠𝜑)2∙

1
2
−1𝑑𝜑 = 2𝑥+1𝐵 (

𝑥 + 1

2
,
1

2
) = 2𝑥

√𝜋Γ (
𝑥
2 +

1
2)

Γ (
𝑥
2 + 1)

=

𝜋
2

0

 

= |𝑠ℎ𝑖ℎ 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙ë𝑛 𝑒 𝐿𝑒𝑔𝑒𝑛𝑑𝑟𝑒 − 𝑖𝑡| = 2𝑥
√𝜋Γ (

𝑥
2) Γ (

𝑥
2 +

1
2)

Γ (
𝑥
2) Γ (

𝑥
2 + 1)

=
2Γ(𝑥)√𝜋√𝜋

Γ (
𝑥
2) Γ (

𝑥
2 + 1)

= 

=
𝜋Γ(𝑥 + 1)

Γ2 (
𝑥
2 + 1)

 

Le të jetë  

𝑦 =
Γ(𝑥 + 1)

Γ2 (
𝑥
2 + 1)

 

atëherë, 

𝑙𝑛𝑦 = 𝑙𝑛
Γ(𝑥 + 1)

Γ2 (
𝑥
2 + 1)

= 𝑙𝑛Γ(𝑥 + 1) − 2𝑙𝑛Γ (
𝑥

2
+ 1) 

Le të jetë 𝐷𝑛 ≡ (
𝑑

𝑑𝑥
)
𝑛

 dhe 𝐷0
𝑛 le të jetë vlera e derivatit në pikën 0, atëherë do të vlejë  

𝐷𝑛𝑙𝑛𝑦 = 𝐷𝑛𝑙𝑛Γ(𝑥 + 1) − 2𝐷𝑛𝑙𝑛Γ (
𝑥

2
+ 1) 

Atëherë,  

𝐷𝑛𝑙𝑛Γ(𝑥) = (−1)𝑛(𝑛 − 1)!∑
1

(𝑧 + 𝑟)𝑛

∞

𝑟=0

 

Kurse, 
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𝐷𝑛𝑙𝑛Γ (
𝑥

2
) =

(−1)𝑛(𝑛 − 1)!

2𝑛
∑

1

(
𝑧
2 + 𝑟)

𝑛

∞

𝑟=0

 

Po të vëmë 𝑥 = 0 marrim  

𝐷𝑛𝑙𝑛𝑦 = (−1)𝑛(𝑛 − 1)! 𝜁(𝑛) − 2
(−1)𝑛(𝑛 − 1)!

2𝑛
𝜁(𝑛) 

𝐷𝑛𝑙𝑛𝑦 = (−1)𝑛(𝑛 − 1)! (1 − 21−𝑛)𝜁(𝑛) 

Nga zgjerimi në seri të Maclaurin-it kemi: 

𝑙𝑛𝑦 = ∑
𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=1

(−1)𝑛(𝑛 − 1)! (1 − 21−𝑛)𝜁(𝑛) = ∑
𝑥𝑛

𝑛
(−1)𝑛(1 − 21−𝑛)𝜁(𝑛)

∞

𝑛=2

⇒ 

𝑦 = 𝑒
∑

𝑥𝑛

𝑛
(−1)𝑛(1−21−𝑛)𝜁(𝑛)∞

𝑛=2  

Le të jetë 𝑦𝑚 = 𝐷
𝑚𝑒𝑓 ⇒ 𝑦𝑚+1 = 𝐷

𝑚+1𝑒𝑓 = 𝐷𝑚(𝐷𝑒𝑓) = 𝐷𝑚(𝑓′𝑒𝑓) 

Nga formula e Leibniz-it marrim : 

𝑦𝑚+1 = 𝑓
𝑚+1𝑒𝑓 + (

𝑚
1
)𝑓(𝑚)𝐷𝑒𝑓 + (

𝑚
2
)𝑓(𝑚−1)𝐷2𝑒𝑓 +⋯+ (

𝑚
1
) 𝑓′′𝐷𝑚−1𝑒𝑓 + 

+𝑓′𝐷𝑚𝑒𝑓 = 𝑓(𝑚+1)𝑒𝑓 + (
𝑚
1
) 𝑓(𝑚)𝑦1 + (

𝑚
2
)𝑓(𝑚−1)𝑦2 +⋯+ (

𝑚
1
)𝑓′′𝑦𝑚−1 + 𝑓

′𝑦𝑚 

Këtu marrim 𝑥 = 0, i tillë që  

(𝑦𝑚)𝑥=0 = −
1

𝜋
𝐿𝑠𝑚+1(𝜋) 

𝐿𝑠𝑚+2(𝜋) = −𝜋𝑓0
(𝑚+1) + (

𝑚
1
)𝑓0

(𝑚)𝐿𝑠2(𝜋) + ⋯+ (
𝑚
1
) 𝑓0

′′𝐿𝑠𝑚(𝜋) + 𝑓0
′𝐿𝑠𝑚+1(𝜋) 

Tani,  

𝐿𝑠2(𝜋) = 0, 𝑓0
′ = 0; 𝑓0

(𝑚) = (−1)𝑚(𝑚 − 1)! (1 − 21−𝑚)𝜁(𝑚) 

pra, 

𝐿𝑠𝑚+2(𝜋) = (−1)
𝑚𝑚! (𝜋(1 − 2−𝑚)𝜁(𝑚 + 1) − (1 − 22−𝑚)𝜁(𝑚 − 1)

𝐿𝑠3(𝜋)

2!
+ 

+
(1 − 23−𝑚)𝜁(𝑚 − 2)

3!
𝐿𝑠4(𝜋) + ⋯+ (−1)

𝑚 (1 −
1

2
) 𝜁(2)

𝐿𝑠𝑚(𝜋)

(𝑚 − 1)!
 

Duke zëvendësuar në relacionin e fundit, 𝑚 = 2,𝑚 = 4 dhe 𝑚 = 5 fitohen rezultatet e 

kërkuara. 
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Pohim3.25 ([37]) 

∫𝑥𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑑𝑥 =
7

16
𝜁(3) −

𝜋2

8
𝑙𝑛2

𝜋
2

0

 

Vërtetim Përkufizojmë funksionin 

𝑆(𝑦) = 1 + 𝑒𝑖𝑦 + 𝑒𝑖2𝑦 +⋯+ 𝑒𝑖𝑚𝑦 

𝑒𝑖𝑦𝑆(𝑦) = 𝑒𝑖𝑦 + 𝑒𝑖2𝑦 + 𝑒𝑖3𝑦 +⋯+ 𝑒𝑖(𝑚+1)𝑦  

𝑒𝑖𝑦𝑆(𝑦) − 𝑆(𝑦) = 𝑒𝑖(𝑚+1)𝑦 − 1 

𝑆(𝑦) =
𝑒𝑖(𝑚+1)𝑦 − 1

𝑒𝑖𝑦 − 1
=
𝑒𝑖(𝑚+

1
2
)𝑦 − 𝑒𝑖

𝑦
2

𝑖2𝑠𝑖𝑛
𝑦
2

= 

=
cos (𝑚 +

1
2) 𝑦 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 (𝑚 +

1
2) 𝑦 − 𝑐𝑜𝑠

𝑦
2 + 𝑖𝑠𝑖𝑛

𝑦
2

𝑖2𝑠𝑖𝑛
𝑦
2

,… (1) 

𝑆(𝑦) gjithashtu mund të paraqitet edhe në formën  

𝑆(𝑦) = 1 +∑𝑐𝑜𝑠(𝑛𝑦) + 𝑖

𝑚

𝑛=1

∑𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑦), … (2)

𝑚

𝑛=1

 

Duke barazuar pjesët imagjinare të (1) dhe (2) marrim  

−
𝑐𝑜𝑠 (𝑚 +

1
2) 𝑦

2𝑠𝑖𝑛
𝑦
2

+
𝑐𝑜𝑠

𝑦
2

2𝑠𝑖𝑛
𝑦
2

= ∑𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑦)

𝑚

𝑛=1

 

Vëmë 𝑦 = 2𝑡, kështu do të marrim: 

−
𝑐𝑜𝑠(2𝑚 + 1)𝑡

𝑠𝑖𝑛𝑡
+ 𝑐𝑜𝑡(𝑡) = 2∑𝑠𝑖𝑛(2𝑛𝑡)

𝑚

𝑛=1

 

Barazimin e fundit e integrojmë në kufijtë 𝑥 dhe 
𝜋

2
 

−∫
cos(2𝑚 + 1) 𝑡

𝑠𝑖𝑛𝑡

𝜋
2

𝑥

𝑑𝑡 +∫ 𝑐𝑜𝑡(𝑡)

𝜋
2

𝑥

𝑑𝑡 = 2∑∫𝑠𝑖𝑛(2𝑛𝑡)𝑑𝑡

𝜋
2

𝑥

𝑚

𝑛=1

 

Janë të vërteta relacionet e mëposhtme 
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∫ 𝑠𝑖𝑛(2𝑛𝑡)𝑑𝑡

𝜋
2

𝑥

=
cos(2𝑛𝑥) − (−1)𝑛

2𝑛
 

dhe 

∫𝑐𝑜𝑡(𝑡)𝑑𝑡 = −𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛𝑥

𝜋
2

𝑥

 

pra, 

−∫
cos(2𝑚 + 1) 𝑡

𝑠𝑖𝑛𝑡
𝑑𝑡 − 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛𝑥 = ∑

𝑐𝑜𝑠(2𝑛𝑥)

𝑛
−∑

(−1)𝑛

𝑛

𝑚

𝑛=1

𝑚

𝑛=1

𝜋
2

𝑥

 

− lim
𝑚→∞

∫
cos(2𝑚 + 1) 𝑡

𝑠𝑖𝑛𝑡
𝑑𝑡 − lim

𝑚→∞
𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛𝑥 = lim

𝑚→∞
∑

𝑐𝑜𝑠(2𝑛𝑥)

𝑛
− lim
𝑚→∞

∑
(−1)𝑛

𝑛

𝑚

𝑛=1

𝑚

𝑛=1

𝜋
2

𝑥

 

Meqë  

𝑙𝑛(1 + 𝑥) = −∑
(−1)𝑛𝑥𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

 

për 𝑥 = 1 marrim 

𝑙𝑛2 = −∑
(−1)𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

 

Kurse,  

− lim
𝑚→∞

∫
cos(2𝑚 + 1) 𝑡

𝑠𝑖𝑛𝑡
𝑑𝑡 = 0

𝜋
2

𝑥

, 

Sepse këtë na e siguron lema e Reiman-Lesbegue-t, të cilën po e japim më poshtë: 

Lemë3.4 (Reiman-Lesbegue-t) Nëse funksioni 𝑓(𝑡) është absolutisht i integrueshëm në 

intervalin (𝑎, 𝑏), atëherë  

lim
𝑚→∞

∫𝑓(𝑡)𝑐𝑜𝑠(𝑚𝑡)𝑑𝑡 = 0

𝑏

𝑎
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Në rastin tonë,  

𝑓(𝑡) =
1

𝑠𝑖𝑛𝑡
 

i cili është absolutisht i integrueshëm në  

0 ≤ 𝑥 ≤
𝜋

2
 

sepse në këtë interval  

|𝑓(𝑡)| < ∞ 

Kështu, ngelet që  

𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛𝑥 = ∑
𝑐𝑜𝑠(2𝑛𝑥)

𝑛
− 𝑙𝑛2

∞

𝑛=1

∕∙ 𝑥 

𝑥𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛𝑥 = ∑
1

𝑛
𝑥𝑐𝑜𝑠(2𝑛𝑥) − 𝑥𝑙𝑛2

∞

𝑛=1

 

Integrojmë barazimin e fundit prej 0 deri në  
𝜋

2
 dhe marrim  

∫𝑥𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 = −∑
1

𝑛
∫𝑥𝑐𝑜𝑠(2𝑛𝑥)𝑑𝑥 + 𝑙𝑛(2)∫ 𝑥𝑑𝑥

𝜋
2

0

𝜋
2

0

∞

𝑛=1

𝜋
2

0

 

Duke shfrytëzuar integrimin me pjesë tregohet që  

∫𝑥𝑐𝑜𝑠(2𝑛𝑥)𝑑𝑥 = {
−
1

2𝑛2
, 𝑛 − 𝑡𝑒𝑘

0, 𝑛 − ç𝑖𝑓𝑡

𝜋
2

0

 

pra, 

∫𝑥𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 =
1

2
∑

1

(2𝑛 − 1)3
−
𝜋2

8
𝑙𝑛2

∞

𝑛=1

=
1

2
(∑

1

𝑛3
−∑

1

(2𝑛)3

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

)

𝜋
2

0

−
𝜋2

8
𝑙𝑛2 = 

=
7

16
𝜁(3) −

𝜋2

8
𝑙𝑛2 
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3.8 Lidhja e konstantës së Archimede-it (𝝅), konstantës së 

Apery-it (𝜻(𝟑))  dhe konstantës së Catalan-it (𝑮), përmes një  

integrali 

Pohim3.26 ([54])  

𝑖)∫
𝑑𝑥

(1 + 𝑥𝑦)√1 − 𝑥2
=
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑦

√1 − 𝑦2

1

0

, 𝑦 ∈ (−1,1) 

𝑖𝑖) 𝐺𝜋 −
7

4
𝜁(3) = ∫∫

𝑙𝑛 (𝑐𝑜𝑠
𝑥
2) − 𝑙𝑛 (𝑐𝑜𝑠

𝑦
2)

𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑥

𝜋
2

0

𝜋
2

0

 

ku, 

𝐺 = 1 −
1

32
+
1

52
−
1

72
+
1

92
−⋯ 

Vërtetim  

𝑖) ∫
𝑑𝑥

(1 + 𝑥𝑦)√1 − 𝑥2
= |

𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑡
𝑑𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑡𝑑𝑡

| = ∫
𝑑𝑡

1 + 𝑦𝑠𝑖𝑛𝑡
= ∫

𝑑𝑡

(𝑐𝑜𝑠
𝑡
2)

2

(𝑡𝑎𝑛
𝑡
2)

2

+ 2𝑦𝑡𝑎𝑛
𝑡
2 + 1

𝜋
2

0

𝜋
2

0

1

0

 

= |
|

𝑢 = 𝑡𝑎𝑛
𝑡

2

𝑑𝑢 = 2
𝑑𝑡

(𝑐𝑜𝑠
𝑡
2)

2
|
| = 2∫

𝑑𝑢

𝑢2 + 2𝑦𝑢 + 1
= 2∫

𝑑𝑢

(𝑢 + 𝑦)2 + (√1 − 𝑦2)
2 =

1

0

1

0

 

= |
𝑢 + 𝑦 = 𝑡
𝑑𝑢 = 𝑑𝑡

| =
2

√1 − 𝑦2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛√

1 − 𝑦

1 + 𝑦
= |

𝑣𝑙𝑒𝑛 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎

2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛√
1 − 𝛼

1 + 𝛼
= 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝛼

| = 

=
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑦

√1 − 𝑦2
 

𝑖𝑖) Le të jetë  

𝐼 = ∫

(

 ∫
𝑙𝑛 (𝑐𝑜𝑠

𝑥
2) − 𝑙𝑛 (𝑐𝑜𝑠

𝑦
2)

𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑦

𝜋
2

0

𝑑𝑥

)

 𝑑𝑦 =

𝜋
2

0
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= ∫

(

 
 
∫

𝑙𝑛 (√
1 + 𝑐𝑜𝑠𝑥

2 ) − 𝑙𝑛 (√
1 + 𝑐𝑜𝑠𝑦

2 )

𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑦
𝑑𝑥

𝜋
2

0

)

 
 
𝑑𝑦 =

𝜋
2

0

|
𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑓
𝑐𝑜𝑠𝑦 = 𝑔

| = 

=
1

2
∫∫

(𝑙𝑛(1 + 𝑓) − 𝑙𝑛(1 + 𝑔))

(𝑓 − 𝑔)√1 − 𝑓2√1 − 𝑔2

1

0

1

0

𝑑𝑓𝑑𝑔 

Pasi që  

𝑙𝑛(1 + 𝑓) − 𝑙𝑛(1 + 𝑔) = ∫(
𝑓

1 + 𝑡𝑓
−

𝑔

1 + 𝑡𝑔
)𝑑𝑡

1

0

 

atëherë 

𝐼 =
1

2
∫∫∫

𝑓 + 𝑓𝑡𝑔 − 𝑔 − 𝑔𝑡𝑓
(1 + 𝑡𝑓)(1 + 𝑡𝑔)

(𝑓 − 𝑔)√1 − 𝑓2√1 − 𝑔2
𝑑𝑡𝑑𝑓𝑑𝑔 =

1

0

1

0

1

0

 

=
1

2
∫(∫(∫

1

(1 + 𝑡𝑓)(1 + 𝑡𝑔)√1 − 𝑓2√1 − 𝑔2
𝑑𝑡

1

0

)𝑑𝑓

1

0

)𝑑𝑔 =

1

0

 

=
1

2
∫∫

1

(1 + 𝑡𝑔)√1 − 𝑔2
∫

𝑑𝑓

(1 + 𝑡𝑓)√1 − 𝑓2
𝑑𝑔

1

0

𝑑𝑡 =⏞
(𝑖)1

2
∫
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑡

√1 − 𝑡2
∙
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑡

√1 − 𝑡2
𝑑𝑡 =

1

0

1

0

1

0

 

=
1

2
∫
(𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑡)2𝑑𝑡

1 − 𝑡2
= |

𝑡 = 𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑑𝑡 = −𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥

| = −
1

2
∫

𝑥2

(1 − (𝑐𝑜𝑠𝑥)2)
(−𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑑𝑥 =

0

𝜋
2

1

0

 

= −
1

2
∫
𝑥2

𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥 = | 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑜𝑗𝑚ë 𝑚𝑒 𝑝𝑗𝑒𝑠ë| = −∫ 𝑥𝑙𝑛 (𝑡𝑎𝑛

𝑥

2
)𝑑𝑥 = |

𝑥

2
= 𝑦

𝑑𝑥 = 2𝑑𝑦
| =

𝜋
2

0

𝜋
2

0

 

= −4∫𝑦𝑙𝑛(𝑡𝑎𝑛𝑦)𝑑𝑦

𝜋
4

0

= |𝑧𝑏ë𝑟𝑡ℎ𝑒ℎ𝑒𝑡 𝑓𝑢𝑛𝑘𝑠𝑖𝑜𝑛𝑖𝑛 𝑙𝑛(𝑡𝑎𝑛(𝑦)) 𝑛ë 𝑠𝑒𝑟𝑖 𝐹𝑢𝑟𝑖𝑒| = 

= 8∫𝑦∑
𝑐𝑜𝑠(2(2𝑘 − 1)𝑦)

2𝑘 − 1
𝑑𝑦 = 8∑∫𝑦

𝑐𝑜𝑠(2(2𝑘 − 1)𝑦)

2𝑘 − 1
𝑑𝑦

𝜋
4

0

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

=

𝜋
4

0
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=∑(𝜋
(−1)𝑘−1

(2𝑘 − 1)2
−

2

(2𝑘 − 1)3
)

∞

𝑘=1

= 𝜋∑
(−1)𝑘−1

(2𝑘 − 1)2
− 2∑

1

(2𝑘 − 1)3
=

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

 

= 𝜋𝐺 − 2(∑
1

𝑘3
−∑

1

(2𝑘)3

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

) = 𝜋𝐺 − 2 ∙
7

8
∑

1

𝑘3

∞

𝑘=1

= 𝜋𝐺 −
7

4
𝜁(3) 

3.9 Lidhja e disa integraleve me logaritmin natyror 

Pohim3.27([45]) 

∫
𝑙𝑛𝑥

(𝑥 + 𝑎)2 + 𝑏2

∞

0

𝑑𝑥 =
𝑙𝑛√𝑎2 + 𝑏2

𝑏
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑏

𝑎
 

Vërtetim Le të jetë  

𝑓(𝑧) = 𝑙𝑛𝑧
1

(𝑧 + 𝑎)2 + 𝑏2
 

dhe 

𝐹(𝑧) =
(𝑙𝑛(𝑧))

2

(𝑧 + 𝑎 − 𝑏𝑖)(𝑧 + 𝑎 + 𝑏𝑖)
 

𝑓(𝑧) ka pole të thjeshta në pikat 𝑧 = −𝑎 ± 𝑖𝑏.  

Rezidiumi në pikën 𝑧 = −𝑎 + 𝑖𝑏 

Res
𝑧=−𝑎+𝑖𝑏

𝐹(𝑧) = lim
𝑧→−𝑎+𝑖𝑏

(𝑧—(𝑎 + 𝑖𝑏))
(𝐿𝑛(𝑧))

2

(𝑧 + 𝑎 − 𝑏𝑖)(𝑧 + 𝑎 + 𝑏𝑖)

= lim
𝑧→−𝑎+𝑖𝑏

(𝐿𝑛(𝑧))
2

(𝑧 + 𝑎 + 𝑏𝑖)
= 

=
(𝐿𝑛(−𝑎 + 𝑖𝑏))

2

−2𝑖𝑏
 

Kurse rezidiumi në pikën 𝑧 = −𝑎 − 𝑖𝑏 

Res
𝑧=−𝑎+𝑖𝑏

𝐹(𝑧) =
(𝐿𝑛(−𝑎 − 𝑖𝑏))

2

−2𝑖𝑏
 

Atëherë 

∫
𝑙𝑛𝑥

(𝑥 + 𝑎)2 + 𝑏2

∞

0

𝑑𝑥 = −
1

2
𝑅𝑒 [ Res

𝑧=−𝑎+𝑖𝑏
𝐹(𝑧) + Res

𝑧=−𝑎+𝑖𝑏
𝐹(𝑧)] = 
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= −
1

2
𝑅𝑒
(𝐿𝑛(−𝑎 + 𝑖𝑏))

2
+ (𝐿𝑛(−𝑎 − 𝑖𝑏))

2

2𝑖𝑏
= 

= −
1

2
𝑅𝑒

(𝑙𝑛√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑖𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (−
𝑏
𝑎))

2

− (𝑙𝑛√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑖𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
𝑏
𝑎)

2

2𝑖𝑏
= 

= −
1

2
𝑅𝑒

[
 
 
 
 
(𝑙𝑛√𝑎2 + 𝑏2)

2
+ 2𝑖𝑙𝑛√𝑎2 + 𝑏2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (−

𝑏
𝑎)

2𝑖𝑏
+

−(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (−
𝑏
𝑎))

2

2𝑖𝑏

−
𝑙𝑛2√𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑖𝑙𝑛√𝑎2 + 𝑏2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑏
𝑎 + (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑏
𝑎)

2

2𝑖𝑏

]
 
 
 
 

= 

= −
1

2
𝑅𝑒

[
 
 
 
 
 

(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (−
𝑏

𝑎
) − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑏

𝑎
) ∙
𝑙𝑛√𝑎2 + 𝑏2

𝑏

+
1

𝑖

(

  
 
((𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (−

𝑏
𝑎))

2

− (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
𝑏
𝑎)

2

)

2𝑏

)

  
 

]
 
 
 
 
 

= 

= −
1

2
[(−2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑏

𝑎
) ∙
𝑙𝑛√𝑎2 + 𝑏2

𝑏
] =

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
𝑏
𝑎

𝑏
𝑙𝑛√𝑎2 + 𝑏2 = 

=
𝑙𝑛√𝑎2 + 𝑏2

𝑏
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑏

𝑎
 

 

Pohim3.28 ([37])   

𝑖)∫
1 − 𝑒−𝑐𝑥

𝑥

∞

0

𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥)𝑑𝑥 =
1

2
𝑙𝑛 (

𝑏2 + 𝑐2

𝑏2
) 

𝑖𝑖) ∫
𝑒−𝑟𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑝𝑥) − 𝑒−𝑠𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑞𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 =

1

2
𝑙𝑛 (

𝑞2 + 𝑠2

𝑝2 + 𝑟2
)

∞

0
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Vërtetim  

𝑖) Shfrytëzojmë faktin  

∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥)𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑥 =
𝑦

𝑏2 + 𝑦2

∞

0

 

nëse e integrojmë anë për anë prej 0 deri 𝑐, për 𝑐 ≥ 0, atëherë kemi: 

∫(∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥)𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑥

∞

0

)𝑑𝑦 = ∫
𝑦

𝑏2 + 𝑦2
𝑑𝑦

𝑐

0

𝑐

0

 

|𝑛𝑑ë𝑟𝑟𝑜𝑗𝑚ë 𝑟𝑒𝑛𝑑𝑖𝑛 𝑒 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑖𝑚𝑖𝑡 𝑛ë 𝑎𝑛ë𝑛 𝑒 𝑚𝑎𝑗𝑡ë| 

∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥)(∫𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑦

𝑐

0

)𝑑𝑥 = ∫
𝑦

𝑏2 + 𝑦2
𝑑𝑦

𝑐

0

∞

0

 

pasi që, 

∫𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑦 = −
𝑒−𝑥𝑦

𝑥
|
𝑐
0
=
1 − 𝑒−𝑐𝑥

𝑥

𝑐

0

 

dhe 

∫
𝑦

𝑏2 + 𝑦2
𝑑𝑦

𝑐

0

= |

𝑢 = 𝑏2 + 𝑦2

𝑑𝑦 =
𝑑𝑢

2𝑦

| = ∫
𝑑𝑢

𝑢
=
1

2
𝑙𝑛
𝑏2 + 𝑐2

𝑏2

𝑏2+𝑐2

𝑏2

 

Kështu fituam që,  

∫
1 − 𝑒−𝑐𝑥

𝑥
𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥)𝑑𝑥 =

1

2
𝑙𝑛
𝑏2 + 𝑐2

𝑏2

∞

0

 

𝑖𝑖) Nëse te integrali nën 𝑖) marrim 𝑐 = 𝑟 dhe 𝑏 = 𝑝 atëherë kemi: 

∫
1 − 𝑒−𝑟𝑥

𝑥
𝑐𝑜𝑠(𝑝𝑥)𝑑𝑥 =

1

2
𝑙𝑛
𝑝2 + 𝑟2

𝑝2

∞

0

 

gjithashtu marrim edhe 𝑐 = 𝑠 dhe 𝑏 = 𝑞 dhe do të fitojmë 
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∫
1 − 𝑒−𝑠𝑥

𝑥
𝑐𝑜𝑠(𝑞𝑥)𝑑𝑥 =

1

2
𝑙𝑛
𝑞2 + 𝑠2

𝑞2

∞

0

 

3.10 Paraqitje të funksionit gama, përmes integraleve 

Pohim3.29 ([37]) 

∫
𝑠𝑖𝑛𝑏𝑥

𝑥𝑝
=

𝑏𝑝−1𝜋

2Γ(𝑝)𝑠𝑖𝑛
𝑝𝜋
2

, (0 < 𝑝 < 2)

∞

0

 

Vërtetim Le të marrim integralin e dyfisht 

∫ ∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥)𝑦𝑝−1𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦

∞

0

∞

0

 

të tillë që ndërrimi i rendit të integrimit nuk ndikon në vlerën e integralit, atëherë marrim: 

∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥)(∫ 𝑦𝑝−1𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑦

∞

0

)𝑑𝑥 = ∫ 𝑦𝑝−1(∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥)𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑥

∞

0

)𝑑𝑦, … (1)

∞

0

∞

0

 

Le të shohim anën e djathtë të (1), më saktësisht zgjidhim 

∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥)𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑥 = |
𝑢 = 𝑠𝑖𝑛𝑏𝑥 𝑑𝑣 = 𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑥

𝑑𝑢 = 𝑏𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥 𝑣 = −
1

𝑦
𝑒−𝑥𝑦

| = −
𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥)𝑒−𝑥𝑦

𝑦
|
∞
0

∞

0

+ 

+∫
𝑒−𝑥𝑦𝑏𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥

𝑦

∞

0

𝑑𝑥 =
𝑏

𝑦
∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥)𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑥 = |

𝑧 = 𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥
𝑑𝑧 = −𝑏𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥)𝑑𝑥

𝑑𝑓 = 𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑥

𝑓 = −
1

𝑦
𝑒−𝑥𝑦

| =

∞

0

 

= −
𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥)𝑒−𝑥𝑦

𝑦
|
∞
0
−
𝑏

𝑦
∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥)𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑥 =

𝑏

𝑦

∞

0

(
1

𝑦
−
𝑏

𝑦
∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥)𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑥

∞

0

) 

pra, 

∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥)𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑥 =
𝑏

𝑦2
−
𝑏2

𝑦2
∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥)𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑥

∞

0

∞

0

⇒ 

∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥)𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑥 =
𝑏

𝑏2 + 𝑦2
, ⇒

∞

0
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∫ 𝑦𝑝−1(∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥)𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑥

∞

0

)𝑑𝑦 = ∫ 𝑦𝑝−1
𝑏

𝑏2 + 𝑦2
𝑑𝑦 =

1

𝑏
∫

𝑦𝑝−1

1 + (
𝑦
𝑏
)
2 𝑑𝑦 =

∞

0

∞

0

∞

0

 

= |

𝑦

𝑏
= 𝑡

𝑑𝑦 = 𝑏𝑑𝑡
| = 𝑏𝑝−1∫

𝑡𝑝−1

1 + 𝑡2
𝑑𝑡 =

∞

0

𝑏𝑝−1
𝜋

2𝑠𝑖𝑛 (
𝑝𝜋
2 )

 

pra, kemi që 

∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥)(∫ 𝑦𝑝−1𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑦

∞

0

)𝑑𝑥 =

∞

0

𝑏𝑝−1
𝜋

2𝑠𝑖𝑛 (
𝑝𝜋
2 )

,… (1′) 

Shohim tash anën e majtë të (1′), konkretisht 

∫ 𝑦𝑝−1𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑦 = |

𝑥𝑦 = 𝑧

𝑑𝑦 =
𝑑𝑧

𝑥

| = ∫
𝑧𝑝−1𝑒−𝑧

𝑥𝑝
𝑑𝑧 =

1

𝑥𝑝
Γ(𝑝)

∞

0

∞

0

 

kështu që për (1′) do të marrim  

∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥)(∫ 𝑦𝑝−1𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑦

∞

0

)𝑑𝑥 =

∞

0

∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥)
1

𝑥𝑝
Γ(𝑝)𝑑𝑥 = Γ(𝑝)∫

𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥)

𝑥𝑝

∞

0

∞

0

𝑑𝑥,… (1′′) 

Duke shfrytëzuar (1′) dhe (1′′) marrim:  

Γ(𝑝)∫
𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥)

𝑥𝑝

∞

0

𝑑𝑥 =
𝑏𝑝−1𝜋

2𝑠𝑖𝑛 (
𝑝𝜋
2 )

 

Nëse në këtë formulë marrim 𝑏 = 1 dhe 𝑝 = 1 fitojmë integralin Dirihle 

∫
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
𝑑𝑥 =

10𝜋

2Γ(1)𝑠𝑖𝑛 (
𝜋
2)
=
𝜋

2

∞

0

 

Pohim3.30 ([37]) 

∫
𝑠𝑖𝑛(𝑥𝑞)

𝑥𝑞
𝑑𝑥 =

Γ (
1
𝑞)

𝑞 − 1
𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

2𝑞
) , (𝑞 > 1)

∞

0

 

Vërtetim Nisemi nga integrali  
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∫
𝑠𝑖𝑛(𝑥𝑞)

𝑥𝑞
𝑑𝑥 =

|

|

|

𝑢 = 𝑥𝑞

𝑑𝑢 = 𝑞𝑥𝑞−1𝑑𝑥

𝑑𝑥 =
𝑑𝑢

𝑞𝑢
𝑞−1
𝑞

𝑥 = 𝑢
1
𝑞

𝑥𝑞−1 = 𝑢
𝑞−1
𝑞

|

|

|

= ∫
𝑠𝑖𝑛𝑢

𝑢

𝑑𝑢

𝑞𝑢
𝑞−1
𝑞

=
1

𝑞
∫
𝑠𝑖𝑛(𝑢)𝑑𝑢

𝑢
2−
1
𝑞

=

∞

0

∞

0

∞

0

 

= |𝑘𝑦 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑙 ë𝑠ℎ𝑡ë 𝑖 𝑡ë 𝑛𝑗ë𝑗𝑡ë𝑠 𝑓𝑜𝑟𝑚ë 𝑚𝑒 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑙𝑖𝑛 𝑛ë 𝑝𝑜ℎ𝑖𝑚𝑖𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑝𝑟𝑎𝑘; 𝑓𝑖𝑡𝑜ℎ𝑒𝑡 

𝑘𝑢𝑟 𝑡𝑒 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑙𝑖 𝑖 𝑚ë𝑠𝑖𝑝ë𝑟𝑚 𝑚𝑒𝑟𝑟𝑒𝑡 𝑏 = 1 𝑑ℎ𝑒 𝑝 = 2 −
1

𝑞
| = 

=
1

𝑞

𝜋

2Γ (2 −
1
𝑞) 𝑠𝑖𝑛 ((2 −

1
𝑞)
𝜋
2)

 

pasi që  

𝑠𝑖𝑛 ((2 −
1

𝑞
)
𝜋

2
) = 𝑠𝑖𝑛 (𝜋 −

𝜋

2𝑞
) = 𝑠𝑖𝑛

𝜋

2𝑞
 

kështu marrim: 

∫
𝑠𝑖𝑛(𝑥𝑞)

𝑥𝑞
𝑑𝑥 =

𝜋

2𝑞Γ (2 −
1
𝑞) 𝑠𝑖𝑛

𝜋
2𝑞

∞

0

 

gjithashtu, 

Γ (2 −
1

𝑞
) = Γ (1 + 1 −

1

𝑞
) = |

𝑠ℎ𝑓𝑟𝑦𝑡ë𝑧𝑜𝑗𝑚ë

Γ(𝑧 + 1) = 𝑧!
| = (1 −

1

𝑞
) ! = |

𝑠ℎ𝑓𝑟𝑦𝑡ë𝑧𝑜𝑗𝑚ë

𝑧! = 𝑧(𝑧 − 1)!
| = 

= (1 −
1

𝑞
) (−

1

𝑞
) ! 

atëherë, 

∫
𝑠𝑖𝑛(𝑥𝑞)

𝑥𝑞

∞

0

𝑑𝑥 =
𝜋

2𝑞 (1 −
1
𝑞) (−

1
𝑞) ! 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
2𝑞)

=
𝜋

2(𝑞 − 1) (−
1
𝑞) ! 𝑠𝑖𝑛

𝜋
2𝑞

 

Meqë,  

Γ(𝑧)Γ(1 − 𝑧) =
𝜋

𝑠𝑖𝑛𝜋𝑧
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(𝑧 − 1)! (1 − 𝑧 − 1)! =
𝜋

𝑠𝑖𝑛𝜋𝑧
 

𝑧(𝑧 − 1)! (−𝑧)!

𝑧
=

𝜋

𝑠𝑖𝑛𝜋𝑧
 

(−𝑧)! =
𝑧𝜋

𝑧! 𝑠𝑖𝑛𝜋𝑧
 

atëherë 

(−
1

𝑞
) ! =

1
𝑞 𝜋

(
1
𝑞) ! 𝑠𝑖𝑛

𝜋
𝑞

⇒ 

∫
𝑠𝑖𝑛(𝑥𝑞)

𝑥𝑞
𝑑𝑥 =

𝜋

2(𝑞 − 1)

1
𝑞 𝜋

(
1
𝑞) ! 𝑠𝑖𝑛

𝜋
𝑞

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋
2𝑞)

=
(
1
𝑞) ! 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
𝑞)

2(𝑞 − 1)
1
𝑞 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
2𝑞)

=

∞

0

 

=
(
1
𝑞) ! 2𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
2𝑞) 𝑐𝑜𝑠 (

𝜋
2𝑞)

2(𝑞 − 1)
1
𝑞 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
2𝑞)

=
1

𝑞 − 1

(
1
𝑞) !

1
𝑞

𝑐𝑜𝑠
𝜋

2𝑞
= |
𝑠ℎ𝑓𝑟𝑦𝑡ë𝑧𝑜𝑗𝑚ë
𝑧!

𝑧
= (𝑧 − 1)!

| = 

=
1

𝑞 − 1
(
1

𝑞
− 1) ! 𝑐𝑜𝑠

𝜋

2𝑞
=

1

𝑞 − 1
Γ (
1

𝑞
) 𝑐𝑜𝑠

𝜋

2𝑞
, (𝑞 > 1) 

Pohim3.31 ([37]) 

∫
𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥

𝑥𝑝
𝑑𝑥 =

𝑏𝑝−1𝜋

2Γ(𝑝)𝑐𝑜𝑠
𝑝𝜋
2

, (0 < 𝑝 < 1)

∞

0

 

Vërtetim Në këtë rast e marrim integralin e dyfisht 

∫ ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥)𝑦𝑝−1𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦

∞

0

∞

0

, 

nën supozimin që ndërrimi i rendit të integrimit nuk  ndikon në vlerën e integralit, pra 

∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥)(∫ 𝑦𝑝−1𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑦

∞

0

)𝑑𝑥 = ∫ 𝑦𝑝−1(∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥)𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑥

∞

0

)𝑑𝑦

∞

0

∞

0

 

Duke shfrytëzuar integrimin me pjesë tregohet që  
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∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥)𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑥 =
𝑦

𝑏2 + 𝑦2

∞

0

 

gjithashtu, si në pohimin paraprak, tregohet që    

∫ 𝑦𝑝−1
𝑦

𝑏2 + 𝑦2
𝑑𝑦 =

𝑏𝑝−1𝜋

2𝑐𝑜𝑠
𝑝𝜋
2

∞

0

 

gjithashtu edhe  

∫ 𝑦𝑝−1𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑦 =
1

𝑥𝑝
Γ(𝑝)

∞

0

 

pra,  

∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥)
1

𝑥𝑝

∞

0

Γ(𝑝)𝑑𝑥 =
𝑏𝑝−1𝜋

2𝑐𝑜𝑠
𝑝𝜋
2

,⇒ 

∫
cos (𝑏𝑥)

𝑥𝑝
𝑑𝑥 =

𝑏𝑝−1𝜋

2Γ(𝑝)𝑐𝑜𝑠
𝑝𝜋
2

, (0 < 𝑝 < 1)

∞

0

 

Pohim3.32 ([37]) 

𝑖)∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥𝑘)𝑑𝑥 =
Γ (
1
𝑘
) 𝑠𝑖𝑛

𝜋
2𝑘

𝑘𝑏
1
𝑘

∞

0

, (𝑏 > 0, 𝑘 > 1) 

 

𝑖𝑖) ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥𝑘)𝑑𝑥 =
Γ (
1
𝑘
) 𝑐𝑜𝑠

𝜋
2𝑘

𝑘𝑏
1
𝑘

, (𝑏 > 0, 𝑘 > 1)

∞

0

 

Vërtetim  

𝑖) Nisemi nga fakti që  

 

∫
𝑠𝑖𝑛𝑏𝑢

𝑢𝑝
𝑑𝑢 =

𝑏𝑝−1𝜋

2Γ(𝑝)𝑠𝑖𝑛
𝑝𝜋
2

∞

0

 

Le të marrim  zëvendësimin  

𝑝 = 1 −
1

𝑘
⇒ 
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∫
𝑠𝑖𝑛𝑏𝑢

𝑢1−
1
𝑘

𝑑𝑢 =
𝑏−

1
𝑘𝜋

2Γ (1 −
1
𝑘
) 𝑠𝑖𝑛

(1 −
1
𝑘
)𝜋

2

∞

0

 

 

∫ 𝑢
1
𝑘
𝑠𝑖𝑛𝑏𝑢

𝑢
𝑑𝑢 =

𝜋

2𝑏
1
𝑘Γ (1 −

1
𝑘
) 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
2 −

𝜋
2𝑘
)

∞

0

 

Le të vëmë 𝑢 = 𝑥𝑘 ⇒ 𝑑𝑢 = 𝑏𝑥𝑘−1𝑑𝑥, atëherë  

∫ 𝑥
𝑠𝑖𝑛𝑏𝑥𝑘

𝑥𝑘
𝑏𝑥𝑘−1𝑑𝑥 =

𝜋

2𝑏
1
𝑘Γ (1 −

1
𝑘
) 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
2 −

𝜋
2𝑘
)

∞

0

 

∫ 𝑠𝑖𝑛𝑏𝑥𝑘𝑑𝑥 =
𝜋

2𝑘𝑏
1
𝑘Γ (1 −

1
𝑘
) 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
2 −

𝜋
2𝑘
)

∞

0

 

Nga formula e refleksionit për funksionin gama 

Γ (
1

𝑘
) Γ (1 −

1

𝑘
) =

𝜋

𝑠𝑖𝑛
𝜋
𝑘

⇒ 

Γ (1 −
1

𝑘
) =

𝜋

Γ (
1
𝑘
) 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
𝑘
)
 

gjithashtu, 

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

2
−
𝜋

2𝑘
) = 𝑐𝑜𝑠

𝜋

2𝑘
 

kështu që, 

∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥𝑘)𝑑𝑥 =
𝜋

2𝑘𝑏
1
𝑘

𝜋

Γ (
1
𝑘
) 𝑠𝑖𝑛

𝜋
𝑘

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋
2 −

𝜋
2𝑘
)
=
Γ (
1
𝑘
) ∙ 2𝑠𝑖𝑛

𝜋
2𝑘
𝑐𝑜𝑠

𝜋
2𝑘

2𝑘𝑏
1
𝑘𝑐𝑜𝑠

𝜋
2𝑘

∞

0

 

përfundimisht, 

∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥𝑘)𝑑𝑥 =
Γ (
1
𝑘
) 𝑠𝑖𝑛

𝜋
2𝑘

𝑘𝑏
1
𝑘

, (𝑏 > 0, 𝑘 > 1)

∞

0
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𝑖𝑖) Nisemi nga integrali  

∫
cos(𝑏𝑢) 𝑑𝑢

𝑢𝑝
=

𝑏𝑝−1𝜋

2Γ(𝑝)𝑐𝑜𝑠
𝑝𝜋
2

∞

0

 

Duke vënë  

𝑝 = 1 −
1

𝑘
 

pastaj 

𝑢 = 𝑥𝑘 

marrim: 

𝑘∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥𝑘)𝑑𝑥 =
𝑏𝑝−1𝜋

2Γ (1 −
1
𝑘
) 𝑐𝑜𝑠 (

𝜋
2 −

𝜋
2𝑘
)

∞

0

 

Meqë, 

𝑐𝑜𝑠 (
𝜋

2
−
𝜋

2𝑘
) = 𝑠𝑖𝑛

𝜋

2𝑘
, 

Γ (1 −
1

𝑘
) =

𝜋

Γ (
1
𝑘
) 𝑠𝑖𝑛

𝜋
𝑘

=
𝜋

2Γ (
1
𝑘
) 𝑠𝑖𝑛

𝜋
2𝑘
𝑐𝑜𝑠

𝜋
2𝑘

, 

atëherë, 

∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥𝑘)𝑑𝑥 =
Γ (
1
𝑘
) 𝑐𝑜𝑠

𝜋
2𝑘

𝑘𝑏
1
𝑘

∞

0

, (𝑏 > 0, 𝑘 > 1) 

Për 𝑏 = 1 dhe 𝑘 = 2 fitohet 

∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥2𝑑𝑥 = ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑥2𝑑𝑥 =
√𝜋

2√2

∞

0

∞

0

 

Përmendim edhe këtë se  

∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥3𝑑𝑥 ≠ ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑥3𝑑𝑥

∞

0

∞

0
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Pohim3.33 ([19]) 

∫
𝑥𝑎𝑑𝑥

(𝑚 + 𝑥𝑏)𝑐
=
𝑚
𝑎+1
𝑏
−𝑐

𝑏

Γ (
𝑎 + 1
𝑏
) Γ (𝑐 −

𝑎 + 1
𝑏
)

Γ(𝑐)
, (𝑎 > −1, 𝑏 > 0,𝑚 > 0, 𝑐 >

𝑎 + 1

𝑏
)

∞

0

 

Vërtetim Le të marrim zëvendësimin  

𝑥𝑏 = 𝑚(𝑡𝑎𝑛𝜃)2 ⇒ 𝑚 + 𝑥𝑏 = 𝑚(𝑠𝑒𝑐𝜃)2 ⇒ (𝑚 + 𝑥𝑏)𝑐 = 𝑚𝑐(𝑠𝑒𝑐𝜃)2𝑐 

𝑥 = 𝑚
1
𝑏(𝑡𝑎𝑛𝜃)(

2
𝑏
) ⇒ 𝑥𝑎 = 𝑚

𝑎
𝑏(𝑡𝑎𝑛𝜃)

2𝑎
𝑏 ⇒ 𝑑𝑥 =

2

𝑏
𝑚
1
𝑏(𝑡𝑎𝑛𝜃)

2
𝑏
−1(𝑠𝑒𝑐𝜃)2𝑑𝜃 

atëherë, 

∫
𝑥𝑎𝑑𝑥

(𝑚 + 𝑥𝑏)𝑐
= ∫

𝑚
𝑎
𝑏(𝑡𝑎𝑛𝜃)

2𝑎
𝑏

𝑚𝑐(𝑠𝑒𝑐𝜃)2𝑐

𝜋
2

0

∞

0

2

𝑏
𝑚
1
𝑏(𝑡𝑎𝑛𝜃)

2
𝑏
−1(𝑠𝑒𝑐𝜃)2𝑑𝜃 = 

=
𝑚
𝑎+1
𝑏
−𝑐

𝑏
∫
2(𝑠𝑖𝑛𝜃)

2𝑎
𝑏

(𝑐𝑜𝑠𝜃)
2𝑎
𝑏

(𝑠𝑖𝑛𝜃)
2
𝑏
−1

(𝑐𝑜𝑠𝜃)
2
𝑏
−1

1

(𝑐𝑜𝑠𝜃)2
(𝑐𝑜𝑠𝜃)2𝑐𝑑𝜃 =

𝜋
2

0

 

=
𝑚
𝑎+1
𝑏
−𝑐

𝑏
∫ 2(𝑠𝑖𝑛𝜃)

2𝑎+2
𝑏

−1(𝑐𝑜𝑠𝜃)2𝑐−
2𝑎+2
𝑏

−1𝑑𝜃

𝜋
2

0

= 

= |

2𝑎 + 2

𝑏
− 1 = 2𝑥 − 1 ⇒ 𝑥 =

𝑎 + 1

𝑏

2𝑐 −
2𝑎 + 2

𝑏
− 1 = 2𝑦 − 1 ⇒ 𝑦 = 𝑐 −

𝑎 + 1

𝑏

| =
𝑚
𝑎+1
𝑏
−𝑐

𝑏
𝐵 (
𝑎 + 1

𝑏
, 𝑐 −

𝑎 + 1

𝑏
) = 

=
𝑚
𝑎+1
𝑏
−𝑐

𝑏

Γ (
𝑎 + 1
𝑏
) Γ (𝑐 −

𝑎 + 1
𝑏
)

Γ (
𝑎 + 1
𝑏

+ 𝑐 −
𝑎 + 1
𝑏
)
=
𝑚
𝑎+1
𝑏
−𝑐

𝑏

Γ (
𝑎 + 1
𝑏
) Γ (𝑐 −

𝑎 + 1
𝑏
)

Γ(𝑐)
, 

(𝑎 > −1, 𝑏 > 0,𝑚 > 0, 𝑐 >
𝑎 + 1

𝑏
) 

Pohim3.34([19]) 

∫ 𝑡𝑎𝑒−𝑏𝑡
𝑐
𝑑𝑡 =

Γ (
𝑎 + 1
𝑐 )

𝑐𝑏
𝑎+1
𝑐 

∞

0

 

 (𝑏 dhe 𝑐 konstanta pozitive, kurse 𝑎 konstantë e tillë që 𝑎 > −1) 
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Vërtetim Le të marrim zëvendësimet 

|

|

𝑥 = 𝑏𝑡𝑐

1

𝑡𝑐−1
=
𝑏𝑥

1
𝑐
−1

𝑏
1
𝑐

𝑑𝑡 =
𝑥
1
𝑐
−1𝑑𝑥

𝑐𝑏
1
𝑐

|

|

 

kështu kemi 

∫ 𝑡𝑎𝑒−𝑏𝑡
𝑐
𝑑𝑡 =

1

𝑐𝑏
𝑎+1
𝑐

∫ 𝑥
𝑎+1
𝑐
−1𝑒−𝑥𝑑𝑥 =

Γ (
𝑎 + 1
𝑐 )

𝑐𝑏
𝑎+1
𝑐

∞

0

∞

0

 

Përmes kësaj formule mund të zgjidhim integralin  

∫ 𝑒−𝑥
2
𝑑𝑥

∞

0

 

duke marrë 

𝑎 = 0, 𝑏 = 1, 𝑐 = 2, 

pra,  

∫ 𝑒−𝑥
2
𝑑𝑥 =

Γ (
1
2)

2
=
√𝜋

2

∞

0

 

3.11 Paraqitja e funksionit digama (𝚿- funksioni), përmes 

integraleve 

 Pohim3.35([54]) Le të jetë 𝑠 > 0 numër real. 

𝑖)∫
𝑥𝑠−1

1 + 𝑥
𝑑𝑥 =

1

2
(Ψ (

1 + 𝑠

2
) − Ψ(

𝑠

2
) )

1

0

= Ψ(𝑠) − Ψ(
𝑠

2
) − 𝑙𝑛2 

𝑖𝑖)∫ 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥)𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥 =
1

2
(Ψ(

𝑠 + 2

4
) − Ψ(

𝑠

2
) −

2

𝑠
)

∞

0

 

ku Ψ(𝑠)- paraqet funksionin digama. 
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Vërtetim    

𝑖)∫
𝑥𝑠−1

1 + 𝑥
𝑑𝑥 = ∫𝑥𝑠−1∑(−1)𝑛−1𝑥𝑛−1𝑑𝑥 = ∫∑(−1)𝑛−1𝑥𝑠+𝑛−2𝑑𝑥 =

∞

𝑛=1

1

0

∞

𝑛=1

1

0

1

0

 

= ∑(−1)𝑛−1∫𝑥𝑠+𝑛−2𝑑𝑥 = ∑
(−1)𝑛−1

𝑠 + 𝑛 − 1
=

∞

𝑛=1

1

0

∞

𝑛=1

 

=∑
(−1)2𝑘−1

2𝑘 + 𝑠 − 1
+∑

(−1)2𝑘−1−1

2𝑘 + 𝑠 − 2
=∑(

1

2𝑘 + 𝑠 − 2
−

1

2𝑘 + 𝑠 − 1
) =

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

 

=
1

2
∑(

1

𝑘 +
𝑠 − 2
2

−
1

𝑘 +
𝑠 − 1
2

) =

∞

𝑘=1

 

=
1

2
∑(

1

𝑘
−

1

𝑘 +
𝑠 − 1
2

+
1

𝑘 +
𝑠 − 2
2

−
1

𝑘
)

∞

𝑘=1

= 

=
1

2
(∑(

1

𝑘
−

1

𝑘 +
𝑠 − 1
2

) +∑(
1

𝑘 +
𝑠 − 2
2

−
1

𝑘
)

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

) = 

=
1

2
(∑(

1

𝑘
−

1

𝑘 +
𝑠 − 1
2

) −∑(
1

𝑘
−

1

𝑘 +
𝑠 − 2
2

)

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

) = 

=
1

2
(∑(

1

𝑘 + 1
−

1

𝑘 + 1 +
𝑠 − 1
2

) −∑(
1

𝑘 + 1
−

1

𝑘 + 1 +
𝑠 − 2
2

)

∞

𝑘=0

∞

𝑘=0

) = 

=
1

2
(∑(

1

𝑘 + 1
−

1

𝑘 +
𝑠 + 1
2

)

∞

𝑘=0

−∑(
1

𝑘 + 1
−

1

𝑘 +
𝑠
2 .
)

∞

𝑘=0

) = 

=
1

2
(Ψ(

1 + 𝑠

2
) − 𝜓 (

𝑠

2
)) 

Tani, vërtetojmë që  

1

2
(Ψ(

1 + 𝑠

2
) − 𝜓 (

𝑠

2
)) = Ψ(𝑠) − Ψ(

𝑠

2
) − 𝑙𝑛2,                           … (1) 

por  paraprakisht tregojmë që  

Ψ(2𝑥) =
1

2
Ψ(𝑥) +

1

2
Ψ(𝑥 +

1

2
) + 𝑙𝑛2,                                    … (2) 

Nisemi nga, formula e Legendre-it 
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Γ(2𝑥) =
22𝑥−1Γ(𝑥)Γ (𝑥 +

1
2)

√𝜋
 ∕ 𝑙𝑛 

𝑙𝑛Γ(2𝑥) = 𝑙𝑛22𝑥−1 + 𝑙𝑛Γ(𝑥) + 𝑙𝑛Γ (𝑥 +
1

2
) − 𝑙𝑛√𝜋                              ∕′ 

2
Γ′(2𝑥)

Γ(2𝑥)
= 2𝑙𝑛2 +

Γ′(𝑥)

Γ(𝑥)
+
Γ′ (𝑥 +

1
2)

Γ (𝑥 +
1
2)

 

2Ψ(2𝑥) = 2𝑙𝑛2 + Ψ(𝑥) + Ψ(𝑥 +
1

2
) 

Ψ(2𝑥) = 𝑙𝑛2 +
1

2
Ψ(𝑥) +

1

2
Ψ(𝑥 +

1

2
) 

nëse te (2) e marrim  

𝑥 =
𝑠

2
⇒ Ψ(𝑠) =

1

2
Ψ(

𝑠

2
) +

1

2
Ψ(
𝑠 + 1

2
) + 𝑙𝑛2 ⇒ 

1

2
(Ψ (

𝑠 + 1

2
) − Ψ(

𝑠

2
)) = Ψ(𝑠) − Ψ(

𝑠

2
) − 𝑙𝑛2 

pra, 

∫
𝑥𝑠−1

1 + 𝑥
𝑑𝑥 = Ψ(𝑠) − Ψ(

𝑠

2
) − 𝑙𝑛2

1

0

 

   

𝑖𝑖)∫ t𝑎𝑛ℎ(𝑥) 𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥 =

∞

0 |

|

𝑥 = −𝑙𝑛√𝑡 ⇒ √𝑡 = 𝑒−𝑥 ⇒ 𝑡 = 𝑒−2𝑥

𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥) =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥
=
𝑒2𝑥 − 1 

𝑒2𝑥 + 1
=

1
𝑡 − 1

1
𝑡 + 1 

=
1 − 𝑡

1 + 𝑡

𝑑𝑥 = −
𝑑𝑡

2𝑡

|

|

= 

= −∫
1 − 𝑡

1 + 𝑡
(√𝑡)

𝑠 𝑑𝑡

2𝑡

0

1

=
1

2
∫
𝑡
𝑠
2
−1

1 + 𝑡
𝑑𝑡 −

1

2
∫
𝑡
𝑠
2
+1−1

1 + 𝑡
𝑑𝑡 =⏞

(𝑖)
1

0

1

0

 

 

=⏞
(𝑖)1

2
(Ψ(

𝑠

2
) − Ψ(

𝑠

4
) − 𝑙𝑛2 − (Ψ(

𝑠

2
+ 1) − Ψ(

𝑠
2 + 1

2
) − 𝑙𝑛2)) = 
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=
1

2
(Ψ (

𝑠

2
) − Ψ(

𝑠

4
) − 𝑙𝑛2 − Ψ(

𝑠 + 2

2
) + Ψ(

𝑠 + 2

4
) + 𝑙𝑛2) = 

=
1

2
(Ψ(

𝑠

2
) − Ψ(

𝑠

4
) − Ψ(

𝑠

2
+ 1) + Ψ(

𝑠 + 2

4
) ) = |

𝑣𝑙𝑒𝑛 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎

Ψ(𝑥 + 1) = Ψ(𝑥) +
1

𝑥

| 

=
1

2
(Ψ(

𝑠

2
) − Ψ(

𝑠

4
) − Ψ(

𝑠

2
) −

2

𝑠
+ Ψ(

𝑠 + 2

4
)) = 

=
1

2
(Ψ(

𝑠 + 2

4
) − Ψ(

𝑠

4
) −

2

𝑠
) 

3.12 Paraqitja e funksionit zeta, përmes integraleve 

Pohim3.36 ([20]) Le të jetë 𝑘 ≥ 2 një numër i plotë. 

∫{
1

√𝑥
𝑘 } 𝑑𝑥 =

𝑘

𝑘 − 1
− 𝜁(𝑘)

1

0

 

ku {. }-shënon pjesën thyesore, kurse 𝜁- funksionin zeta të Reiman-it. 

Vërtetim Nisemi nga  

∫{
1

√𝑥
𝑘 } 𝑑𝑥 = |

𝑥 =
1

𝑦𝑘

𝑑𝑥 = −𝑘𝑦−𝑘−1𝑑𝑦

| = 𝑘∫
{𝑦}

𝑦𝑘+1
𝑑𝑦 =

∞

0

1

0

 

= 𝑘 ∑ ∫
{𝑦}

𝑦𝑘+1
𝑑𝑦 = |

𝑦 = [𝑦] + {𝑦}

{𝑦} = 𝑦 − [𝑦] = 𝑦 −𝑚
| =

𝑚+1

𝑚

∞

𝑚=1

𝑘 ∑ ∫
𝑦 −𝑚

𝑦𝑘+1
𝑑𝑦 =

𝑚+1

𝑚

∞

𝑚=1

 

= 𝑘 ∑ (
1

−(𝑘 − 1)(𝑚 + 1)𝑘−1
+

1

(𝑘 − 1)𝑚𝑘−1
+𝑚(

1

𝑘(𝑚 + 1)𝑘
−

1

𝑘𝑚𝑘
)) =

∞

𝑚=1

 

=
𝑘

𝑘 − 1
∑ (

1

𝑚𝑘−1
−

1

(𝑚 + 1)𝑘−1
) +

𝑘

𝑘

∞

𝑚=1

∑ (
𝑚

(𝑚 + 1)𝑘
−
𝑚

𝑚𝑘
) =

𝑘

𝑘 − 1
𝑆1 + 𝑆2, … (1)

∞

𝑚=1

 

𝑆1 = lim
𝑛→∞

𝑆1
𝑛 = lim

𝑛→∞
∑ (

1

𝑚𝑘−1
−

1

(𝑚 + 1)𝑘−1
)

𝑛

𝑚=1

= lim
𝑛∞
(1 −

1

(𝑛 + 1)𝑘−1
) = 1 

𝑆2 = ∑ (
𝑚

(𝑚 + 1)𝑘
−
𝑚

𝑚𝑘
)

∞

𝑚=1

= ∑
𝑚

(𝑚 + 1)𝑘
− ∑

1

𝑚𝑘−1
= ∑

𝑚− 1

𝑚𝑘
− ∑

1

𝑚𝑘−1
=

∞

𝑚=1

∞

𝑚=2

∞

𝑚=1

∞

𝑚=1

 

= ∑
1

𝑚𝑘−1
− ∑

1

𝑚𝑘
− ∑

1

𝑚𝑘−1
= ∑

1

𝑚𝑘−1
− ∑

1

𝑚𝑘
− 1 − ∑

1

𝑚𝑘−1
=

∞

𝑚=2

∞

𝑚=2

∞

𝑚=2

∞

𝑚=1

∞

𝑚=2

∞

𝑚=2
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= −(∑ (
1

𝑚𝑘
) + 1

∞

𝑚=2

) = −∑
1

𝑚𝑘
= −𝜁(𝑘)

∞

𝑚=1

 

Duke zëvendësuar 𝑆1 dhe 𝑆2 te (1) marrim  

∫{
1

√𝑥
𝑘
} 𝑑𝑥 =

𝑘

𝑘 − 1
− 𝜁(𝑘), (𝑘 ≥ 2, 𝑘 ∈ ℤ)

1

0

 

Pohim3.37([20]) Le të jetë 𝑘 ≥ 2 numër i plotë. 

∫{
𝑘

√𝑥
𝑘 } 𝑑𝑥 =

𝑘

𝑘 − 1
− 𝑘𝑘 (𝜁(𝑘) −

1

1𝑘
−
1

2𝑘
−⋯−

1

𝑘𝑘
)

1

0

 

Vërtetim Fillojmë nga 

∫{
𝑘

√𝑥
𝑘 } 𝑑𝑥 = |

|
𝑥 =

𝑘𝑘

𝑦𝑘

𝑑𝑥 = −
𝑘𝑘+1

𝑦𝑘+1
𝑑𝑦
|
| = 𝑘𝑘+1∫

{𝑦}

𝑦𝑘+1
𝑑𝑦 = 𝑘𝑘+1 ∑ ∫

𝑦−𝑚

𝑦𝑘+1
𝑑𝑦 =

𝑚+1

𝑚

∞

𝑚=𝑘

∞

𝑘

1

0

 

=
𝑘𝑘+1

𝑘 − 1
∑ (

1

𝑚𝑘−1
−

1

(𝑚 + 1)𝑘−1
) + 𝑘𝑘 ∑𝑚(

1

(𝑚 + 1)𝑘
−
1

𝑚𝑘
) =

∞

𝑚=𝑘

∞

𝑚=𝑘

 

=
𝑘𝑘+1

𝑘 − 1
𝑆1 + 𝑘

𝑘𝑆2 ,                                                      … (1) 

𝑆1 = lim
𝑛→∞

𝑆1
𝑛 = lim

𝑛→∞
∑ (

1

𝑚𝑘−1
−

1

(𝑚 + 1)𝑘−1
)

𝑛

𝑚=𝑘

= lim
𝑛→∞

(
1

𝑘𝑘−1
−

1

(𝑛 + 1)𝑘−1
) =

1

𝑘𝑘−1
 

𝑆2 = ∑ (
𝑚

(𝑚 + 1)𝑘
−
𝑚

𝑚𝑘
) = ∑

𝑚+ 𝑘 − 1

(𝑚 + 𝑘)𝑘
− ∑

1

𝑚𝑘−1
=

∞

𝑚=𝑘

∞

𝑚=1

∞

𝑚=𝑘

 

= ∑
1

(𝑚 + 𝑘)𝑘−1
− ∑

1

(𝑚 + 𝑘)𝑘
− ∑

1

(𝑚 + 𝑘)𝑘−1
=

∞

𝑚=0

∞

𝑚=1

∞

𝑚=1

 

= ∑
1

(𝑚 + 𝑘)𝑘−1
− ∑

1

(𝑚 + 𝑘)𝑘
−

1

𝑘𝑘−1
− ∑

1

(𝑚 + 𝑘)𝑘−1

∞

𝑚=1

∞

𝑚=1

∞

𝑚=1

= 

= −
1

𝑘𝑘−1
− ∑

1

𝑛𝑘
= −

1

𝑘𝑘−1
−∑

1

𝑛𝑘
+ (

1

1𝑘
+
1

2𝑘
+⋯+

1

𝑘𝑘
)

∞

𝑛=1

∞

𝑛=𝑘+1
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Duke zëvendësuar 𝑆1 dhe 𝑆2 te (1) do të marrim: 

∫{
𝑘

√𝑥
𝑘
} 𝑑𝑥 =

𝑘𝑘+1

𝑘 − 1

1

𝑘𝑘−1

1

0

+ 𝑘𝑘 (−
1

𝑘𝑘−1
−∑

1

𝑛𝑘
+ (

1

1𝑘
+
1

2𝑘
+⋯+

1

𝑘𝑘
)

∞

𝑛=1

) = 

=
𝑘

𝑘 − 1
− 𝑘𝑘 (𝜁(𝑘) −

1

1𝑘
−
1

2𝑘
−⋯−

1

𝑘𝑘
) 

Pohim3.38 ([20]) Le të jetë 𝑘 ≥ 2 një numër i plotë. 

∫{
1

𝑘√𝑥
𝑘
} 𝑑𝑥 =

1

𝑘 − 1
−
𝜁(𝑘)

𝑘𝑘

1

0

 

Vërtetim Nisemi nga integrali  

∫{
1

𝑘√𝑥
𝑘 } 𝑑𝑥 = ||

𝑥 =
1

𝑘𝑘𝑦𝑘

𝑑𝑥 = −
𝑑𝑦

𝑘𝑘−1𝑦𝑘+1

|| = ∫
{𝑦}

𝑦𝑘+1
𝑑𝑦

𝑘𝑘−1
=

1

𝑘𝑘−1
(∫

{𝑦}

𝑦𝑘+1
𝑑𝑦 + ∫

{𝑦}

𝑦𝑘+1
𝑑𝑦

∞

1

1

1
𝑘

)

∞

1
𝑘

1

0

 

= |𝑆ℎ𝑖ℎ 𝒑𝒐𝒉𝒊𝒎𝒊𝒏 𝟑. 𝟓𝟐| = (∫
𝑑𝑦

𝑦𝑘
+

1

1
𝑘

1

𝑘 − 1
−
𝜁(𝑘)

𝑘
  )

1

𝑘𝑘−1
= 

=
1

𝑘𝑘−1
(

1

1 − 𝑘
−

1

1 − 𝑘

1

(
1
𝑘
)
𝑘−1 +

1

𝑘 − 1
−
𝜁(𝑘)

𝑘
) = 

=
1

𝑘𝑘−1
(
1

1 − 𝑘
−
𝑘𝑘−1

1 − 𝑘
−

1

1 − 𝑘
−
𝜁(𝑘)

𝑘
) =

1

𝑘 − 1
−
𝜁(𝑘)

𝑘
 

Pohim3.39 ([53]) 

∫
𝑥𝑚

𝑒𝑥 + 1
𝑑𝑥 = 𝑚! (1 − 2−𝑚)𝜁(𝑚 + 1), (𝑚 > 0)

∞

0

 

Vërtetim Nisemi nga 

∫
𝑥𝑚

𝑒𝑥 + 1
𝑑𝑥 = ∫

𝑥𝑚𝑒−𝑥

1 + 𝑒−𝑥
= ∫ 𝑥𝑚𝑒−𝑥∑(−𝑒−𝑥)𝑛𝑑𝑥 = ∑(−1)𝑛−1∫ 𝑥𝑚𝑒−𝑛𝑥𝑑𝑥 =

∞

0

∞

𝑛=1

∞

𝑛=0

∞

0

∞

0

∞

0
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=∑(−1)𝑛−1
Γ (
𝑚 + 1
1 )

1 ∙ 𝑛
𝑛+1
1

=

∞

𝑛=1

 

= ∑(−1)𝑛−1
𝑚!

𝑛𝑚+1
=∑

(−1)2𝑘−1−1𝑚!

(2𝑘 − 1)𝑚+1
+∑

(−1)2𝑘−1𝑚!

(2𝑘)𝑚+1

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

∞

𝑛=1

= 

=∑
𝑚!

(2𝑘 − 1)𝑚+1
−∑

𝑚!

(2𝑘)!𝑚+1

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

= 

               = 𝑚! ((
1

1𝑚+1
+

1

3𝑚+1
+⋯+

1

(2𝑘 − 1)𝑚+1
+⋯) _

− (
1

2𝑚+1
+

1

4𝑚+1
+⋯+

1

(2𝑘)𝑚+1
+⋯)) =                           

= 𝑚!((
1

1𝑚+1
+

1

2𝑚+1
+

1

3𝑚+1
+

1

4𝑚+1
+⋯+

1

(2𝑘 − 1)𝑚+1
+

1

(2𝑘)𝑚+1
+⋯)

 

− 2 (
1

2𝑚+1
+

1

4𝑚+1
+⋯)) = 

= 𝑚! (𝜁(𝑚 + 1) −
2

2𝑚+1
(
1

1𝑚+1
+

1

2𝑚+1
+

1

3𝑚+1
+⋯)) = 

= 𝑚! (𝜁(𝑚 + 1) − 2−𝑚𝜁(𝑚 + 1)) = 𝑚! (1 − 2−𝑚)𝜁(𝑚 + 1) 

Pohim3.40 ([37]) 

∫∫
𝑥𝑎𝑦𝑎

1 − 𝑥𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∑

1

(𝑛 + 𝑎)2

∞

𝑛=1

1

0

1

0

= 𝜁(2, 𝑎) 

Vërtetim Zbërthejmë në seri fuqi funksionin nënintegral 

𝑥𝑎𝑦𝑎

1 − 𝑥𝑦
= 𝑥𝑎𝑦𝑎(1 + 𝑥𝑦 + (𝑥𝑦)2 + (𝑥𝑦)3 +⋯), |𝑥𝑦| < 1 

atëherë 

∫∫
𝑥𝑎𝑦𝑎

1 − 𝑥𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫𝑥𝑎 (∫(𝑦𝑎 + 𝑥𝑦𝑎+1 + 𝑥2𝑦𝑎+2 + 𝑥3𝑦𝑎+3 +⋯)𝑑𝑦 

1

0

)𝑑𝑥 =

1

0

1

0

1

0
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= ∫(
𝑥𝑎

𝑎 + 1
+
𝑥𝑎+1

𝑎 + 2
+
𝑥𝑎+2

𝑎 + 3
+⋯)𝑑𝑥 =

1

(𝑎 + 1)2
+

1

(𝑎 + 2)2
+

1

(𝑎 + 3)2
+⋯ =

1

0

 

=∑
1

(𝑛 + 𝑎)2

∞

𝑛=1

= 𝜁(2, 𝑎) 

Pohim3.41([37]) 

𝑖) ∫∫
(𝑥𝑦)𝑎(𝑙𝑛(𝑥𝑦))

𝑠−2

1 − 𝑥𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 = (−1)𝑠(𝑠 − 1)!∑

1

(𝑛 + 𝑎)𝑠
, (𝑠 ≥ 2

∞

𝑛=1

) 

1

0

1

0

 

𝑖𝑖)  𝜁(𝑠) =
(−1)𝑠

(𝑠 − 1)!
∫∫

(𝑙𝑛(𝑥𝑦))
𝑠−2

1 − 𝑥𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

1

0

1

0

 

Vërtetim  

𝑖)Nga shembulli paraprak vërtetuam që  

∫∫
𝑥𝑎𝑦𝑎

1 − 𝑥𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∑

1

(𝑛 + 𝑎)2

∞

𝑛=1

1

0

1

0

 

Le të derivojmë, fillimisht, anën e djathtë të barazimit të mësipërm, sipas 𝑎-së 

𝑑

𝑑𝑎
∑

1

(𝑛 + 𝑎)2

∞

𝑛=1

= −2∑
1

(𝑛 + 𝑎)3

∞

𝑛=1

 

Poashtu, derivojmë edhe anën e majtë të barazimit fillestar 

𝑑

𝑑𝑎
∫∫

𝑥𝑎𝑦𝑎

1 − 𝑥𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑥 =

𝑑

𝑑𝑎
∫∫

𝑒𝑎𝑙𝑛(𝑥𝑦)

1 − 𝑥𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫∫

𝑙𝑛(𝑥𝑦)𝑒𝑎𝑙𝑛𝑥𝑦

1 − 𝑥𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

 

pra, 

∫∫
𝑙𝑛(𝑥𝑦)𝑒𝑎𝑙𝑛𝑥𝑦

1 − 𝑥𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

1

0

1

0

= −2∑
1

(𝑛 + 𝑎)3

∞

𝑛=1

 

Po ta derivojmë barazimin e fundit, sipas 𝑎-së do të marrim: 

∫∫
(𝑙𝑛(𝑥𝑦))

2
𝑒𝑎𝑙𝑛(𝑥𝑦)

1 − 𝑥𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 = (−2)(−3)∑

1

(𝑛 + 𝑎)4

∞

𝑛=1

1

0

1

0

 

Duke e derivuar kështu (𝑠 − 2) herë marrim  
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∫∫
(𝑙𝑛(𝑥𝑦))

𝑠−2
𝑒𝑎𝑙𝑛(𝑥𝑦)

1 − 𝑥𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 = (−2)(−3)… (−(𝑠 − 1))∑

1

(𝑛 + 𝑎)𝑠
, (𝑠 ≥ 2)

∞

𝑛=1

1

0

1

0

 

∫∫
𝑥𝑎𝑦𝑎(𝑙𝑛𝑥𝑦)𝑠−2

1 − 𝑥𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 = (−1)𝑠(𝑠 − 1)!∑

1

(𝑛 + 𝑎)𝑠

∞

𝑛=1

1

0

1

0

 

𝑖𝑖) Ky rast del drejtpërdrejt nga rasti paraprak, duke marrë 𝑎 = 0, kështu fitojmë 

∫∫
(𝑙𝑛𝑥𝑦)𝑠−2

1 − 𝑥𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 = (−1)𝑠(𝑠 − 1)! 𝜁(𝑠) ⇒

1

0

1

0

 

𝜁(𝑠) =
(−1)𝑠

(𝑠 − 1)!
∫∫

(𝑙𝑛𝑥𝑦)𝑠−2

1 − 𝑥𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

1

0

1

0

 

3.13 Edhe një lidhje mes funksionit gama dhe zeta 

Pohim3.42 ([50]) 

Γ(𝑠)ζn(𝑠, 𝑎) = ∫
𝑥𝑠−1𝑒−𝑎𝑥

(1 − 𝑒−𝑥)𝑛
𝑑𝑥, (𝑠 > 𝑛, 𝑛 ∈ ℕ)

∞

0

 

Vërtetim Nisemi nga përkufizimi i funksionit gama  

Γ(𝑠) = ∫ 𝑥𝑠−1𝑒−𝑥𝑑𝑥

∞

0

 

Le të vëmë 

𝑥 = (𝑎 + 𝑘1 +⋯+ 𝑘𝑛)𝑡, (𝑘𝑗 ∈ ℕ0: 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 

atëherë 

Γ(𝑠) = ∫((𝑎 + 𝑘1 +⋯+ 𝑘𝑛)𝑡)
𝑠−1
𝑒−(𝑎+𝑘1+⋯+𝑘𝑛)𝑡

∞

0

(𝑎 + 𝑘1 +⋯+ 𝑘𝑛)𝑑𝑡 = 

= (𝑎 + 𝑘1 +⋯+ 𝑘𝑛)
𝑠∫ 𝑡𝑠−1𝑒−𝑎𝑡𝑒−(𝑘1+⋯+𝑘𝑛)𝑡𝑑𝑡 ⇒

∞

0

 

Γ(𝑠)

(𝑎 + 𝑘1 +⋯+ 𝑘𝑛)𝑠
= ∫ 𝑡𝑠−1𝑒−𝑎𝑡𝑒−(𝑘1+⋯+𝑘𝑛)𝑡𝑑𝑡

∞

0
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∑
Γ(𝑠)

(𝑎 + 𝑘1 +⋯+ 𝑘𝑛)𝑠
= ∑ ∫ 𝑡𝑠−1𝑒−𝑎𝑡𝑒−(𝑘1+⋯+𝑘𝑛)𝑡𝑑𝑡

∞

0

∞

𝑘1,…,𝑘𝑛=0

∞

𝑘1,…,𝑘𝑛=0

 

Γ(𝑠)𝜁𝑛(𝑠, 𝑎) = ∑ ∫ 𝑡𝑠−1𝑒−𝑎𝑡𝑒−(𝑘1+⋯+𝑘𝑛)𝑡𝑑𝑡

∞

0

∞

𝑘1,…,𝑘𝑛=0

 

para se të  ndërrojmë vendin e serisë dhe integralit, le të japim këtë teoremë  

Teoremë3.5 Le të jetë {𝑓𝑛(𝑥)} varg i funksioneve të integrueshme sipas Lesbegue-t dhe 

jonegativ pothuajse kudo në 𝐼, të tillë që  

∑∫𝑓𝑛(𝑥)𝑑𝑥

 

𝐼

∞

𝑛=1

 

konvergjon, atëherë 

∫∑𝑓𝑛(𝑥)𝑑𝑥

∞

𝑛=1

 

𝐼

 

Konvergjon te funksioni 𝑓 ∈ 𝐿(𝐼) pothuajse kudo në 𝐼 dhe vlen 

∑∫𝑓𝑛(𝑥)𝑑𝑥

 

𝐼

∞

𝑛=1

= ∫∑𝑓𝑛(𝑥)𝑑𝑥

∞

𝑛=1

 

𝐼

 

 

Meqë seria në të djathtë konvergjon për 𝑠 > 𝑛, dhe pasi funksioni nënintegral është 

jonegativ, atëherë sipas teoremës së Lev-it mbi konvergjencën kemi që  

∑ ∫ 𝑡𝑠−1𝑒−𝑎𝑡𝑒−(𝑘1+⋯+𝑘𝑛)𝑡𝑑𝑡

∞

0

∞

𝑘1,…,𝑘𝑛=0

 

konvergjon pothuajse kudo te funksioni shumë, i cili është i integrueshëm sipas      

Lesbegue-t në [0,∞) dhe vlen  

Γ(𝑠)𝜁𝑛(𝑠, 𝑎) = ∫ ∑ 𝑒−(𝑘1+⋯+𝑘𝑛)𝑡
∞

𝑘1,…,𝑘𝑛=0

𝑒−𝑎𝑡𝑡𝑠−1𝑑𝑡

∞

0

 

Për 𝑡 > 0, 

0 < 𝑒−𝑡 < 1 ⇒∑𝑒−𝑘𝑡 =
1

1 − 𝑒−𝑡

∞

𝑘=0

⇒ ∑ 𝑒−(𝑘1+⋯+𝑘𝑛)𝑡
∞

𝑘1,…,𝑘𝑛=0

=
1

(1 − 𝑒−𝑡)𝑛
⇒ 
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∑ 𝑒−(𝑘1+⋯+𝑘𝑛)𝑡
∞

𝑘1,…,𝑘𝑛=0

𝑒−𝑎𝑡𝑡𝑠−1 =
𝑒−𝑎𝑡𝑡𝑠−1

(1 − 𝑒−𝑡)𝑛
 

atëherë 

Γ(𝑠)𝜁𝑛(𝑠, 𝑎) = ∫ ∑ 𝑒−(𝑘1+⋯+𝑘𝑛)𝑡
∞

𝑘1,…,𝑘𝑛=0

𝑒−𝑎𝑡𝑡𝑠−1𝑑𝑡 = ∫
𝑒−𝑎𝑡𝑡𝑠−1

(1 − 𝑒−𝑡)𝑛
𝑑𝑡

∞

0

∞

0

 

3.14 Disa relacione për funksionin gama, beta dhe zeta 

Pohim3.43([43]) 

𝐵(𝑥, 𝑛) =
(𝑛 − 1)!

𝑥 ∙ (𝑥 + 1) ∙ … ∙ (𝑥 + 𝑛 − 1)
 

Vërtetim Le të nisemi nga: 

Γ(𝑥) =
Γ(𝑥 + 𝑛)

𝑥(𝑥 + 1) ∙ … ∙ (𝑥 + 𝑛 − 1)
;     𝑥 ∈ ℝ{{0} ∪ ℤ−} 

Γ(𝑥)

Γ(𝑥 + 𝑛)
=

1

𝑥 ∙ (𝑥 + 1) ∙ … ∙ (𝑥 + 𝑛 − 1)
         /∙ Γ(𝑛) 

Γ(𝑥)Γ(𝑛)

Γ(𝑥 + 𝑛)
=

Γ(𝑛)

𝑥 ∙ (𝑥 + 1) ∙ … ∙ (𝑥 + 𝑛 − 1)
    

𝐵(𝑥, 𝑛) =
(𝑛 − 1)!

𝑥 ∙ (𝑥 + 1) ∙ … ∙ (𝑥 + 𝑛 − 1)
 

Pohim3.44 

lim
𝑛→0+

𝐵(𝑥, 𝑛) = 1 

Vërtetim 

lim
𝑛→0+

𝐵(𝑥, 𝑛) = lim
𝑛→0+

(𝑛 − 1)!

𝑥 ∙ (𝑥 + 1) ∙ … ∙ (𝑥 + 𝑛 − 1)
=

(𝑛 − 1)!

1 ∙ … ∙ (𝑛 − 1)
=
(𝑛 − 1)!

(𝑛 − 1)!
= 1 

Pohim3.45 

𝐵(𝑚, 𝑛) =
(𝑚 − 1)! (𝑛 − 1)!

(𝑚 + 𝑛 − 1)!
,          𝑚, 𝑛 ∈ ℕ 

Vërtetim Nga pohimi 5.59 kemi që  

𝐵(𝑥, 𝑛) =
(𝑛 − 1)!

𝑥 ∙ (𝑥 + 1) ∙ … ∙ (𝑥 + 𝑛 − 1)
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Për 𝑥 = 𝑚 shprehja merr formën:  

𝐵(𝑚, 𝑛) =
(𝑛 − 1)!

𝑚 ∙ (𝑚 + 1) ∙ … ∙ (𝑚 + 𝑛 − 1)
=
(𝑛 − 1)! (𝑚 + 𝑛)

(𝑚 + 𝑛)!
(𝑚 − 1)!

=
(𝑛 − 1)! (𝑚 − 1)!

(𝑚 + 𝑛 − 1)!
 

Pohim3.46 

∫(𝑡−
1
𝑛 − 𝑡1−

1
𝑛)
𝑛−1

𝑑𝑡

1

0

=
𝑛

(1 +
1
𝑛) (1 +

1
2𝑛) ∙ … ∙ (1 +

1
𝑛(𝑛 + 1)

)
 

Vërtetim Nisemi nga: 

𝐵(𝑥, 𝑛) =
(𝑛 − 1)!

𝑥 ∙ (𝑥 + 1) ∙ … ∙ (𝑥 + 𝑛 − 1)
 

për 𝑥 =
1

𝑛
 

𝐵 (
1

𝑛
, 𝑛) =

(𝑛 − 1)!

1
𝑛 ∙ (

1
𝑛 + 1) ∙ … ∙ (

1
𝑛 + (𝑛 − 1))

 

 

𝐵 (
1

𝑛
, 𝑛) =

(𝑛 − 1)!

1
𝑛 ∙ (

𝑛 + 1
𝑛 ) ∙ … ∙ (

1 + 𝑛(𝑛 − 1)
𝑛 )

 

 

𝐵 (
1

𝑛
, 𝑛) =

𝑛𝑛(𝑛 − 1)!

(𝑛 + 1) ∙ (2𝑛 + 1) ∙ … ∙ ((𝑛 − 1)𝑛 + 1)
= 

=
𝑛𝑛(𝑛 − 1)!

(𝑛 + 1)2 (𝑛 +
1
2) ∙ … ∙

(𝑛 − 1) (𝑛 +
1

𝑛 − 1)
= 

 

=
𝑛𝑛(𝑛 − 1)!

(𝑛 − 1)! (𝑛 + 1) (𝑛 +
1
2) ∙ … ∙ (𝑛 +

1
𝑛 − 1)

= 

=
𝑛𝑛

(𝑛 + 1) (𝑛 +
1
2) ∙ … ∙ (𝑛 +

1
𝑛 − 1)

 

Pra, 
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𝐵 (
1

𝑛
, 𝑛) =

𝑛𝑛

(𝑛 + 1) (𝑛 +
1
2) ∙ … ∙ (𝑛 +

1
𝑛 − 1)

     /∙ 𝑙𝑛 

 

𝑙𝑛 𝐵 (
1

𝑛
, 𝑛) = 𝑛 𝑙𝑛 𝑛 −∑ 𝑙𝑛 (𝑛 +

1

𝑘
)

𝑛−1

𝑘=1

 

𝑙𝑛 𝐵 (
1

𝑛
, 𝑛) = 𝑙𝑛 𝑛 + 𝑙𝑛 𝑛 +⋯+ 𝑙𝑛 𝑛⏞              

𝑛−ℎ𝑒𝑟ë

−∑ 𝑙𝑛 (𝑛 +
1

𝑘
)

𝑛−1

𝑘=1

 

𝑙𝑛 𝐵 (
1

𝑛
, 𝑛) = 𝑙𝑛 𝑛 − 𝑙𝑛(𝑛 + 1) + 𝑙𝑛 𝑛 − 𝑙𝑛 (𝑛 +

1

2
) +⋯+ 𝑙𝑛 𝑛 − 𝑙𝑛(𝑛 +

1

𝑛 − 1
) 

𝑙𝑛 𝐵 (
1

𝑛
, 𝑛) = 𝑙𝑛

𝑛

𝑛 + 1
+ 𝑙𝑛

𝑛

𝑛 +
1
2

+⋯+ 𝑙𝑛
𝑛

𝑛 +
1

𝑛 − 1

 

𝑙𝑛 𝐵 (
1

𝑛
, 𝑛) = 𝑙𝑛

1

1 +
1
𝑛

+ 𝑙𝑛
1

1 +
1
2𝑛

+⋯+ 𝑙𝑛
1

1 +
1

(𝑛 − 1)𝑛

 

𝑙𝑛 𝐵 (
1

𝑛
, 𝑛) = 𝑙𝑛(

1

1 +
1
𝑛

∙
1

1 +
1
2𝑛

∙ … ∙
1

1 +
1

(𝑛 − 1)𝑛

) 

 𝐵 (
1

𝑛
, 𝑛) =  

1

(1 +
1
𝑛) ∙ (1 +

1
2𝑛) ∙ … ∙ (1 +

1
(𝑛 − 1)𝑛

)
           … (1) 

Nga ana tjetër 

 𝐵 (
1

𝑛
, 𝑛) = ∫𝑡

1
𝑛
−1(1 − 𝑡)𝑛−1𝑑𝑡

1

0

= ∫𝑡−
𝑛−1
𝑛 (1 − 𝑡)𝑛−1𝑑𝑡

1

0

= ∫
(1 − 𝑡)𝑛−1

𝑡
𝑛−1
𝑛

𝑑𝑡

1

0

= 

= ∫(
1 − 𝑡

√𝑡
𝑛 )

𝑛−1

𝑑𝑡

1

0

= ∫(𝑡−
1
𝑛 − 𝑡1−

1
𝑛)
𝑛−1

𝑑𝑡

1

0

         … (2) 

Nga (1) dhe (2) marrim: 
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∫(𝑡−
1
𝑛 − 𝑡1−

1
𝑛)
𝑛−1

𝑑𝑡

1

0

=
1

(1 +
1
𝑛) ∙ (1 +

1
2𝑛) ∙ … ∙ (1 +

1
(𝑛 − 1)𝑛

)
       

Pohimi3.47 

∑(𝐵(2, 𝑛) − 𝐵(3, 𝑛)) =
1

2

∞

𝑛=1

 

Vërtetim Meqë, 

𝐵(𝑥, 𝑛) =
(𝑛 − 1)!

𝑥 ∙ (𝑥 + 1) ∙ … ∙ (𝑥 + 𝑛 − 1)
 

𝐵(1, 𝑛) =
(𝑛 − 1)!

1 ∙ 2 ∙ … ∙ (1 + 𝑛 − 1)
=
(𝑛 − 1)!

𝑛!
=
1

𝑛
 

𝐵(2, 𝑛) =
(𝑛 − 1)!

2 ∙ 3 ∙ … ∙ (2 + 𝑛 − 1)
=
(𝑛 − 1)!

(𝑛 + 1)!
=

(𝑛 − 1)!

(𝑛 + 1)𝑛(𝑛 − 1)!
=

1

𝑛(𝑛 + 1)
 

𝐵(3, 𝑛) =
(𝑛 − 1)!

3 ∙ 4 ∙ … ∙ (3 + 𝑛 − 1)
=
2 ∙ (𝑛 − 1)!

(𝑛 + 2)!
=

2

(𝑛 + 2)(𝑛 + 1)𝑛
 

Pasi, 

2

(𝑛 + 2)(𝑛 + 1)𝑛
=

𝐴

𝑛(𝑛 + 1)
+

𝐵

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
         /∙ 𝑛(𝑛 + 1)(𝑛 + 2) 

2 = (𝑛 + 2)𝐴 + 𝑛𝐵 = (𝐴 + 𝐵)𝑛 + 2𝐴 

{
2𝐴 = 2
𝐴 + 𝐵 = 0

⟺ {
𝐴 = 1
𝐵 = −1

 

2

𝑛(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
=

1

𝑛(𝑛 + 1)
−

1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
 

1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
=

1

𝑛(𝑛 + 1)
−

2

𝑛(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
 

1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
= 𝐵(2, 𝑛) − 𝐵(3, 𝑛) 

∑
1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

∞

𝑛=1

= ∑(𝐵(2, 𝑛) − 𝐵(3, 𝑛))

∞

𝑛=1
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∑(𝐵(2, 𝑛) − 𝐵(3, 𝑛))

∞

𝑛=1

= lim
𝑚→∞

∑
1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

𝑚

𝑛=1

= lim
𝑚→∞

(∑(
1

𝑛 + 1
−

1

𝑛 + 2
)

𝑚

𝑛=1

)  = 

= lim
𝑚→∞

(
1

2
−
1

3
+
1

3
−
1

4
+⋯+

1

𝑚
−

1

𝑚 + 1
+

1

𝑚 + 1
−

1

𝑚 + 2
) = 

lim
𝑚→∞

(
1

2
−

1

𝑚 + 2
) =

1

2
 

Pra,  

∑(𝐵(2, 𝑛) − 𝐵(3, 𝑛))

∞

𝑛=1

=
1

2
 

Pohimi3.48 

𝐵(𝑘, 𝑛) =
(𝑘 − 1)𝐵(𝑘 − 1, 𝑛)

𝑛 + 𝑘 − 1
 

Vërtetim 

𝐵(1, 𝑛) =
1

𝑛
 

 

𝐵(2, 𝑛) =
1

𝑛(𝑛 + 1)
=

1

𝑛 + 1
𝐵(1, 𝑛) 

𝐵(3, 𝑛) =
2

(𝑛 + 2)(𝑛 + 1)𝑛
=

2

𝑛 + 2
𝐵(2, 𝑛) 

Supozojmë se  

𝐵(𝑘 − 1, 𝑛) =
(𝑘 − 2)𝐵(𝑘 − 2, 𝑛)

𝑛 + 𝑘 − 2
 

Vërtetojmë që 

𝐵(𝑘, 𝑛) =
(𝑛 − 1)!

(𝑘 + 𝑛 − 1) ∙ … ∙ (𝑘 + 1)𝑘
=

(𝑛 − 1)! (𝑘 − 1)!

(𝑘 + 𝑛 − 1) ∙ … ∙ (𝑘 + 1)𝑘(𝑘 − 1)!
= 

=
(𝑘 − 1)(𝑛 − 1)! (𝑘 − 2)!

(𝑘 + 𝑛 − 1)(𝑘 + 𝑛 − 2)!
=

𝑘 − 1

𝑘 + 𝑛 − 1
𝐵(𝑘 − 1, 𝑛) 

Pohim3.49 Për 𝑅𝑒(𝑠) > 1 vlen: 
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∫
𝑢𝑠−1

𝑒𝜃𝑢 − 1

∞

0

𝑑𝑢 =
Γ(𝑠)ζ(𝑠)

𝜃𝑠
 

Vërtetim 

∫
𝑢𝑠−1

𝑒𝜃𝑢 − 1

∞

0

𝑑𝑢 = ∫
𝑢𝑠−1𝑒−𝜃𝑢

(𝑒𝜃𝑢 − 1)𝑒−𝜃𝑢

∞

0

𝑑𝑢 = ∫
𝑢𝑠−1𝑒−𝜃𝑢

1 − 𝑒−𝜃𝑢

∞

0

𝑑𝑢 = 

= ∫ 𝑢𝑠−1𝑒−𝜃𝑢∑𝑒(−𝑛𝜃𝑢)
∞

𝑛=0

∞

0

𝑑𝑢 = ∫ 𝑢𝑠−1∑𝑒−(𝜃+𝑛𝜃)𝑢
∞

𝑛=0

∞

0

𝑑𝑢 = 

= ∫ 𝑢𝑠−1∑𝑒−𝑢𝜃(𝑛+1)
∞

𝑛=0

∞

0

𝑑𝑢 = ∑∫ 𝑢𝑠−1𝑒−𝜃(𝑛+1)𝑢𝑑𝑢

∞

0

∞

𝑛=0

= 

= ∑
1

𝜃𝑠−1(𝑛 + 1)𝑠−1
∫(𝜃(𝑛 + 1)𝑢)𝑠−1𝑒−𝜃(𝑛+1)𝑢𝑑𝑢

∞

0

∞

𝑛=0

= |

𝜃(𝑛 + 1)𝑢 = 𝑧

𝑑𝑢 =
𝑑𝑧

𝜃(𝑛 + 1)

| = 

=∑
1

(𝑛 + 1)𝑠𝜃𝑠
∫ 𝑧𝑠−1𝑒−𝑧𝑑𝑧

∞

0

∞

𝑛=0

=∑
1

𝑛𝑠𝜃𝑠
Γ(𝑠)

∞

𝑛=1

=
Γ(𝑠)

𝜃𝑠
∑

1

𝑛𝑠

∞

𝑛=1

=
Γ(𝑠)ζ(𝑠)

𝜃𝑠
. 

Pohim3.50  

∫
𝑢3𝑑𝑢

𝑒
√15
4

4
𝑢
− 1

∞

0

=
4π4

225
 

Vërtetim: Nëse në pohimin 5.65 merret 𝑠 = 4, dhe 𝜃 = √
15

4

4
, dhe duke shfrytëzuar faktin 

që Γ(4) = 6, dhe ζ(4) =
𝜋4

90
 arrihet në rezultat. 

Pohim3.51  

ζ(3) = 3∫
𝑢2 𝑑𝑢

𝑒 √6
3
𝑢 − 1

∞

0

 

Vërtetim: Te ky rezultat arrihet duke marrë 𝑠 = 3 dhe 𝜃 = √6
3

 te pohimi 5.65. 
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Pohim3.52 

∑
Γ𝑛(1 + 𝑎)

(2!)
Γ(1 + 𝑎) − Γ2(1 + 𝑎)

1 − Γ𝑛(1 + 𝑎)
∙ (3!)

Γ2(1 + 𝑎) − Γ3(1 + 𝑎)
1 − Γ𝑛(1 + 𝑎)

∙ … ∙ (𝑛!)
Γn−1(1 + 𝑎) − Γ𝑛(1 + 𝑎)

1 − Γ𝑛(1 + 𝑎)

∞

𝑛=1

 

< 𝑒Γ(1+𝑎)√∑
(2𝑛 + 3)22𝑛

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

  𝑛 ∈ ℕ, 0 < 𝑎 < 1 

Vërtetim: Para se të vërtetojmë këtë pohim marrim lemat ndihmëse 

Lemë3.5 ([12]) 

∑
𝑞𝑛

(2!)
𝑞 − 𝑞3

1 − 𝑞𝑛 ∙
(3!)

𝑞2 − 𝑞3

1 − 𝑞𝑛 ∙ … ∙ (𝑛!)
𝑞𝑛−1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞𝑛

∞

𝑛=1

< 𝑒1+𝑞 ,        0 < 𝑞 < 1. 

Lemë3.6 ([12]) 

𝑒 = √∑
(2𝑛 + 3)22𝑛

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

 

Lemë3.7 ([30]) Për 0 ≤ a ≤ 1 

2𝑎−1 ≤ Γ(1 + 𝑎) ≤ 1 

Tani, për 0 ≤ 𝑎 ≤ 1 ⟹ 0 ≤ Γ(1 + 𝑎) ≤ 1, sipas lemës 3.5 prandaj marrim 𝑞 = Γ(1 + 𝑎) 

dhe e zëvendësojmë te lema 3.1 dhe pastaj në vend të “e” në anën e djathë të jobarazimit 

zëvendësojmë shprehjen te lema 3.2 dhe kështu vërtetohet pohimi 3.10. 

Pohimi 3.53 

∫
𝑠𝑖𝑛𝑥 

𝑥

∞

0

𝑑𝑥 = ∑(
(𝑠𝑖𝑛 (

𝑛
2)
)
2

𝑛2
+
3𝑛−1

4𝑛+1
)

∞

𝑛=1

 

Vëretetim: Fillimisht marrim lemat ndihmëse: 

Lemë3.8 

∫
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥

∞

0

𝑑𝑥 =
𝜋

2
 

Lemë3.9 ([11]) 
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𝜋 = 2∑(
(𝑠𝑖𝑛 (

𝑛
2)
)
2

𝑛2
+
3𝑛−1

4𝑛+1
)

∞

𝑛=1

 

Pra vërtetimi i pohimit është sintezë e këtyre dy lemave. 

Pohim3.54 

𝑙𝑛(1 + Γ(1 + 𝑦))

𝑙𝑛(1 + 𝑛Γ(1 + 𝑦))
>
1

𝑛
,   𝑛 ∈ ℕ, 𝑦 > 0 

Vërtetim Fillimisht nisemi nga jobarazimi i njohur i Bernoull-it  

(1 + 𝑥)𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝑥.    (𝑥 ≥ −1, ∀𝑛 ∈ ℕ) 

Meqë Γ(1 + 𝑦) > 0, për 𝑦 = 0 ⟹ (1 + Γ(1 + 𝑦))
𝑛
> 1 + 𝑛Γ(1 + 𝑦)    /𝑙𝑛 

𝑙𝑛(1 + Γ(1 + 𝑦))
𝑛
> 𝑙𝑛(1 + 𝑛Γ(1 + 𝑦)) 

𝑛 𝑙𝑛(1 + Γ(1 + 𝑦))
 
> 𝑙𝑛(1 + 𝑛Γ(1 + 𝑦)) 

𝑙𝑛(1 + Γ(1 + 𝑦))

𝑙𝑛(1 + 𝑛Γ(1 + 𝑦))
>
1

𝑛
 

Pohim3.55  Për 𝑥 ∈ (1,∞) 

𝑙𝑛Γ((1 + 𝑥)𝑛)

(1 + 𝑥)𝑛 𝑙𝑛(1 + 𝑥)𝑛
−

𝑙𝑛(Γ(1 + 𝑛𝑥))

(1 + 𝑛𝑥)𝑙𝑛(1 + 𝑛𝑥)
>

1

1 + 𝑛𝑥
−

1

(1 + 𝑥)𝑛
 

Vërtetim: Marrim lemën ndihmëse 

Lemë 3.10 ([33])Funksioni 

𝐹(𝑥) =
𝑙𝑛Γ(1 + 𝑥)

𝑥𝑙𝑛𝑥
 

Është rigorozisht rritës në (1,∞). 

Nga jobarazimi i Bernoull-it kemi që:  

(1 + 𝑥)𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝑥.    (𝑥 ≥ −1, ∀𝑛 ∈ ℕ) 

Meqë 

𝑥 > 1,⟹ (1 + 𝑥)𝑛 > 1 + 𝑛𝑥 

Meqë 𝐹-rritës  

⟹ 𝐹(1 + 𝑥)𝑛 > 𝐹(1 + 𝑛𝑥) 
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𝑙𝑛Γ((1 + 𝑥)𝑛)

(1 + 𝑥)𝑛 𝑙𝑛(1 + 𝑥)𝑛
>

𝑙𝑛Γ(1 + 1 + 𝑛𝑥)

(1 + 𝑛𝑥)𝑙𝑛(1 + 𝑛𝑥)
 

𝑙𝑛((1 + 𝑥)𝑛)Γ((1 + 𝑥)𝑛)

(1 + 𝑥)𝑛 𝑙𝑛(1 + 𝑥)𝑛
>
𝑙𝑛((1 + 𝑛𝑥)Γ(1 + 𝑛𝑥))

(1 + 𝑛𝑥)𝑙𝑛(1 + 𝑛𝑥)
 

𝑙𝑛((1 + 𝑥)𝑛) + 𝑙𝑛Γ((1 + 𝑥)𝑛)

(1 + 𝑥)𝑛 𝑙𝑛(1 + 𝑥)𝑛
>
𝑙𝑛((1 + 𝑛𝑥) + 𝑙𝑛Γ(1 + 𝑛𝑥))

(1 + 𝑛𝑥)𝑙𝑛(1 + 𝑛𝑥)
 

1

(1 + 𝑥)𝑛
+

𝑙𝑛Γ((1 + 𝑥)𝑛)

(1 + 𝑥)𝑛 𝑙𝑛(1 + 𝑥)𝑛
>

1

1 + 𝑛𝑥
+

𝑙𝑛Γ(1 + 𝑛𝑥)

(1 + 𝑛𝑥)𝑙𝑛(1 + 𝑛𝑥)
 

𝑙𝑛Γ((1 + 𝑥)𝑛)

(1 + 𝑥)𝑛 𝑙𝑛(1 + 𝑥)𝑛
−

𝑙𝑛Γ(1 + 𝑛𝑥)

(1 + 𝑛𝑥)𝑙𝑛(1 + 𝑛𝑥)
>

1

1 + 𝑛𝑥
−

1

(1 + 𝑥)𝑛
 

Pohim3.56 

Γ(𝑒) > √𝑒𝑒−2 

ku Γ −funksioni gama, 𝑒-numri i Euler-it. 

Vërtetim Dihet që  

𝑒𝑥 ≥ 1 + 𝑥, ∀𝑥 ∈ ℝ 

për 𝑥 > 0 ⇒ 

𝑒𝑥 > 1;  1 + 𝑥 > 1 

Sipas lemës 5.6 kemi  

𝑙𝑛Γ(1 + 𝑒𝑥)

𝑒𝑥𝑙𝑛𝑒𝑥
>
𝑙𝑛Γ(1 + 1 + 𝑥)

(1 + 𝑥)𝑙𝑛(1 + 𝑥)
, (𝑥 > 0) 

𝑙𝑛(𝑒𝑥Γ(𝑒𝑥))

𝑒𝑥𝑥
>
𝑙𝑛((1 + 𝑥)Γ(1 + 𝑥))

(1 + 𝑥)𝑙𝑛(1 + 𝑥)
 

𝑙𝑛𝑒𝑥 + 𝑙𝑛Γ(𝑒𝑥)

𝑥𝑒𝑥
>
𝑙𝑛(1 + 𝑥) + 𝑙𝑛Γ(1 + 𝑥)

(1 + 𝑥)𝑙𝑛(1 + 𝑥)
 

1

𝑒𝑥
+
𝑙𝑛Γ(𝑒𝑥)

𝑥𝑒𝑥
>

1

1 + 𝑥
+

𝑙𝑛Γ(1 + 𝑥)

(1 + 𝑥)𝑙𝑛(1 + 𝑥))
 

𝑙𝑛Γ(𝑒𝑥)

𝑥𝑒𝑥
−

𝑙𝑛Γ(1 + 𝑥)

(1 + 𝑥)𝑙𝑛(1 + 𝑥))
>

1

1 + 𝑥
−
1

𝑒𝑥
, (𝑥 > 0) 

Për 𝑥 = 1 marrim: 
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𝑙𝑛Γ(𝑒)

𝑒
− 0 >

1

2
−
1

𝑒
⇒ 

Γ(𝑒) > √𝑒𝑒−2 
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4. Zgjidhja e integraleve përmes MatLab-it 

Në këtë kapitull do të paraqesim disa shembuj të zgjidhjeve të integraleve, përmes 

softuerit matematik -aplikativ MatLab, integrale të cilët këto  në kapitujt pararendës janë 

zgjidhur në mënyrë analitike. Përmes këtij kreu duam të shpërfaqim rolin e madh që kanë 

softuerët, në rastin tonë MatLab-i në zgjidhjen e problemeve të ndryshme matematikore, 

në këtë rast zgjidhjen e integralve. 

Për secilin nga shembujt është dhënë kodi, ekzekutimi dhe syprina që njehsohet përmes 

atij integrali, si dhe disa kode për llogaritjen e disa  vlerave të funksionit zeta.  

4.1 Zgjidhja e integralit ∫ 𝒍𝒏𝒙𝒍𝒏(𝟏 − 𝒙)𝒅𝒙
𝟏

𝟎
, përmes Matlab-it 

▪ Kodi në Matlab 

Min = 0;                                %kufiri i poshtem 

Max = 1;                                %kufiri i siperm 

T = 2000;                               %numri i ndarjeve 

format longG                            %caktimi i precizitetit 

%----------------Metoda 1-------------------% 

X = Min+1/T:1/T:Max-1/T; 

Y = log(X).*log(1-X);                   %funksioni i dhene 

I = trapz(X,Y)                          %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit 

%----------------Metoda 2-------------------% 

fun = @(x) log(x).*log(1-x);            %funksioni i dhene  

Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max)    %vlera e perafert e integralit 

area(X,Y) 

 

 

Fig. 4.  1 Rezultati i fituar për të dy metodat 
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Fig. 4.  2 Syprina që njehsohet 

4.2 Zgjidhja e integralit ∫
𝒍𝒏(𝟏+𝒙)

𝒙
𝒅𝒙

𝟏

𝟎
 përmes Matlab-it 

▪ Kodi në Matlab 

Min = 0;                                %kufiri i poshtem 

Max = 1;                                %kufiri i siperm 

T = 2000;                               %numri i ndarjeve 

format longG                            %caktimi i precizitetit 

%----------------Metoda 1-------------------% 

X = Min+1/T:1/T:Max-1/T;   

Y = log(1+X)./X;                        %funksioni i dhene 

I = trapz(X,Y)                          %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit 

%----------------Metoda 2-------------------% 

fun = @(x) log(1+x)./x;                 %funksioni i dhene  

Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max)    %vlera e perafert e integralit 

area(X,Y) 

 

Fig. 4.  3 Rezultati i fituar për të dy metodat 
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Fig. 4.  4 Syprina që njehsohet 

4.3 Zgjidhja e integralit ∫ 𝒙𝒙𝒅𝒙
𝟏

𝟎
 përmes Matlab-it 

▪ Kodi në Matlab 

Min = 0;                                %kufiri i poshtem 

Max = 1;                                %kufiri i siperm 

T = 2000;                               %numri i ndarjeve 

format longG                            %caktimi i precizitetit 

%----------------Metoda 1-------------------% 

X = Min+1/T:1/T:Max-1/T;   

Y = X.^X;                               %funksioni i dhene 

I = trapz(X,Y)                          %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit 

%----------------Metoda 2-------------------% 

fun = @(x) x.^x;                        %funksioni i dhene  

Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max)    %vlera e perafert e integralit 

%----------------Shuma----------------------% 

p = 2000 ;                              %numri i termave te serise 

N = 0:1:p;                              %vektori i indeksave 

an = (-1).^N./(N+1).^(N+1);             %termi i a_n - te 
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Sp = sum(an)                            %shuma e p-te e pjesshme 

area(X,Y) 

 

Fig. 4.  5 Rezultati i fituar për të dy metodat dhe shuma e 𝑝-të e pjesshme 

 

  Fig. 4.  6 Syprina që njehsohet 

4.4 Zgjidhja e integralit 

∫ (𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝟐𝒄𝒐𝒔𝒙) − (𝒄𝒐𝒔𝒉(𝒄𝒐𝒔𝒙))
𝟐
) (𝟏 − 𝒄𝒐𝒔(𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙))𝒅𝒙

𝟐𝝅

𝟎

 

përmes Matlab-it 

▪ Kodi në Matlab 

Min = 0;                                    %kufiri i poshtem 

Max = 2*pi;                                 %kufiri i siperm 

T = 2000;                                   %numri i ndarjeve 

format longG                                %caktimi i precizitetit 

%----------------Metoda 1-------------------% 

X = Min+1/T:1/T:Max-1/T;   
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Y = (1+cosh(2.*cos(X))-(cosh(cos(X))).^2).*(1-cos(2.*sin(X)));   %funksioni i dhene 

I = trapz(X,Y)                              %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit 

%----------------Metoda 2-------------------% 

fun = @(x) (1+cosh(2.*cos(x))-(cosh(cos(x))).^2).*(1-cos(2.*sin(x)));                        

%funksioni i dhene  

Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max)        %vlera e perafert e integralit 

%----------------Shuma----------------------% 

p = 50 ;                                    %numri i termave te serise 

N = 0:1:p;                                  %vektori i indeksave 

an = 1./(factorial(2.*N+1)).^2;             %termi i a_n - te 

Sp = 2*pi*sum(an)                           %shuma e p-te e pjesshme 

area(X,Y) 

 

Fig. 4.  7 Rezultati i fituar për të dy metodat dhe shuma e 𝑝-të e pjesshme 

 

Fig. 4.  8 Syprina që njehsohet 
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4.5 Zgjidhja e integralit 

∫ (𝟒(𝒔𝒊𝒏𝒉(𝟏 − 𝟐(𝒔𝒊𝒏 (
𝒙

𝟐
))

𝟐

)

𝟐

(𝒄𝒐𝒔𝒉(𝟏 − 𝟐(𝒔𝒊𝒏 (
𝒙

𝟐
))

𝟐

)

𝟐

)) + 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙)

𝟐𝝅

𝟎

− 𝟐(𝒔𝒊𝒏𝒉(𝒔𝒊𝒏𝒙))
𝟐
− 𝟐(𝒔𝒊𝒏(𝒔𝒊𝒏𝒙))

𝟐
)𝒅𝒙 

përmes Matlab-it 

▪ Kodi në Matlab 

Min = 0;                                    %kufiri i poshtem 

Max = 2*pi;                                 %kufiri i siperm 

T = 10000;                                  %numri i ndarjeve 

format longG                                %caktimi i precizitetit 

%----------------Metoda 1-------------------% 

X = Min+1/T:1/T:Max-1/T;   

Y = 4*((sinh(1-2*((sin(X./2)).^2))).^2).*((cosh(1-

2*((sin(X./2)).^2))).^2)+cosh(2*sin(X))-2*(sinh(sin(X))).^2-2*(sin(sin(X)).^2);   

%funksioni i dhene 

I = trapz(X,Y)                              %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit 

%----------------Metoda 2-------------------% 

fun = @(x) 4*((sinh(1-2*(sin(x./2)).^2)).^2).*((cosh(1-

2*(sin(x./2)).^2)).^2)+cosh(2*sin(x))-2*(sinh(sin(x))).^2-2*sin(sin(x)).^2;                        

%funksioni i dhene  

Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max)        %vlera e perafert e integralit 

%----------------Shuma----------------------% 

p = 60 ;                                    %numri i termave te serise 

N = 1:1:p;                                  %vektori i indeksave 

an = (2.^(4.*N))./((factorial(2.*N)).^2);   %termi i a_n - te 

Sp = 2*pi+2*pi*sum(an)                      %shuma e p-te e pjesshme 

area(X,Y) 
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Fig. 4.  9 Rezultati i fituar për të dy metodat dhe shuma e 𝑝-të e pjesshme 

 

Fig. 4.  10 Syprina që njehsohet 

4.6 Zgjidhja e integralit ∫
𝒙𝟒

𝒙𝟔+𝟏
𝒅𝒙

∞

𝟎
 përmes Matlab-it 

▪ Kodi në Matlab 

Min = 0;                                %kufiri i poshtem 

Max = 1000;                             %kufiri i siperm 

T = 2000;                               %numri i ndarjeve 

format longG                            %caktimi i precizitetit 

%----------------Metoda 1-------------------% 

X = Min+1/T:1/T:Max-1/T;   

Y = (X.^4)./(X.^6+1);                   %funksioni i dhene 

I = trapz(X,Y)                          %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit 

%-------------------------------------------% 

Max = inf;                              %kufiri i siperm 

%----------------Metoda 2-------------------% 
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fun = @(x) (x.^4)./(x.^6+1);            %funksioni i dhene  

Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max)    %vlera e perafert e integralit 

 

Fig. 4.  11 Rezultati i fituar për të dy metodat 

 

Fig. 4.  12 Syprina që njehsohet 

4.7 Zgjidhja e integralit ∫
𝒍𝒏𝒙

(𝒙+𝒂)𝟐+𝒃𝟐
𝒅𝒙

∞

𝟎
 përmes Matlab-it 

▪ Kodi në Matlab 

Min = 0;                                %kufiri i poshtem 

Max = 1000;                             %kufiri i siperm 

T = 500;                                %numri i ndarjeve 

a = input('jepe vleren e a = ')         %percaktimi i parametrit a 

b = input('jepe vleren e b = ')         %percaktimi i parametrit b 

format longG                            %caktimi i precizitetit 

%----------------Metoda 1-------------------% 

X = Min+1/T:1/T:Max-1/T;   

Y = log(X)./((X+a).^2+b.^2);            %funksioni i dhene 

I = trapz(X,Y)                          %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit 
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%----------------Metoda 2-------------------% 

Max = inf; 

fun = @(x) log(x)./((x+a).^2+b.^2);     %funksioni i dhene  

Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max)    %vlera e perafert e integralit 

 

Fig. 4.  13 Rezultati i fituar për të dy metodat 

4.8 Zgjidhja e integralit ∫
𝒙𝒔−𝟏

𝟏+𝒙
𝒅𝒙

𝟏

𝟎
 përmes Matlab-it 

▪ Kodi në Matlab 

Min = 0;                                %kufiri i poshtem 

Max = 1;                                %kufiri i siperm 

T = 2000;                               %numri i ndarjeve 

format longG                            %caktimi i precizitetit 

s = input("Jepe vleren e s>0, s = ") 

%----------------Metoda 1-------------------% 

X = Min+1/T:1/T:Max-1/T;   

Y = (X.^(s-1))./(1+X);                  %funksioni i dhene 

I = trapz(X,Y)                          %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit 

%----------------Metoda 2-------------------% 

fun = @(x) (x.^(s-1))./(1+x);           %funksioni i dhene  

Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max)    %vlera e perafert e integralit 

%----------------Funksioni digama----------% 

P = psi(s)-psi(s/2)-log(2) 
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Fig. 4.  14 Rezultati i fituar për të dy metodat 

4.9 Zgjidhja e integralit ∫ 𝒕𝒂𝒏𝒉(𝒙)𝒆−𝒔𝒙𝒅𝒙
∞

𝟎
 përmes Matlab-it 

▪ Kodi në Matlab 

Min = 0;                                %kufiri i poshtem 

Max = 1000;                             %kufiri i siperm 

T = 2000;                               %numri i ndarjeve 

format longG                            %caktimi i precizitetit 

s = input("Jepe vleren e s>0, s = ") 

%----------------Metoda 1-------------------% 

X = Min+1/T:1/T:Max-1/T;   

Y = (tanh(X).*(e.^(-s.*X)));            %funksioni i dhene 

I = trapz(X,Y)                          %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit 

Max = inf; 

%----------------Metoda 2-------------------% 

fun = @(x) (tanh(x).*(e.^(-s.*x)));     %funksioni i dhene  

Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max)    %vlera e perafert e integralit 

%----------------Funksioni digama----------% 

P = 1/2 * (psi((s+2)/4)-psi(s/4)-2/s) 

 

Fig. 4.  15 Rezultati i fituar për të dy metodat 
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4.10 Zgjidhja e integralit ∫ 𝒍𝒏(𝚪(𝒙) ∙ 𝚪(𝟏 − 𝒙))𝒅𝒙
𝟏

𝟎
 përmes Matlab-it 

▪ Kodi në Matlab 

Min = 0;                                %kufiri i poshtem 

Max = 1;                                %kufiri i siperm 

T = 2000;                               %numri i ndarjeve 

format longG                            %caktimi i precizitetit 

%----------------Metoda 1-------------------% 

X = Min+1/T:1/T:Max-1/T;   

Y = log(gama(X).*gama(1-X));          %funksioni i dhene 

I = trapz(X,Y)                          %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit 

%----------------Metoda 2-------------------% 

fun = @(x) log(gama(x).*gama(1-x));   %funksioni i dhene  

Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max)    %vlera e perafert e integralit 

 

 

Fig. 4.  16 Rezultati i fituar për të dy metodat 

4.11 Zgjidhja e integralit ∫
𝒙𝒎−𝟏

𝟏+𝒙𝒏
𝒅𝒙

∞

𝟎
 përmes Matlab-it 

▪ Kodi në Matlab 

Min = 0;                                %kufiri i poshtem 

Max = 1000;                             %kufiri i siperm 

T = 2000;                               %numri i ndarjeve 

format longG                            %caktimi i precizitetit 

disp('Jepi vlerat e m dhe n ashtu qe m/n te mos jete ne N, dhe m dhe n pozitiv') 

m = input("Jepe vleren e m = ") 

n = input("Jepe vleren e n = ") 
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%----------------Metoda 1-------------------% 

X = Min+1/T:1/T:Max-1/T;   

Y = (X.^(m-1))./(1+X.^n);               %funksioni i dhene 

I = trapz(X,Y)                          %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit 

Max = inf; 

%----------------Metoda 2-------------------% 

fun = @(x) (x.^(m-1))./(1+x.^n);        %funksioni i dhene  

Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max)    %vlera e perafert e integralit 

%----------------Funksioni digama----------% 

P = pi/(n*sin((pi*m)/n)) 

 

Fig. 4.  17 Rezultati i fituar për të dy metodat 

4.12 Zgjidhja e integralit ∫ (𝒔𝒊𝒏𝒙)𝟔(𝒄𝒐𝒔𝒙)𝟒𝒅𝒙
𝝅

𝟐
𝟎

 përmes Matlab-it 

▪ Kodi në Matlab 

Min = 0;                                %kufiri i poshtem 

Max = pi/2;                             %kufiri i siperm 

T = 2000;                               %numri i ndarjeve 

format longG                            %caktimi i precizitetit 

%----------------Metoda 1-------------------% 

X = Min+1/T:1/T:Max-1/T;   

Y = (sin(X).^6).*(cos(X).^4);           %funksioni i dhene 

I = trapz(X,Y)                          %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit 
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%----------------Metoda 2-------------------% 

fun = @(x) (sin(x).^6).*(cos(x).^4);    %funksioni i dhene  

Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max)    %vlera e perafert e integralit 

%----------------Funksioni digama----------% 

P = (3*pi)/512 

 

Fig. 4.  18 Rezultati i fituar për të dy metodat 

4.13 Llogaritja e  𝜻(𝟐𝒌) dhe 𝜻(𝟏 − 𝟐𝒌) përmes Matlab-it 

▪ Kodi në Matlab 

B = [-1/2 1/6 0 -1/30 0 1/42 0 -1/30 0 5/66 0 -691/2730 0 7/6 0 -3617/510 0 

43867/798 0 -174611/330];    %numrat e bernulit 

disp('Jepe vleren e k te tille qe k natyror, 1<=k<=10'); 

k = input('k = ') 

zeta_2k = (4^k*abs(B(2*k))*pi^(2*k))/(2*factorial(2*k))         %zeta per numrat cift 

zeta_1_2k = -B(2*k)/(2*k)                                       %zeta per numrat tek 

 

Fig. 4.  19 Rezultatet e fituara për 𝑘 = 4 

4.14 Njehsimi i disa vlerave të funksionit zeta për numra më të 

mëdhenj përmes Matlab-it 

▪ Kodi në Matlab 

disp('Jepe vleren e n ku k = 2n'); 

n = input('n = '); 

B = @(n) (((-1)^n+1)/2)*4*(n/(2*pi*e))^(n)*sqrt(pi*n/2);        %perafrimi i numrave 

me indeks cift te bernulit ne vlere absolute 
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k=n/2; 

zeta_2k = (4^k*abs(B(2*k))*pi^(2*k))/(2*factorial(2*k))         %zeta per numrat cift 

zeta_1_2k = -B(2*k)/(2*k)                                       %zeta per numrat tek 

 

 

Fig. 4.  20 Rezultatet e fituara për 𝑘 = 40 
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Përfundim 

Tema ‘’Zbatimi i serive funksionale dhe disa funksioneve speciale në zgjidhjen e 

integraleve më karakteristike’’ është realizuar përmes katër kapitujve, ku dy parët 

paraqesin një urë lidhëse për tek ideja kryesore, pra seritë funksionale dhe funksionet gama, 

beta dhe zeta,ku kemi dhënë gjitha konceptet e nevojshme për të trajtuar kapitullin e tretë.. 

Pamë se, mes funksioneve speciale të përmendur ekzistojnë lidhje të ndryshme, 

edhe pse në shikim  të parë, ato duken si krejt të ndryshëm, po jo më kot është thënë se, 

roli i matematikës është të gjej rregull aty ku të tjerët shohin kaos.Gjithashtu, vërejtëm se 

për këto funksione kishte paraqitje të ndryshme dhe se ato dallonin varësisht domenit ku 

dëshironim të i studiojmë. 

Kapitulli i tretë përfshinë idenë qendrore të punimit, me fjalë tjera, paraqet zbatim 

të dy kapitujve të mëparshëm në zgjidhjen e disa integraleve karakteristike, qoftë për nga 

zgjidhja, qoftë për nga rëndësia.  Integralet e zgjidhur në këtë kapitull, pamë se paraqisnin 

relacione mjaft interesante mes konstantave të ndyshme matematike, si dhe se sa aparat i 

fuqishëm janë në gjetjen e relacioneve edhe mes vet funksioneve speciale, ose paraqitjes 

së tyre, përmes të cilave mund të na shpiejnë drejt gjetjes së vetive të reja për këto funksione 

mjaft të përhapura, jo vetëm në matematikë. 

 Në kapitullin e katërtë, e pamë se çfarë zgjidhje të shpejta mund të arrihen përmes 

kodeve të ndryshme në Matlab, edhe pse saktësia nuk është e njëjtë, në krahasim me ato 

që janë zgjidhur në mënyrë analitike, por, megjithatë, në zbatime të ndryshme, kjo 

pasaktësi është e papërfillshme në kontekst të zbatimit. Gjithashtu, paraqitëm përveç 

rezulatateve të fituar përmes kodeve, pamë edhe syprinat që njehsoheshin përmes atyre 

integraleve, pra, grafikisht.  
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