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Abstrakti

Né kété punim do té paragesim paragitjen e disa kontantave matematike dhe funksioneve
zeta dhe gama, me ané té integraleve, e cila do té arrihet duke véné né zbatim serité
funksionale dhe funksionet speciale: gama, beta dhe zeta. Kétu kemi paraqgitur, serité
funksionale, gjegjésisht serité e Taylor-it, Furier dhe Laurent; funksionin gama, beta dhe
zeta; gjithashtu jané zgjidhur inetgrale mé karakteristike duke zbatuar serité funksionale
dhe funksionet speciale, té trajtuara né punim; pér fund jané paraqitur edhe disa kode né
softuerin matematik, Matlab, pér zgjidhjen e disa integraleve gé jané dhéné né punim mé
herét, dhe disa veti té funksionit zeta. Theksojmé se, né té gjitha pohimet né té cilat nuk
figuron referenca jané hartuar né ményré induviduale, ndér té cilat gjejmé, jobarazime ku
éshté pérfshiré funksioni gama; paragitje né formé té integraleve té konstantés sé Apery-it;
shumé e pafundme ku si anétaré ka funksionin beta dhe njé lidhje mes funksionit gama dhe
zeta.

Fjalét kyce: serité funksionale (serité Taylor, serité Fourier, serité Laurent),
funksioni gama, funksioni beta, funksioni zeta, konstanta e Archiemede-it, numri
Euler-it, konstanta e Catalan-it, konstanta e Euler-Mascheron-it, Matlab.



HYRJE

Teoria e integraleve éshté njé ndér teorité gé pérfshiné pjesé té konsiderueshme té
analizés matematike, kalkulusit, gjithashtu ato pérbéjné edhe fusha tjera jomatematike, si
né inxhinieri, fiziké, kimi, biologji, e shumé degé tjera, me pak fjalé, pa kété teori zhvillimi
teknologjik i sotém do té ishte i pamundur. Pér shkak shumédimensionalitetit té
aplikueshmérisé, kjo éshté nga teorité gqé zhvillohet vazhdimisht me hapa té shpejté, gé i
bie se éshté e pamundur pérfshirja e téré teorisé, brenda kopertinave té njé punimi éshté e
pamundur, prandaj, jemi pérgéndruar vetém né njé pjeséz té késaj teorie, gjegjésisht
zbatimit té serive funksionale dhe disa funksioneve speciale, mé saktésisht, funksionit
gama, beta dhe zeta, né zgjidhjen e disa integraleve mé karakteritike. Me integrale
karakteristike, nénkuptojmé integrale té cilat, me metodat elementare té analizés
matematike jané shumé té véshtira ose té pamundura té zgjidhen, dhe gé vlera e tyre éshté
njé lidhje mes disa konstantave té réndésishme matematike. Gjithashtu, ato mund té
shérbejné edhe si lidhje, paraqgitje, té€ funksioneve speciale, si p.sh., né rastin tong,
funksionit gama, beta dhe zeta.

Arsyet e lartépérmenduara, dhe jo vetém, kané gené forcé shtytése pér t’ju rrekur
kétij punimi.
Punimi éshté ndaré né katér kapituj, edhe até:

- Né kapitullin e paré jané dhéné pérkufizimet dhe vetité mé té réndésishme pér serité
funksionale, respektivisht serité e Taylor-it, serité Fourier dhe serité e Laurent-it, ku disa
veti jané ilustruar pérmes disa shembujve. Duke marré né konsideraté se serité trajtohen
gjerésisht né studimet e ciklit té paré, i kemi trajtuar mé shkurtimisht.

- Né kapitullin e dyté, kemi pérshkruar, funksionin gama, beta dhe zeta, duke dhéné
pérkufizimet dhe vetité e tyre, pérmes teoremave, pohimeve apo lemave. Njé pjesé e mire
e vetive edhe jané dhéné me vértetim, meqgé né studimet paradiplomike ata shqyrtohen
shumé pak, pér té mos théné aspak. Gjithashtu jané dhéné edhe formula gé lidhin kéto
funksione mes vete, p.sh. funksionin gama dhe beta, dhe funksionin gama dhe zeta, gjé,
kjo shumé e réndésishme né matematiké.

- Kapitulli treté, pérfshiné géllimin kryesor té temés, né té cilin jané pérfshiré njé numér i
konsiderueshém pohimesh té cilat né fakt jané paragitje té konstantave mé té pérhapura
matematike dhe té funksioneve gama dhe zeta. Natyrisht, qé pér té arsyetuar kéto paraqitje
jané pérdorur serité funksionale ose funksionet speciale té lartépérmendur.

- Kapitulli katérté, pérbéhet nga njé numér i caktuar kodesh dhe ekzekutimi i tyre né
softuerin aplikativ matematik Matlab. Kodet jané béré pér zgjidhjen e disa problemeve té
cilat i kemi zgjidhur né ményré analitike, zgjidhje, té cilat jané fituar kané gené shumé té
péraférta me zgjidhjet analitike.Gjithashtu, jané dhéné edhe kode pér llogartijen e disa
vlerave té funksionit zeta, duke pérdorur formulat té cilat jané vértetuar mé paré.

Softuerét aplikativ matematik gé jané pérdorur pér té pasur njé pasqyré sa me té
pastér rreth problematikés qé kemi trajtuar jané: Geogebra, Wolfram Mathematica dhe
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Matlabi. Geogebra éshté pérdorur pér paragitjen e disa zonave té integrimit te disa integrale
gé jané zgjidhur me metoda té analizés komplekse. Wolfram Mathematica éshté pérdorur
pér paraqgitjen grafike té disa funksioneve, pér té cilat e kemi paré té arsyeshme se éshté e
nevojshme paraqitja grafike e tyre. Pjesén e pérdorimit t¢ Matlab-it e pérmendém mé larté.

Pér fund, kérkojmeé falje pér cdo gabim, té cilét jané fryt i paditurisé dhe jo déshirés
toné.



1. Serité funksionale

Le t€ jeté dhéné vargu i funksioneve {fj}ksk,,k ko € N i definuar né njé bashkési
X < R. Ndértimi i series sé funksioneve

kryhet né ményré té ngjajshme si vargjet dhe serité numerike.
Shqgyrtojmé se ¢faré “sjellje” do té keté vargu i shumave parciale
() = ) fi0)
k=k0
kur n — co. Kétu na shfagen disa lloje konvergjencash. ... [8]

Pérkufizim1.1([8]) Themi se seria e funksioneve:

konvergjon nné ményré té zakonshme né i nése vargu i shumave té pjeséshme
{sn}nsk, M ko € N konvergjon né ményre té zakonshme néx, me fjalé té tjera, seria
numerike:

ifkof)mo
k=kq

Le té jeté A = X bashkésia e té gjitha pikave x, e cila quhet “fushé konvergjence” e serisé
>k
k=k0

Pérkufizojmé funksionin s: A — R, i cili paraget shumén e serisé sé funksioneve, né kété
menyre:

s(x) = lim s,(x) = Z fi,Vx €A
" k=ko

Pérkufizim1.2([8]) Themi se seria funksionale:
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> fe

k=k0

konvergjon absolutisht né A, nése Vx € A seria

D U@l <o
k=kq

Teoremél.1([8]) Seria e funksioneve
> ki
k=kq

konvergjon uniformisht te funksioni s né A nése vargu i shumave té pjesshme
{sn}n=k, konvergjon uniformisht te s né A.

Sé bashku konvergjenca absolute dhe konvergjenca uniforme térhegin konvergjencén e
zakonshme té serive.

[52]... Pér shembull, shqyrtojmé konvergjencén e serisé:

X
z sm3—n, Vx € R.
n=1

Pasi gé,

Pra, seria e dhéné konvergjon absolutisht, rrjedhimisht konvergjon edhe né ményré té
zakonshme.

Teoremél1.2([8]) Le té jeté {fy}x>x,varg i funksioneve té vazhdueshme né njé interval
real I ashtu qé seria:
> fi

k=k0
konvergjon uniformisht te funksioni s né I. Atéheré s éshté i vazhdueshém né I.

Teoremé1.3([8]) Le té jeté I = [a, b] interval i mbyllur dhe i kufizuar dhe {ff}k>k njé
0

varg funksionesh té integrueshme né I ashtu gé:
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> fe

k=k0

konvergjon uniformisht te funksioni s né I. Atéheré funksioni s éshté i integrueshém né I,
dhe

b b o b
fs(x)dx =f Z fi(x)dx = fok(x)dx.
a k=kg k=1¢g

a

Pra, né kété rast, seria mund té integrohet term cér term.

Teoremél.4 ([8],[16]) (Derivimi i serive) Le té jeté {ff}k>k njé varg funksionesh me
0

derivate té vazhdueshme né I = [a, b]. Supozojmé se ekzistojné funksionet s dhe t né I
ashtu qé:

i) fi(x) =s(x), Vxel
ii) fii'(x) =tlx), Vxel

dhe kjo konvergjencé éshté uniforme né I. Atéheré s éshté funksion me derivate té
vazhdueshém né I dhe s’ = t. Pér mé tepér,

konvergjon unifromisht te s né I dhe

konvergjon uniformisht te s’. Me fjalé tjera:

Z fi(x) = Z fi() |; vx €1,
k=ko k=kg

pra seria mund té derivohet term pér term.
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Duke marré né konsideraté réndésiné e konvergjnecés uniforme té serive, po japim njé
kusht té mjaftueshém pér konvergjencén uniforme, pavarésisht se nuk e dime shumén e
Serisé.

Teoremé1.5([8],[16]) (Kriteri Weirstrass-it, M-testi). Le té jeté {ff}k>k njé varg
0

funksionesh né X, (X c R) dhe {My }>x, varg real ashtu qé vk = ko, |fx (x)| < M, Vx €
X.

Teoremél.6 ([8],[16]) (Kriteri Koshi-t): Kusht i nevojshém dhe i mjaftueshém qgé seria

funksionale:
D A
k=k0

té konvergjojé uniformisht né X, (X c R) éshté qé Vk > k(¢) té vlejé:
k+p

Sk () =Sk =| Y. faw)| <evxex

n=k+1
pér ndonjé p € N.

Pérkufzim1.3 ([16]) Thuhet se vargu {f,,(x)} éshté i kufizuar (ndonjéheré quhet edhe
uniformisht i kufizuar) né bashkésiné X (X c R)nése ekziston konstantja M > 0, ashtu gé
Vx € X dhe n € N vlen jobarazimi |f,,(x)| < M.

Pérkufizim1.4 ([16]) Vargu {f,,(x)} quhet monotono-jozvogélues (monotono-jorrités) né
bashkésiné X(X c R) nése Vx € X dhe vn € N vlen jobarazimi:

fo(6) S frs1 () Fraa (%) < fo (X))
Teoremél.7([16]) (Kriteri Dirihle): Le té jeté dhéné seria:

> F@g @
n=1

Supozojme se:

1) Vargu {f,(x)} éshté monotono-jorrités né X dhe konvergjon uniformisht kah zero
né X;
2) Vargu

6r(0) = ) gu(0)
k=1

G, (x) éshté i kufizuar né X. Atéheré seria
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imm%m

konvergjon uniformisht né X.
Teoremél.8 ([16]) (Kriterii Abel-it): Nése:

1) Vargu {f,(x)}éshté i kufizuar né bashkésiné X(|f,,(x)| < M,x € X, n € N) dhe
Vx € X éshté monoton.
2) Seria

i In(x)
n=1

konvergjon uniformisht né X. Atéheré

> @@
n=1

konvergjon uniformisht.

[34] ... Pér shembull, shqyrtojmé konvergjencén e serisé

8

c0S ——
Z n+1 , 0<x <o
n+x

Marrim seriné:

%) nz
Zcosn+1
In?2n
n=1
2 2 2
nem mn nem
= — (=" = (=17
cosn_l_1 cos<n+1 nn)( ) ( )Cosn+1'

atéheré seria merr formén:

© ¢ 4N\n VA
Z( 1) e |
In?n ’

Né kété rast,




konvergjon sipas testit té Leibniz-it ( monoton dhe tenton né zero), kurse

1
(in)?
|cos | < 1 i kufizuar rrjedhimisht seria

oo n2

z 0S¥
In?n

n=1

konvergjon sipas kriterit t& Abel-it pér serité numerike. Ndérsa:

| 1

n+x

|S\/%S1:>fn(x)

funksion i kufizuar dhe monotonsepsen +x+1>n+x=>vn+x+1>v/n+x

1
<
Vn+x+1 Jn+x

= fn+1(x) < fn(x)

rrjedhimisht;
n’m
n+1

In2n+n+x

Konvergjon uniformisht sipas kriterit té¢ Abel-it pér serité funksionale.

cos
,X € [0,+00)

[N

n=1

1.1Serité fuqi

[47] ... Seria fuqi éshté seria e formés:

©o
n _ 2
chx =Cot+C1x+ x4+ -

n=0

kjo lloj serie mund té formulohet né ményré mé té pérgjithshme, si vijon:

o)

z ch(x—a)"=cy+ci(x—a)+ c(x —a)? + -

n=0
dhe quhet seri fugi me gendér te a.
Serité fuqi pér nga natyra e tyre mund té jené konvergjente ose divergjente.

[57] ... Pér shembull, mund ta shkruajmé pyetjen se pér cfaré vlera té x-it seria:

oo

Zn! (x—a)"

n=0
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éshté konvergjente?
Tani, po té marrim né konsideraté kriterin e Dalamber-it kemi:

(n+ D! (x —a)*?
n—-oo n! (x —a)®

= lim(n+ 1)|x —a|l =c(x # a)
n—->00

Sic shihet, pérveg rastit kur x = a, né té tjera raste seria éshté divergjente.
Lemél.1[47]

)} Nése seria fuqi

konvergjon pér x = b, pér b # 0, atéheré konvergjon pér |x| < |b|.

i) Nése seria fuqi

divergjon pér x = d, pér d # 0, atéheré divergjon edhe pér |x| > |d|.

Teoremél1.9 [47] Pér njé seri fuqi té dhéné

(o]

Y e —ar

n=0

hasim kéto raste

) Seria konvergjon vetém kur x = a

i) Seria konvergjon pér té gjita x-et

iii)  Gjendet njé numér pozitiv R, i tillé gé seria konvergjon nése |x —a| <R
dhe divergjon nése:

|x —al >R
Kjo teoremé na inicon pérkufizimin e méposhtém:

Pérkufizim1.5[47] Numri R né teoremén e mésipérme quhet rreze e konvergjencés sé
serisé. Intervali (a — R, a + R) quhet interval i konvergjencés.
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Konvergjenca [x — tl| <R

- ~

a—R a a+R

-
>4

Divergjenca |x—a|>R

Fig. 1. 1 Intervali i konvergjencés

[52] ... Pér shembull, caktojmé rrezen dhe intervalin e konvergjencés pér seriné:

n

= x
Zn23"

n=1
Nga Kriteri i raportit kemi:
xn+1
() .| (n+ 1)23n+1 _ xn?3"n x
R A A (TR ) =[zl<1= k<3
nZ —3n

seria konvergjon, kurse pér |x| > 3 seria divegjon, pra rrezja e konvergjencés éshté 3.
Shqyrtojmé konvergjencén né skaje:

e Pér x = 3 seria merr formén

e cila éshté seri numerike konvergjente.

e Pérx = —3 seria merr formén

e cila gjithashtu éshté konvergjente sipas kriterit té Lajbinic-it mbi serité alternative.

1.1.1 Paragitja e funksionit si seri

Né kété paragraf do té paragesim disa klasash funksionesh té paragitura si seri fuqi, duke
manipuluar me serité gjeometrike, duke derivuar ose integruar.

[47] ... Le té nisemi nga seria e mirénjohur:

=1+x+x2+---=2xn,|x|<1

n=0

1—x
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Po té marrim funksionin

1
1—x

fGx) =

atéheré seria e mésipérme paraget kété funksion si shumé e fuksioneve fuqi.

Né vijim paragesim funksionin

X3

x+2

fx) =
né seri fugi. Nisemi nga:

3
X s 1 _ 5 1 5 1

x+2 ;T;TZ__x: Z-FX'_-x ;2(14_%)-_

1 X3 T e (=1)gnt3
e =
o+l
n=0 n=0

seria pér interval konvergjence intervalin (—2,2) sepse |—§| <1.

Teoremél.10 ([47]) Nése seria fuqi

(0]

z Crnx —a)"

n=0

ka rreze konvergjence R > 0, atéheré funksioni

(o]

f@) =) ealx—ar

n=0
éshté i derivueshém dhe i integrueshém né intervalin (a — R, a + r) de vlené:

i)

[ee]

f'(x) =c; +2¢c,(x —a) + 3c3(x —a)? + -+ = Z ne,(x —a) 1

n=1

—_ 2 had _ \n+1
jf(x)dx=c+c0(x—a)+c1¥+...=c+zcnu

Formulat 1) dhe ii) mund té shkruhen si vijon:

18



d (< o d
— (Z enx = a>n> = Za (ealx =)

dhe
cp(x — a)”dx) = (cp(x —a)")dx
I 2
Funksionin
1
flx) = (1——x)2

e zbérthejmé né seri fugi dhe caktojmé rrezen e konvergjencés.

Meqgenése:

() ~a-

(1-x)) (1-—x)2
dhe

1 <, <1

e D AL

n=0

atéheré

me rreze konvergjence R = 1 dhe interval té& konvergjnecés (—1,1).

1.1.2 Seria e Taylor-it

Né kété paragraf do té shohim metodeén e Taylor-it, pér té shprehur funksione té
caktuara si seri. Kjo metodé mundéson paragitjen e funksioneve té caktuara pérmes
polinomesh.

Teoremél.11([47]) Nése funksioni f(x) ka njé paraqitje me seri fugi rritése né x = a,
pra nése

co

f0) =) ealx—ar

n=0

pér |x — a| < R atéheré koeficientét c,, jepen nga formula:
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@

Cn :

Pérkufizim1.6([47]) Seria

Foo =YD gy

n=0

quhet seria Taylor e f(x) né x = a. Nése a = 0 atéheré seria e mésipérme quhet seri e
Maclaurin-it.

[48] ... Gjejmé seriné polinomiale pér funksionin f(x) = sinx, sipas x dhe caktojmé
rrezen e konvergjences.

Caktojmé vlerat funksionale dhe derivatet né pikén x = 0.
sin(0) =0 sin'(0) =1
sin”(0) =0 sin(0) =—-1 sin®(0) =0
Né bazé té formulés sé Taylor-it fitohet gé

-1
sin(x) = 0+ 1x + 0x? + %ﬁ + 0x* + - =

x3 x® X7
_x—§+§_ﬁ+...

Rrezja R e konvergjencés pér kété seri éshté oo; le té shohim pse?

Termi i pérgjithshém i késaj serie éshté:

2n+1 x

x —
T 2n+1

X X

2n+1)! 12
Le ta supozojmé se x paraget disa numéra té caktuar. Kur “n” tenton né oo, termat né té
djathté té prodhimit t¢ mésipérm do té zvogéloheshin shumé, dhe ata do té vazhdojné té
zvogélohen, sa mé shumé gé do té rritet “n” aq métepér do té zvogéloheshin termat; kjo
nénkupton se “x” &shté brenda intervalit té konvergjencés. Kjo éshté e vérteté pér ¢farédo
“x; g€ i bie se rrezja e konvergjencés éshté co. Shtrohet pytja, ¢ réndési ka paragitja e

funksionit sin x né seri né fuqi?

Nése marrim mjaftueshém terma té serisé ne mund té kemi njé vlerésim té miré pér
sin x pér ¢farédo “x”. Ky éshté njé informacion mjafté i réndésishém pér funksionin sin x
por, éshté e véshtiré té tregohet nga ajo formulé qé sin x éshté periodik. Perioda e sin x
éshté 2m; si ta lidhim kété seri me numrin 7?
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Serité fugi jané shumé té mira pér disa aspekte, por ata shpesh “fshehin” disa nga
vetité e funksioneve.

1.2 Serité Fourier

[49] ... Shumé fenomene me té cilat ndeshemi né natyré jané periodike, pra pérsériten
vazhdimisht, p.sh. valét e drités, zérit dhe radios, rrezet X té gjitha kéto jané periodike.

Pér kéto fenomene, pérafrimi me seriné e Taylor-it ka t€ meta. Ndryshorja “x”éshté
larg prej pikés “c”, pika ku kemi vendosur ta zgjerojmé funksionin, dallimi mes vlerés sé
funksionit dhe vlerés gé na jep seria e Taylor-it &shté i madh. P.sh. nése marrim té

zbérthejmé funksionin f(x) = sinx, x = g , atéheré grafikonet do té kishin kété pamje:

y = Psyx)

SRS

y = sinx

Fig. 1. 2 Grafiku i funksionit y = f(x) dhe polinomi pérafrues i tij i rendit té katérté

Serité e Taylor-it sigurojné njé pérafrim té sakté né aférsi té pikés "¢ pra mund té themi
se ato sigurojné njé “saktési lokale”. Né pérgjithési, s ka réndési sa t& madhe do ta zgjedhim
“n”, pérafrimi do té jeté i vlefshém né “aférsi lokale”. Né shumé situata, ne duhet té gjejmé
njé pérafrim té njé funksioni periodik té dhéné, i cili éshté i vlefshém”globalisht”(vx). Pér

kété arsye, lind nevoja “ndértimi” 1 nj€ lloji t€ ndryshém té serive q€ do t€ mundésojné
zbérthimin e funksioneve periodike, ku secili prej termave té serisé do té jeté periodik.

Pér njé funksion do té themi se éshté periodik me periodé T > 0, nése

fOe+T) = f(x),vx

né domenine f.

Kur flasim pér funksionet periodike, epara gé na vie ndér mend jané funksionet
trigonometrike,sinx dhe cosx, ku té dy jané me periodé 2m. Pér mé tepér,

sin 2x, cos 2x , sin 3x, cos 3x, e késhtu me radhé, té gjithé jané periodik me periodé 2,
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pra sin (kx)dhe cos(kx),k € N, jané funksione periodike me periodé 2. Pér ¢do k € Z,
le té jeté f(x) = sin kx atéheré po té marrim:

f(x + 2m) = sin(k(x + 27m)) = sin(k + 2kn) = sinkx = f(x),
kemi qé f-ja ka periodé 2m. Ngjajshém tregohet se edhe cos kx ka periodé 2.

Pra, nése duam té zgjerojmé njé funksion periodik me peridé 2w né seri, duhet té
marrim parasysh qé secili nga termet e serisé té jeté me periodé 2w, pér shembull né
formén:

(0]

70 Z (ay cos(kx) + by, sin(kx))
k=1

e cila njihet si seri Fourier.

Duhet theksuar se, nése seria konvergjon, ajo do té konvergjoj te njéfunksion
periodik gé ka periodé 27 pasi qé ¢do term i serisé éshté me periodé 2. Koeficientet e
serisé a,, a4, ..., a, dhe by, b,, ..., b,, quhen koeficient Fourier.

Shénimi ? pérpara serisé,béhet me géllim lehtésimi, pér thjeshtési té formulave pér
llogaritjen e koeficienteve.

Fillimisht le té shtrojmé disa pytje té réndésishme:

1. Cfaré funksione mund té zbérthehen né seri Fourier?
2. Sido té llogariten koeficientét Fourier?
3. A konvergjojné serité Fourier? Nése po, te ¢faré funksioni ato konvergjojné?

Le té supozojmé se seria Fourier konvergjon né intervalin [—m, 7 |. atéheré, ajo paraget njé
funksion f né até interval,

(o]

Flx) = 7 z [ay, cos(kx) + by, sin(kx)]

k=

ku f patjetér duhet té jeté periodik jashta intervalit [—m, 7], prej ku

:% ff(x)dx ;dy :% ff(x) cos(nx)dx;

s
1
—— [re@sintnar,  k=123,.
Caktojmé seriné Fourier pér funksionin funksionit
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_ (0, —nT<x<0
f(x)_{l, O0<x<m

duke supozuar se éshté periodik edhe jashta intervalit [—m, ].

Fig. 1. 3 Grafikui f(x)

Caktojmé koeficientét Fourier:

1 b4 1 0 b4
ao=g j-f(x)dng dex+f1dx=0+%=1
-7 -7 0
T 0 T
1 1 1
a, = - jf(x)dx cos(kx)dx = - j 0 cos(kx)dx +;j(1) cos (kx)dx =10
-1 -1 0

dhe

1 . L ! T
by = — ff(x) sin(kx)dx = p- f(o) sin(kx)dx = —acos(kx) |0 -

. " 0,k —cift
—_ e —_ = - - k - =
= ——(cos(lm) = cos(0)) = ——-[(=D)* = 1] = {%k _tek

Koeficientét me indkes tek dhe ¢ift mund t'i shkruajmé ve¢mas, si b,, = 0, pérk €

N, dhe by_; = , Pér k € N, atéheré seria Fourier do té keté formén:

2
k-1)m

% + Z (ay cos(kx) + by sin(kx)) =
k=1
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N| =
N| =

(o] (o] 1
+ Z by sin(kx) = =+ Z byy—1sin(2k — 1)x = 3
k=1 k=1

(o] 2 .
+ ;mSIH(Zk —Dx =

1 2 2 2
==+ —sinx + —sin3x + —sin5x + ---
2w 3r RY/4

Asnjérin nga Kriteret pér konvergjencn e serive nuk e kemi aplikuar, né vend té
késaj le té paragesim grafikonet e disa shumave parciale té para té serisé, té pérkufizuara
Si mé poshté:

n
1 2 .
E,(x) = E + ;mSIH(Zk —1Dx

A %
{\vAVAVI\ l VA\IAVA ‘% vthvAvAvAvAv l %%

i SRR LN L T i TR y >
Fig. 1. 4 a)y = f(x) dhe y = F,(x), b) ¥ = f(x) dhe y = Fg(x)
;
| 11———-4 — 1 b

051 05T

—i:L;ﬂ:L:j—»x f ; : ; > x
-2 —'r ar T =2 —ar T 27

&

Fig. 1. 5a)y = f(x)dhey = Fpo(x),  b) ¥y = f(x) dhey = F5(x)
Pra me rritjen e n grafiku i F,(x) do té keté pamje thuajse té njéjté me funksioni f(x).

Duke supozuar né kété, mund té b&jmé “njé hipotez€” se seria Fourier konvergjon te
funksioni f(x), megjithaté kjo nuk éshté mjaftueshém korrekte.
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1.2.1 Serité Fourier pér funksionin me periodé ¢farédo

[49] ... Le té supozojmé se funksioni f éshté periodik me period T, por T # 2m. Né kété
rast, ne déshirojmé té zgjerojmé funksionin f né funksione me periodé T. Fillimisht,

pérkufizojmé [ = gde vérejmé qé cos kg dhe sin@jané periodik me period T = 21, pér
¢do k = 1,2, ..., késhtu gé seria Fourier pér f me periodé "21" merr trajtén:

a - kmx . (knx
—+ z [ak cos (—) + by, sin (—)]
2 o] l l

Né kété rast, koeficientét Fourier i llogarisim me formulat:

=7 ff(x) cos )dx k=0,12,..

dhe
1 ~ knx
=7 ff(x) SlTlex, k=123, ..

Teoremél.12 ([49]) (Teorema pér konvergjencén e serisé Fourier) Supozojmé se
funksioni f éshté periodik me peridé 21 dhe gé f dhe f’ jané té vazhduesme né intervalin
[—1,1], né pérjashtimté njé numri té fundém pikash ‘kércyese’. Atéheré f ka njé seri
konvergjente Fourier pér zbérthim. Pér mé tepér seria konvergjon te f(x), kur f éshté i
vazhdueshém te x, dhe te:

1
im0+ o)

né ¢do piké x, ku f ka képutje. Kjo teoremé thoté gé seria Fourier mund té konvergjojé te
njé funksion jo i vazhdueshém, edhe pse ¢do term né seri éshté i vazhdueshém (dhe i
diferencuehsém) pér té gjitha x-et.

Duke pérdorur teoremén e mésipérme, vértetojmeé gé zgjerimi né seri Fourier i funksionit
me periodé 2,

% Z (2k — 1)2 cos(Zk—Dx,  f(x)=Ix|,-m<x<m,

k=1

éshté periodik jashta [—m, ], konvergjente f(x) kudo. Megenése funksioni f éshté i
vazhdueshém kudo.

—X, —n<x<0
f(x)_{x, 0<x<m
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dhe éshté periodik jashta [—m, 7], atéherg:
, (-1, —T<x<0
f(x)_{l, 0O<x<m
Pra, edhe f éshté i vazhdueshém né [—m, ], pérvec pikave “té képutjes” x = 0 dhe

x = +m. Nga teorema paraprake kemi gé seria Fourier konvergjon te f(x) kudo (pasi qé
f éshté i vazhdueshém kudo). Pér kété arsye ne mund té shkruajmé:

flx) = % z T cos(2k — Dx

k=1

Sic shihet, né bazé té késaj teoreme, seria Fourier jo ¢do heré konvergjon te funksioni gé
zgjerohet.

Teoremél.13 ([16]) (Identiteti i Parseval-it) Funksioni f(x) le ti plotésojé kushtet e
teoremés1.12 dhe seria e tij Fourier le t€ konvergjoj uniformisht me intervalin (—L, L),
atéheré vlen i ashtuquajturi identiteti i Parseval-it:

0]

2f[f(X) 2ar =204 (62 4 52)

n=1

Me ¢’rast supozojmé se

[rreorax

ekziston; a,,, b,,-koeficientét Fourier té funksionit f.

Pér shembull, duke shfrytézuar identitetin e Parseval-it gjejmé shumén e serisé:

1
Do
n=1

Njéri nga funksionet pérmes té cilit mund té gjendet shuma e serisé sé dhéné éshté

f(x) =n? — x?%,x € [—m, ]. Meqg f(x) cift atéheré b, = 0,(n = 0,1,2,...), kurse

2 4172 n 4
ao:;ff(X)=T;an=ff(x)cosnxdx:(_1)n+ -
0

Koeficientét e gjetur i zévendésojmé te identiteti Parseval-it
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o

7(2) Z (a2 + b2) :%_ffz(x)dx

n=1

prej ku marrim:

(o) s
8 1 2 16m*
2 E— 2 _ .2 —
g™ +16Zn4 7Tf(n x“)dx 1=
n=1 0

pra pérfundimisht

il_n
=
n=1

Teoremél.14 ([16]) (Jobaazimi i Bessel-it) Nése f funksion pjesérisht i vazhdueshém
né [—m, ], atéheré:

o)

75 z + b2) S%_ffz(x)dx

k=1

ku ay, aq, ..., a, dhe by, by, ..., b, jané koeficienté Fourier té f.

1.3Serité polinomiale né C

Le té jetéf (z) funksion analitik né njé zoné D dhe z, njé piké né té. Le té jeté C rrethi
|z — zo| = r me gendér me z, qé pérmbahet né zonén D. Atéheré pér ¢do piké z né zonén
e rrethuar C vlené formula integrale e Koshiut,

)
2mi ] (§ — z)

f(zo) = dé (1)

Fig. 1. 6 Zona D ku f(z) éshté analitik
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Seria

20 £ () + - +( X o) + -

@) = f(ze) +-

quhet seri e Taylor-it pér funksionin f me gendér né z,. Né rastin special pér z, = 0, seria:

F) = FO) + = £/(0) + =+ = T (0) + -
quhet seria e Maclaurin-it.

Né kété ményré, funksionin analitik mund ta zbérthejmé né ¢cdo zoné rrethuese té pikés z,
né zonén D, né seri té Taylor-it i cili konvergjon sé paku né rrethin, gendra e té cilit éshté
pika z,dhe e cila ndodhet né zonén D.

[18] ... Zbérthejmé né seri té Taylor-it funksionin f(z) = T reth pikés z, = i. Nisemi
nga
=L - 1 1 1
I = = Tvivz=1 1+11+Z—l
1+

1 < n(z—i)”_m a @—0"
=1+i;<‘1) (1+i)”_n§=;)(_1) T+

seria konvergjon, nése

|<1:>|Z—l|<\/_:>\/x2+(z— 1D2<V2=2x24+@EZ-1)%2<2

Zbérthejmé né seri té Maclaurin-it funksionin

zZ—1
1+

_ 1
f(Z)—m

Le té marrim funksionin g(z) = i Meqeé na lejohet derivimi term pér term marrim.

g'(2) = ﬁ = <§: Z”)I = i nz" ! o

n=1

;=) (n+ D"
n=0

e cila konvergjon pér |z| < 1.
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1.4 Serité Fourier né C

[26] ... Formulat e Euler-it,

eix +e—ix
COSX = —m——
2
dhe
. eix _l_e—ix
sSiInx = ———
20

na béjné té mundur gé funksionet trigonometrike t'i shprehim népérmjet funksionit
eksponencal me eksponent kompleks. Le té jeté:

0 . nmx
fx) = > z a, cos + b, sin T)
n:
Sipas formulave té Euler-it kemi:
nmx,  _nux,
nmx e L '+e L' .
cos —— = > - (1)
dhe
nnx,  _nmx,
_nnx el —e L 5
sin——= 57 -.(2)
Duke pasur parasysh ekuacionet (2) mund té shkruajmé:
[o'e) i nmx. nmx. nmx.
0 e L . eL ' '—e L
f(x)—7+Z an - + by
ose
Ao C _ nnx, _ _nnx,
o) =22+ Z(an —ib)e T \(a, + iby)e L - (3)
n=0
Béjmé zévendésimet:
Qo 1 , 1 ,
) = CO:E(an —iby) = Cn'i(an —iby) =c_p - (4)

Atéheré barazimin (3) mund ta shkruajmé né formén :
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nmx.

f(x) =cy+ i (cnenLin + c_ne_Tl) ..(5)

Numrat kompleks c,,dhe c_,, jané reciprokisht numra kompleks té konjuguar. Barazimin
(5) mund t’a shkruajmé:

fx) = Z cae L . (6)

Nga barazimet (4) gjejmé
L L

1 ] 1|1 nmx 1 . nmx
cn=§(an—1bn) =57 jf(x)cosde—lz jf(x)sdex =
- —L

L
_lj'()( nmx nnx)d
=37 f(x)(cos I i sin I X
-L

1 ‘ _nnxl.d
= — L
oL | Fee T
~L

pra
L
1 _nmx; d 7
= — L
Cn =357 ff(x)e x - (7)
-L
analoghikisht, tregohet se
L
1 nmx,
Cn =57 jf(x)e L "dx ...(8)
-L

Formulat (7) dhe (8) mund té pérmblidhen né njé formulé:
L
1 _nmx,
tn =57 ff(x)e L'dx,n=0,%1,42,... .. (9)
-L
Zbérthimin né seri komplekse té Fourier-ut né shumé raste éshté i dobishém.

Zbérthejmé né seri Fourier funksionin f(x) = e® né [—m, m]. Pér t'i gjetur koeficientét
Cp, Zbatojmé formulén (9)
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Vs
C :i feaxe—nxdx:i: .l-e(a—ni)xdx:
"o2m

-

1 1

2ra—ni

T _ i 1 [e(a—ni)n _ e(a—ni)(—n)] —

e(a—ni)x —
—T 2ma—ni

—Qarm

e cosnmt —e T cosnmt (—1)" sham

2n(a — ni) T a-—ni

Prej kétu duke zbatuar ekuacionin (6) marrim:

(00
L Sinan~o (=" _
e = -e
s a—ni
n=1

Zbérthimin e kétij funksioni né seri Fourier e lehtéson shumé forma komplekse e serisé
Fourier.

1.5 Serité e Laurent-it

[26] ... Le té jeté f(2) funksion analitik né rrathét koncentrik c; de ¢, me gendér né z,
dhe né zonén D ndérmjet tyre.

Fig. 1. 7 Unaza ku f(z) éshté analitik

Seria
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o)

f(z)=2an<z—zo>n+i(z_b#= i Calz = 200"

n=0

quhet seria e Laurent-it, ku

_ f(§)ds
Cn =2 gg (& —zp)™V’

n=20,+1%2..

Seria e Laurent-it mund té keté pambarimisht shumé terma né té dy kahet, ose numér té
fundém termash né njérén prej tyre e pambarim shumé né kahun tjetér ose numér té fundém
termash né ¢do kah. Nése f éshté funksion analitik né rrethin C dhe zonén gé e rrethon ai,
atéheré né bazé té formulés sé Koshi-ut rrjedh se té gjithé koeficientét

CTL =0 (n = ...F_3l _2:_1)
prandaj, seria e Laurent-it kthehet né seri té Taylor-it.

Pjesa e serisé sé Laurent-it gé pérmbané eksponenté negativ quhet pjesa kryesore e serisé.
Seria e Laurent-it e njé funksioni té dhéné analitik né zonén (unazore té konvergjencés
éshté unike). Ndérkaq f(z) mund té keté seri té ndryshme e té njjtén geendér. Uniciteti
éshté i réndésishém sepse seria e Laurent-it zakonisht nuk gjendet duke zbatuar formulat
nuk gjnedet duke zbatuar formulat (3) dhe (7) por me metoda tjera.

[18] ... Gjejmé seriné e Laurent-it pér funksionin f(z) = 1_122

Funksioni i dhéné nuk éshté analitik né pikat z = 1 dhe z = —1. Kemi

1-22=-zZ-1(z+1)
11 1 _1°o z—1 = (=) .
z+1_2+z—1_§1_ z—l sz ) EIWH(Z_)
n=0

Kjo seri konvergjon pér ¢do z, té tillé qé, |z — 1| < 2. Analoghikisht:

111 11 1 _
1+z_z—1+2_z—11+zzl_z—11_(_zzl)_
_ 1 m(_ 2 )”_m (-2)"
zZ— 1n=0 z—1 P! (z —1)n+1

Seria e fundit konvergjon pér ¢do z, té tillé qé |z — 1| > 2. Né rastin e paré kemi:
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—1 o (_1)n+1

f<Z):(Z—1)(Z+1)=n=O—2n+1 (z-D =
11 1 1 D+ 16 1)2
= Tay—1 g gl DA T

Kjo seri konvergjon né zonén 0 < |z — 1| < 2. Né rastin e dyté kemi:

-1 i (_z)n

& =G=he+n " T LG-Dm

! 2
BRCE M T
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2. Disa funksione speciale

Funksionet speciale paragesin njé klasé té vecanté funksionesh matematike, té cilat
zéné vend me degé té ndryshme té matematikés, si né analizén matematike, analizén
funksionale, ekuacionet diferenciale, analizé komplekse, poashtu ata gjejné zbatim edhe
jashta matematikés, si né fiziké edhe degé té ndryshme inxhinjerike.

Nuk ka ndonjé pérkufizim té caktuar strikt se ¢faré né fakt paragesin funksionet
speciale, por ka njé numér té madh funksionesh gé jané pranuar si té tilla.

Disa funksione special merren si zgjidhje té ekuacioneve diferenciale, disa té tjeré
pérkufizohen pérmes integraleve parametriké, e disa tjeré edhe si seri funksionale.

Fusha e funkisoneve speciale éshté shumé e gjeré, gé i bie se ajo nuk mund té
pérfshihet e téra brenda njé punimi, e lé&re mé brenda njé kapitulli, késhtu ne do té ndalemi
vetém tek integralet e Euler-it, respektivisht funksionet gama, beta, dhe te funksioni zeta.

2.1 Funksioni Gama

[5] ... Le té marrim funksionin S: N — N té tillé qé

n
S(n):=1+2+--~+n=2k
k=1

Tani le t& mundohemi té gjejmé njé formulé e cila do té na jep vlerén e késaj shume pér
¢farédo neN, pa pasur nevoj té mblidhen numrat e dhéné. Dihet se, formuén pér kété e
kishte gjetur Gaussi né fémijériné e tij té hershme, pra S(n) = %n(n +1).

Eshté e pakuptimté té flitet pér % numrat e paré natyroré, por megjithaté funksionin
e dhéné mund ta zgjerojmé edhe pér numéra jo té ploté, pra mud té gjejmé

3y 135 15
(E) "222 8
Gjithashtu, kemi edhe njé funksion tjetér i pérkufizuar vetém pér numéra natyror
dhe 0, por qé pérkufizohet pérmes prodhimit té n-numérave ta pare natyroré, pra
pérkufizimi i tij éshté si vijon n!=n-(n—1)-(n—2)-..-3-2-1 ashtu gé& me
marréveshje merret gé 0! = 1.

Tani si né rastin mésipérm, lind ideja gé té gjendet njé formulé pér gjetjen e n!, pa
pasur nevoj pér shumézime, gjé gé ka gené sfidé pér komunitetin e matematikanéve pér
shumeé vite.
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Euleri ishte 1 pari g€ gjeti nj€ formulé té till€, pér gjetjen e “faktorielit t€ njé numéri,
pa barrén” e shumézimit, madje mé shumé se kaq formula e tij vlen vet€ém pér numéra
natyror.

Pérkufizim2.1 ([5])(Funksioni Gama): Pér 0 < x < oo, xeR, funksioni i definuar si

(0]

I'(x) =ftx_1dt

0

quhet funksioni gama.

Argumenti i funksionit gama mund té jeté edhe kompleks, késhtu riformulojmé
pérkufizimin e funksionit gama pér ndryshore komplekse:

Pérkufizim2.2 ([5]) (Funksioni Gama): Pér |z| < oo, zeC, funksioni i pérkufizuar si

[0e]

I'(z) = f t? tetdt

0

qé paraget funksionin gama pér ndryshore komplekse.

Né vazhdim do té japim disa grafige té funksionit gama pér ndryshore reale dhe komplekse
(grafiget né anén e majté jané grafiget e fituara pér ndryshore reale, ato né anén e djathté
jané grafiget e fituara pér ndryshore komplekse):

T~ 100
/1

0.1

N

Fig. 2. 1 Grafiku i funksionit I (x)(majté) dhe I'(z) (djathté)
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1 1 1 1
-4 -2 2 4

Fig. 2. 4 Grafiku i funksionit I'(|x|) (majté) dhe I'(|z|) (djathté)
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10f

0.1

Fig. 2. 5 Grafiku i funksionit I (%) (majté) dhe I G) (djathté)

Teoremé2.1([5]) Pér ¢do z € C, Re(z) € (0, o), integrali

[o.0]
f tZ e tdt
0

konvergjon.

Deri mé tani e pamé zgjerimin e faktorielit pér 0 < x < oo, por ende nuk e kemi
shqyrtuar se ¢faré ndodh pér vlera negative té “x”, pér ta paré kété kemi nevojé pér kété
veti:

Teoremé2.2 ([5DVx > 0,T'(x + 1) = xI'(x)
Veértetim Nga pérkufizimi i funksionit gama kemi:

co

_ =t¥ dv=e tdt
Mx+1)= [ tYe tdt=| ¥~ =
(x+1) f |du=xt"‘1 v=—et
0

= —t¥e tdt

[ee]
(0 0]
+f e txt*ldt =
0
0

oo

= —fl‘im (A*e™4 —0) + xf t* le7tdt = 0 + xI'(x) = xI'(x)
0

Relacioni I'(x + 1) = xI'(x) éshté relacion rekursiv dhe njihet edhe si ekuacion
funksional, njéherit ai éshté valid edhe pér ndryshore komplekse, pér té cilat

(o]
f t? e tdt
0
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konvergjon, pra pér té gjithé numérat kompleks, né pérjashtim té numérave té ploté
jopozitivdmth z ¢ {{0}UZ~}, késhtu gé mund ta shkruajmé T (— i) = —2T G) pra késhtu
funksionin gama e zgjeruam né téré drrejtézén reale, népérjashtim té numérave té ploté
jopozitiv (0,—-1,—-2,-3, ...)

inz1= Plot[Gamma[x + 1], {x, -5, 5}1]

N+

niz21= Plot[x+* Gamma[x], {x, -5, 5}]

~q -2 F 2 4
ﬂ -10F
—20f

Fig. 2. 6 GrafikuiI'(x + 1) dhe i xI'(x)

Teoremé2.3 ([5]) vneN, T'(n+1) =n!
Veértetim Nga teorema 2.2 kemi:
I'm+1)=nl'(n)=n(n—DI'n—-1) =
=-=nn-1)n-2)-..-3-2-1-T(1) =
=n!T'(1)=n!-1=n!

gjejmé
_ 1-1,-t Jp — —t gr — Y o=t A (o= _ _
F(l)—ft e dt—fe dt—il_r)glo e |0_,411LI£}0( (e 1))—1
0 0

Me 8 janar 1730, Euleri i shkroi njé letér Kristian Goldbahut (Christian Goldbach),
né té cilén propozoi definiocionin vijues pér funksionin gama:

Pérkufizim2.3 ([5]) Pér x > 0 funksioni gama mund té pérkufizohet si né vijim
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I'(x) = f(—logt)x‘ldt

Mund ta vérejmé se ky pérkufizim éshé ekuivalent me pérkufizimin 3.1.

_datt=0>u=o

. - _ — p~u =
Lete marrimu = —logt >t =e dhe du t't=1=>u=0

atéheré
0 oo
— fux_le“du =f u*"le %du = I'(u)
0o 0

Ka disa forma apo pérkufizime ekuivalente pér funksioni gama, psh;

o)

I'(z) = Zf y22=1g=¥%qy
0

(me zévendésimin y? = t merret pérkufizimi fillestar),
1 1 z—1
I'(z) = f (In-) dy
y
0
(kurse ky rast na ¢on né pérkufizimin fillestar pérmes zévedésimit et = )

Teoremé2.4 ([55]) (Euler-it) vzeC\{0,—1,-2, ...}

oy 1 nn!
O = e+ DE+D G

([53]) ... Formula

njihet si produkti i Weirstrass-it pér funksion gama.

2.1.1. Vazhdueshmeéria e funksionit gama

Teoremé2.4 ([25]) Funksioni gama éshté i vazhdueshém pér vx > 0.

Veértetim Supozojmé se x, > 0 dhe zgjedhim a dhe b, té tillagé 0 < a < x, < b.
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Atéheré

f t*le~tdt
0

konvergjon uniformisht né [a, b], sipas kriterit té Weirstrass-it (M-testit) sepse
Ie—ttx—ll < ettb—l

dhe

o0
f e tt*1dt
1

éshté konvergjent pér xe[a, b] nése a > 1.

Nése 0 < a <1 atéheré integrali éshté jo i veté dhe gjithashtu konvergjon
uiformisht sipas kriterit te Weirstrass-it (M-testit), sepse |e " ¢t*~1| < t*~! dhe

1

ft“_ldt

0

konvergjon. Duke i kombinuar kéto dy raste shohim gé béhet fjalé pér I'(x), gé i bie ai
konvergjon uniformisht né [a, b], dhe funksioni nénintegral éshté i vazhdueshém sipas x
dhe t, atéheré sipas njé teoreme pér vazhdueshmériné e funksioneve qé pérkufizohen
pérmes integraleve parametrike jo té veta I' i vazhdueshém né [a, b], rrjedhimisht edhe né
X.

([25]) ... Tregojmé gé lir(1)1+x I'(x) = 1. Nisemi nga:
X—

rx+n)=x+n—Dr'(x+n-1)=
=(x+n—-1Dx+n-2)T(x+n-2) =
x+n-Dx+n-2)Tx+n—-3) ==
=(x+n—-DE+n—-2)x+n—-3) .- (x+n—-Dx+n—-2)(x+n—3) ...
v (X +2) I (x+2) =
=(x+n—-DE+n-2D(x+n=3) - (x+2)(x+ DM(x+1) =
=(x+n—Dx+n—-2)(x+n—2) ... (x + 2)(x + Dxl'(x), xeR{{0O}UZ"} =

I'(x+n)

F) = T Dt n =Dt n=3) o (x+ Dlx + Dx
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Atéheré

lim xF) = i I'(x+n) _
o (X)_xirgl+(x+1)(x+2)-...-(x+n—1)_
rn) (=1

T2 =D (=1 *

2.1.2 Derivati i funksionit T

2.1.2.1 Funksioni Digama dhe Polygama

([5]) ... Derivatin e funksionit gama e gjejmé, duke e konsideruar até si integral parametrik
jo i veté, i cili lejon derivimin brenda intrevalit té€ konvergjencés.

I'(x) = j t*le~tdt
0

atéheré

I'(x) = j(tx‘le‘t)’xdt =f t* linte tdt
0

0

') = (F’(x))’ = f(tx‘llnt e V), dt = f t*1In’tet
0 0

késhtu marrim

[0e]

rmx) = j t* 1In"te tdt
0

Pérkufizim2.4([5]) Funksioni digama (ose psi- funskioni) quhet derivati i funksionit
InT(z), pra

I'(z)

I'(z)

d
Y(z) = —InT() =
Ky funksion mund té paragitet edhe né kété formé:

- z—1
Y(z) :_V+Z(z+k)(1+b)' z#0,—1,-2,...
k=0

ku y-konstanta e Euler-Mascheron-it
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Pérkufizim2.5 ([5]) Funksionet ,, = 1™ quhen funksionet poligama, pra:

n+1

Yn(2) = Tt (Inl'(2)),

Yo(2) = Y(2)
Vlen relacioni

Wz 4 1) = i (2) +

Zn+1

ose ndryshe mund ta shkruajmé

(-1)™n!

Yn(z+1) =¢Yp(2) + o

Fig. 2. 7 Grafiku i funksionit Polygama pér ndryshore reale (majté) dhe ndryshore

komplekse (djathté)

([2]) ... Tregojmé gé I'' (1) = —y. Le té nisemi nga

lp(z):_y_i_Z(l-l-Lk_z-ll-k)

k=0

-1 1
‘/’m:‘“kzo(m‘m):‘y
r'ay (1) o
m——)’ﬁT——YﬁF(l)——Y

Lemé2.1([23]) Pér z € C vlené

o)

sinmz z?
nZ n

n=1

Teoremé2.5 ([23]) (Formula e refleksionit e Euler-it) Pér ¢cdo z ¢ Z, vlené relacioni
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r(2)r(1—z) =

sinmz

Veértetim Nga produkti i Weirstrass-it kemi gé

ngjajshém,

k=1
duke pérdorur lemén2.1
L e[ D) e e [ (1-2) ek =
I'(z)l'(—z) k k
k=1 k=1
o i 72 Lerr:_:lz.l
-2 [(1-%) =
k=1
Lema2.1 sinmz
o 2
nz
IFr(2)r(1—-2z) =— ,Z& L
sinmz

([1]) ... Fakti g¢ T G) = +/m, vértetohet duke pérdorur formulén e refleksionit pér z = %

arrihet né rezultat.
([2]) ... Vértetojmé relacionin:
I'A+2)I(1 — z) = nzcscnz,z & 7

Nisemi nga

FrA+29)FT((1—-2)=2'D)T(1—2) =z

= ZTICSCTtZ

([1]) ... Vértetojmé jobarazimin:

(I'@)* < TEr"(x), (x > 0)

Meqé

= 1
W@=;@ﬁ?ﬁ
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i bie gé
Y'(x)>0,(x>0)

nga ana tjetér

I"()(x) —T'%(x) T"@)(x) —T'"?%(x%) S

e W 0

Y(x) =

pasi gé

I2(x)>0,(x>0)=T"()l'(x) —T"?x) >0=T")l(x) >T'"%(x)

Teoremé2.6 ([39]) (Formula e Stirling-ut) Pér x > 0, I‘(x)~\/ﬁxx"§e‘x, (x > 0)
2.1.3 Funksioni jokomplet i gamés. Pérkufizime dhe veti
themelore.

([27]) ... Nga vetité e integraleve jo té veta vlené
[ee] pe (o]

I'(a) = f t*le~tdt =fta‘1e‘fdt+f t*te~tdt, (x = 0)
0

X

Pra fitohen dy funksione jokomplete gama,

X

y(a,x) =ft“‘1e‘tdt, (1)
0

dhe

o)

I'(a,x) = f tle-tdt, . (2)

X

Ndryshe I'(a, x) quhet edhe komplementi i funksionit jokomplet gama.

Kéto funksione pér heré té paré i studioi Prym né vitin 1877, késhtu funksioni
I'(a, x) njihet edhe si funksioni Prym.

Shihet garté gé
I'(a,0) =T(a)
dhe
v(a,x) +T'(a,x) =T(a),(Vx = 0,a > 0)..(3)
Gjithashtu
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o

I'(1,x) = f ti-letdt = e™*

X

dhe
X
y(1,x) = f timle7tdt=1—e7*
0

Pér x > 0 integrali (2) konvergjon Ya € R. Integrali (1) konvergjon vetém pér a > 0.
Megjithaté y (a, x) mund té zgjerohet edhe pér a-negative. Gjithashtu pérkufizimi i y(a, x)
ka kuptim edhe pér a- komplekse, me kushtin gé Re(a), kurse I'(a, x) ka kuptim pér ¢do
a-komplekse. Japim disa veti pér y(a, x) dhe I'(a, x):

e Meqeé funksioni nénintegral éshté jonegativ té tillé do té jené edhe y(a, x) dhe
I'(a,x).
Pér a té fiksuar, y(a, x) éshté funksion rrités sipas x, dhe
X 00
lim y(a,x) = lim ft“‘le_tdt = f t%le~tdt = I'(a)
e e 0 0
Kurse, I'(a, x) éshté funksion rénés sipas x, dhe

lim I'(a, x) = lim j tletdt =0
X—00 X—00
X

d d a-1,—x
Ey(a,x) = —EF(a,x) =x%te™*, ... (4)
[ ]
'n+1,x) =n! e‘xz—l
!

Péra>0,x>0

[0e]

a (_1)nxn
V(a;x) =X ;m, ..(5)

Pér ¢cdo a, né pérjashtim té 0 dhe numrave té ploté negativ, dhe ¢do x >0, vlen
y(a+1,x) = ay(a,x) —x% %, ...(6)

Pero<p<a

j”y(a, x)  _Ta-p)

xP+1 p

0
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2.1.4 Teorema Bohr-Mollerup.
([2]) ... Euleri kishte propozuar njé problem gé té gjendet njé funksion i vazhdueshém.

Pér x > 0, i tillé gé té jeté i barabarté me n!, pér x = n, n- i ploté. Eshté e garté gama
funksioni nuk éshté zgjidhje e vetme pér kété problem. Kushti i konveksitetit nuk éshté i
mjaftueshém, megjithaté sjellja e gamés na jep disa indikacione gé ajo té jeté zgjidhja unike
né disa kuptime. Kushti i duhur pér unicitetin ishte dhéné nga Bohr dhe Mollerup (1922).
Né fakt, nocioni i konveksitetit logaritmik éshté zgjeruar nga puna e Artin-it (1964).

Para se té fillojmé me trajtimin e teoremés japim kéto pérkufizime:
Pérkufizim2.6 ([2]) Funksioni real f né (a, b) éshté konveks, nése:

fAx+ (1 -Dy) <Af )+ (1 -Df )
pérx,y € (a,b) dhe 0 < 1 < 1.

Pérkufizim2.7 ([2]) Funksioni pozitiv f né (a, b) éshté logaritmikisht konveks nése log f
éshté konveks né (a, b).

Lemé2.2 ([2]) Nése f: (a, b) — R éshté konveks dhe nése a < x <y < z < b, atéheré:

[N =10 _f@~f® _f@-f0)

y—x Z—x zZ—y

(1)

Me kéto mjete ndihmése mund té formulojmé teoremén Bohr-Mollerup.

Teoremé2.7([2]) Nése f éshté funksion pozitiv pér x >0 dhe :

i) fO=1,
i) flx+1)=xf(x),
iii)  f éshté logaritmisht konveks, atéheré f(x) = I'(x), pérx = 0.

Veértetim supozojmé se n- numeér i ploté pozitiv dhe 0 < x < 1. Nga kushti i ) dhe i)
kemi qé éshté e mjaftueshme gé teorema té vértetohet pér kéto x. Marrim intervalet
[m,n+1], [n+1,n+1+x], [n+,n+ 2]. Atéheré marrim funksionin logf(x) dhe e
vémé te (1):

logf(n+ 1) —logf(n) - logf(n+1+x)—logf(n+1)
n+l—-n - n+l+x—(n+1)
- logf(n+2) —logf(n+1)
- n+2—-(Mn+1)

) f(n+1)<10 f(n+1+x)< ) f(n+2)
I Fm) 2% fm+n S 9Fm+1D

Nga kushti i) dhe ii ) kemi:

=
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fm x0T afm . YT fmr D

nm+x)(n+x—1)..xf(x)
nn—1)..2-1-f(1)

lognf(n) - 1l n+x)f(n+x) <1 n+Df(n+1)

1
logn < ;log < xlog(n+ 1)

xlogn <logln+x)(n+x—1) ..x + logf(x) — logn! < xlog(n+ 1)

n+x)(n+x—-1)-...-x
n!

logn* < log + logf(x) < xlog(n+1) /—logn®

n+x)(n+x-1)-...-
g

x n+ 1\*
0<lo nln* T logf(x) < log (T)
n+x)(n+x—-1)...-x 1)
< < 1+-—
0 < log P +logf(x) < xlog( + -
0 < i l m+x)(n+x—-1) .- x ] < Tim %] (1 1)_0
=< lim | log s + logf(x) < lim xlog +E =
) m+x)(n+x—-1)-...-x
= 7ll_r)£10<log o +logf(x) |=0

log lim m+x)n+x—-1) .- x — —log f()

n-oo n!'n*

n+x)(n+x—-1)-...-x

log i, i =95
=g n+x)(n+x—-1)-..-x 1
noh n!n* f(x)
n!n*
= f(x) = lim =T'(x)

nbo(n+x)((n+x—1) .- x
Me kété, teorema u vértetua.

Lemé2.3 ([51]) (Jobarazimi i Holder-it): Le té jené p dhe g numra real pozitiv, té
tillé gé

+ - = 1. Atéheré pér ¢do funksion té integrueshém f, g: [a, b] — R vlené:

1
q

SRR

q

b b % b
[ regeoax| < [irirax | ( [ig1eax | .. @
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Teoremé2.8 ([51]) T: (0,) — R éshté logaritmisht konveks.

Veértetim Le té jeté 1 < p < oo dhe % + i = 1, atéheré:

[ee]

x Xy, xy 1 1 t ¢t
F<—+X> =frp+q e_tdt=ftptpt Pt de Pe ddt =
0

0

1

p 1 1 L33[°7 Pl
= | (t* e H)p(tY e Hadt < ftx_le_tdt fty_le_tdt =
0 0 0
1 1

= I(x)? T(»)"

Le té marrim A = % dhel -1 = é, rrjedh gé A € (0,1) dhe:

F(Ax + (1 —A)y) < Tyt~

logT(Ax+ (1 —-A)y) < log(F(x)’lF(y)l_A) =AlogT(x) + (1 —A) log'(y)

Vx,y € (0, ).
Pralog I'(x) konveks, rrjedhimisht I'(x)- log-konveks.

2.1.5 Residiumet e funksionit gama
([5]) ... Edimé gé:

['(z+n)

M@ = T D+ rn-D

Duke u bazuar né pérkufizimin standard té gammeés,

[ee]

I'(z) = j t? le~tdt,

0

. (1)

['(z) éshté i pérkufizar vetém né gjysméplanin e djathté; Re(z) = 0, pérderisa ekuacioni
(1) éshté i pérkufizuar dhe éshté meromorfik né gjysméplanin Re(z) > —n, ku ai ka pole
té rendit t€ paré né pikat 0,—1,—2,...,(n — 1). Ekuacioni (1) éshté zgjerimi analitik
(analytic cuntinuation) i I'(z) né gjysméplanin Re(z) > —n. Megé numri pozitiv n mund
té merret i ¢farédoshém, atéheré funksioni gama béhet analitik i vazhdueshém (analytic
cuntinuation) né téré planin kompleks. Pér té gjetur rezidiumet e I'(z), ekuacionin (1) e

shkruajmé si mé poshté:
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Frz+n+1)
zz+1)..(z+n—-1)

(z+n)'(2) =

Né pikén z = —n.:

rNz+n+1)=T)=0'=1
dhe: zz+1)..(z+n—-1) =(—-1)"n!,
késhtu qé marrim:

Res(T',—n) = (—nll)".

2.1.6 Funksioni Beta

Integrali i dhéné né pérkufizimin e funksionit gama quhet integral i llojit té dyté té Euler-
it, ndérsa integrali i Euler-it i llojit té paré, i cili &shté i lidhur ngushté me gamén dhe qé
éshté dhéné gjithashtu nga Euleri éshté:

Pérkufizim2.8([4]) (Funksioni Beta): pér Re(x) =0, Re(y) = 0. Funksioni beta
pérkufizohet

1

B(x,y) = f t*71(1 — )Y dt.

—__ 100
2

0.1

Fig. 2. 8 Grafiku i funksionit B(x) (majté) dhe B(z)( djathté)

([22]) ... Vazhdueshméria dhe derivueshméria e funksionit beta mund té studiohen pérmes
teorisé sé integraleve parametrike, mirépo lidhja e kétij funksioni me funksionin gama e
zgjidh shumé lehté kété problem.

Teoremé2.9([4]) (Simetria) B(x,y) = B(y, x).
Veértetim Re(x) > 0,Re(y) > 0,

49



1

B(x,y) = f tx_l(l - t)y_ldt = |

0

u=1-t _
dt = —du

1 1
= — f(l —wW* 1w du = f(l —w)* 'w¥~1du = B(y, x).
0 0

Teoremé2.10 ([4])

T

2
B(x,y) = Zf(sin t)?* 1(cost)?¥~1dt,
0

Re(x) > 0,Re(y) > 0.

Vértetim

1

 cin?
B(x, = | t*1(1 = )¥"1dt = t=sin“u _
) j ( ) |dt=2$inucosudu=sin2udu
0

T
2

Vs
2

= f(sinzu)x‘l(coszu)y‘lz sinucosudu = ZJ(sinu)zx‘“l(cosu)zy‘2+1du =
0

0

s
2

=2 f(sinu)zx‘l(cosu)zy‘ldu.
0

Teoremé2.11([4])

ot tx—l
B(x,y) = j aro™ dt.
0

Veértetim

u

t=
B(x,y) =ftx_1(1—t)y_1dt= 1+u_1}+” | =

dt=—— " gu=—=—_
0 1+ YT a+w?

1

_jo u*1 1 du Joo u 1 4
) OrwT Grw T a+w? ) Grwrr
0 0
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Teoremé2.12([4])

7
0fcosz"_lﬁsinzy_lﬁdﬁ = ;2—%
Teoremé2.13([4])
T (y)
PN =6y

Veértetim Nga teorema2.10 kemi gé:

sin®Y"tcos®*tdt =

O — iy

Y
2

B(x,y) =2 f cos??"tsin®*1tdt = B(y,x) =2
0

TOT(»y) _TMre)
2l(x+vy) Tx+y)

Nga ky barazim, duke marré né konsideraté vazhdueshmériné dhe derivueshmériné e
funksionit gama rrjedhimisht marrim vazhdueshmériné dhe derivueshmériné e funksionit
beta.

Teoremé2.14 ([4])

. X
l)B(X-l‘ 1,_’)1) = mB(X,y)

i)B(x,y+1) = LB(x,y)

x+y
Vértetim
. _ T+ DI(Qy) - xT@ry)  — x TEr(y)
D) Bx+1y) = Tx+y+1) +Yfx+y) x+y Tx+y)
= 5B,
D) By +1) = Fry+1 _ TEyIy)  _ y TOIG)
. Y T O T(x++1)  (x+yIx+y) x+y Tx+y)
S B(x, ).
x+y
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Teoremé2.15 ([4]) (Formula e dyfishté e Legendre-it)

2x-1

Vi

Teoremé 2.16 ([4]) i) Nése x numér i ploté pozitiv:

r (x + 1) = (2x)! V.

2 22x x|

I'2x) =

r(x)r(x +%)

) _ (o
0 r(-x) = G—pr *EN
Veértetim

i) Megé T'(2x) = (2x — 1)! dhe I'(x) = (x — 1)!, atéheré formula e Legendre-it do té
merr formén:

2x-1

Rx-1!= (x—l)!l“(x+l> /- 2x
VT 2

2x

(2x)! = ZTx!F(x +%) = I‘(x +l> _ (20 V.

i3 2 x!22%

it) Meqggé:
ITp=@E-Drp-1) = T =@E-D@-2)..p—x)T(P-x)

(@)= G-1)6-9-G-)r-

- )= (-2

-
= T (% - x) = %

Teoremé2.17([55]) (Formula multiplikative e Gauss-it) Le té jeté I'- funksioni gama.
Atéheré vz ¢ {—%:m € N} vlené:

m-—1 1
| iy F( —) = (2n)z mz "™ TI'(mz),m = 2,3,4 ...
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2.2 Funksioni Zeta
([38]) ... Seria harmonike 27?:1% éshté ditur se divergjon gé nga viti 1700. Euleri, mé

N . 1 . . L T . R 1
VONé tregoi se Zflo=1p konvergjon dhe se ajo ka vleré % Né fakt, seria e formés Z?f=1;
konvergjon pér x > 1, x- real, sepse:

1 AT 1 1

—dt=| t™¥dx = = lim — (A" -1"%) = - ,
f x ,f Tl Al—r>rolol—x( ) 1-—x
1 1

nése x > 1, pérndryshe divergjon. Pérkufizimi i késaj serie mund té zgjerohet edhe né

A1

bashkésiné e numrave kompleks, pra 27?:1%, ku s € C. Tani e shqyrtojmé se pér ¢faré “'s
seria do té jeté konvergjente.

Le té marrims = x + iy, x,y € R,
1 1
Zﬁ anw
n=1

n=1
si¢ u tregua mé sipér kjo konvergjon pér x > 1, dmth seria ;- % konvergjon absolutisht,

e}

[ee] [oe] [oe]
= |nx+iy| - |nx||niy| - |nx||eiylnn| - nx
n n=1 n=1

=1 n=1

rrjedhimisht edhe né ményré té zakonshme pér Re(s) > 1. Késhtu japim kété pérkufizim:

Pérkufizim2.9([40]) Funksioni ((s)zzg’:l%, Re(s) > 1, quhet funksion zeta i
Rimmanit.

-10 -5 \ 5 10

0.1

Fig. 2. 9 Grafiku i funksionit {(x)(majté) dhe {(s) (djathté)

Ky funksion mund té zgjerohet edhe pér vlera té "'s "’ mirépo atéheré funksioni zeta do té
keté trajté tjetér.

Teoremé2.18 ([40]) (Produkti i Euler-it) Pér Re(s) > 1;

53



o1 1
2=l T

= 1——
n=1 pEP ps

prodhimi né té djathté duhet kuptuar si prodhim mbi bashkésiné e té gjithé numrave té
thjeshté, ku P-bashkésia e numrave té thjeshté

Rrjedhim 2.1([41]) Bashkésia e numrave té thjeshté éshté e pafundme.
Veértetim Nga teorema paraprake kemi:

i 1 l_[
ns —p~s
n=1

pPEP

ku P- bashkésia e numrave té thjeshté.

Pérs = 2;

-numeér iracional.

Nga ana tjeter;

éshté produkt numrash racional.

Prodhimi i fundém i numrave racional éshté numér racional, gé i bie se duhet patjetér té
kemi pakufi numra racional, rrjedhimisht pakufi numra té thjeshté.

Rrjedhim2.2([42]) Seria Zpep P-bashkésia e numrave té thjeshté, divergjon.

Veértetim Pér s > 1, s-real,

(= 1=

pEP

= In{(s) = —Zln(l—p‘s) :Zip:n =
PEP n=1
YD P

pEP PEP n= PEP n=2

8
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PEP n=2 pEP n=2 ZpEP e 2(1—5
<1§: 11, ’§< 1 1)_1
2. n(n—1) 2noeZi\k—1 k)2
n=2 k=2
Pra;
1 1
log((s)<zﬁ+—
pPEP
lim1 <li 1l
sl—r>rll 0g{(s) = ST}ZF-I-E
DEP
<zl+1
m_ -— -—
pEPp 2

Prej kétu kemi gé Zpep% divergjon, gé duhej té vértetohej.

2.2.1. Problemi i Bessel-it

([24]) ... Ky problem pér heré té paré u prezantua mé 1644 nga Pietro Mengoli dhe mé
voné nga véllezérit Bernoulli, té cilét nuk mundén ta zgjidhin. Problemi géndron né gjetjen
e shumés sé pafundme:
1 1 -1
1+ ? + ? + - = ﬁ
n=1
gé né fakt paraget caktimin e vlerés sé funksionit zeta né pikén s = 2. Pér heré té paré e
zgjidhi Euleri duke pérdorur metoda té matematikés sé avansuar dhe arriti té tregoj gé:
i 1 n?
nz 6
n=1

Pas tij, u dhané edhe shumé zgjidhje tjera té Kkétij problemi pérmes integraleve té
shuméfishta, identiteteve trigonometrike, funksioneve inverse trigonometrike, analizés
komplekse, analizés Fourier dhe pérmes té arsyetuarit gjeometrik. Ne kétu do té japim
vetém metodén e Euler-it.

([24], [41]) ... Fillimisht, zbérthejmé né serité e Taylor-it funksionin:
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sin x 1 (rx)? N (mx)* B (mrx)® e z (—m?x®)"

X 3! 5! 7! (2n + 1)!
n=0
Gjithashtu, pérdori edhe faktin gé:

smﬂx_oolxz_lxz1x21x2 B

X _H n2) 01\ 22\ 32

n=1
1 1 1
=1—x2(F+?+§+---)+x4(...) o (5%)

1 1 1 w?
_( +_+_+...>=—_

12 ' 2z ' 32 3!
1 2 2

f—t _— = — e —
Z n2 = (@) 6
n=1

2.2.2 Numrat e Bernoulli-t dhe funksioni Zeta

([31]) ... Mé 1755, Euleri propozoi pérkufizimin e méposhtém pér numrat e Bernoulli-t,
i cili mbetet njé ndér pérkufizimet moderne mé té pérdorura pér kété varg.

Pérkufizim2.10([31], [41]) Numra té Bernoulli-t quhen koeficientét e funksionit
eksponencial gjenerues:

[ee]

X kak

ex—1 k!
k=0

Ky pérkufizim i Eulerit pér numrat e Bernoulli-t &shté i bazuar né konceptin e funksionit
gjenerues, gé né fakt éshté metodé pér gjetjen e numrave té Bernoulli-t.

Le té shénojmé:

f&) =

e*x—1

dhe le ta zbérthejmé até né seri té Taylor-it rreth pikés zero. Gjejmé disa derivate té para:

X . .
f(x)=ex_1, lim f(x) =1
e*x—e*+1 1
! - - = ; rx) — _Z
o =—a—pz > nf 2

e?*x —e*x — 2e%* +2e* 1
, lim f®) ==
(e¥x —1)3 x-0 6

)=
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had 4

X _Zf(”)(O)xn_l_l_( 1) +1 x2+( 1)x+1x6+ B
-1 L~ n 2)" "6 2\ T30/ T 2er T T

x x% x*

X
=1t 70 3020

6

Tani, le t& hedhim njé véshtrim pér termat e paré té numrave té Bernoulli-t:

Tab. 3. 1 Paragitja e disa numrave té Bernoulli-t

i-indeksi B;- i-indeksi B;-nr.Bernoulli-t
nr.Bernoulli-t
1
2
2 1 12 691
6 2730
3 0 13 0
4 1 14 7
30 6
5 0 15 0
6 1 16 3617
42 510
7 0
8 1 49 0
30
9 0 50 4950572052410796482122477525
66

Duke i paré kéto kufiza mund t’i nxjerrim disa veti pér numrat e Bernoulli-t:

e B, jané racionalé,

e B,,.1=0,pérn>1,

e B,, ndryshojné shenjén: B,,, < 0 dhe By,,4+, > 0 pérn > 1,
e Madhésia e B,,, rritet shumé shpejté.

Pohim2.1([31]) Numrat e Bernoulli-t plotésojné relacionin:
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n-1

B, =1 dhe Z(Z)Bk > 1.

k=0
Pohim2.2 ([31])

BZn+1:0' TlZl
Teoremé2.19 ([31]) Pér ¢cdo numér té ploté k > 0,

1 | Bk |(2m)?"
@)= ) 2% = a0
n=1
Veértetim Shfrytézojmé faktin gé:

(0]

sinx X \2
—=110-G)) /m
n=1
Insinx = Inx + i In (1 — (i)z) / i
B ] nm dx
n=

1 2x 1 v/ 1 1 1
cotx = — E—=—+§ ( + ):_
X x? — (nm)? «x ] x+nnm x—nmn/ x

n=

n=1 nm nm
b (R G R ) R 0
n=1 k=0 k=0 n=1 k=0
1 w1 2kt ] e 1 > 2k+1
LY LS oo (@) -1 S (2 ()

Késhtu pra pér kotangjentin gjetém dy forma té paraqitjes né seri pérmes numrave té
Bernoulli-t:
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ZBZTL 2 2n—1
cotx = Z( " ((2 x))'

dhe,

1 ® 2x2n—1
cotx = 7 Z —m {(2n).

n=1

Pra;

2 2B3n(20% 1 2x?nd
z( D (2n)! _;_Z m2n ¢@n)

n=1

2 2B3n(20)%1 1 Q21
Z( 2 (2n)! ___Z mw2n ¢2m)

X
n=1

2 2n—-1 2B n 2 2n-1
2 ) c<2n)—Z( e 2

n=1

ZZC(ZH) o1 Z( 1)n+12B2n22n—1x2n—1

o] 2n (2n)!
2¢(2n) 22" (—1)"*1B,,
T2 (2n)!
— ¢(2n) = (D™ B ([41], [56])

(2n)!

{(2n) éshté cdoheré pozitiv, ndérsa nga eksponenti —1 kemi qé B, < 0 dhe By, > 0,
atéheré mund té shkruajmeé gé:

(_1)n+lBZn = |BZn| .
Pra:

IBZnI 2211—17.[211

{(2n) = 2! . (%)

Njé zbatim i késaj mund té shihet pérmes llogaritjes sé shumés:

=1 1 1
Z 0_110+210+310+
n=1

Caktimi i vlerés sé késaj shume né fakt i bie gjetja e vlerés sé funksionit zeta pér
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s=10,0se 2n =10 = n = 5. Pra:

5
|Byol 257 'm?® _ |%| 1024 T

¢(10) = (2-5)! =7 1001 " T 93555

710 ~ 1,0009945 . ... ([31])

Teoremé2.20 ([56]) (Ekuacioni funksional i {(s)). Le té jeté:
As) =T (2)4(s) =72 TC)

Atéheré, A(s) = A(1 —s), Vs, etillé gé Re(s) > 1. Nga pérkufizimi i {(s) gé konvergjon
pér Re(s) > 1, ne mund té zgjerojmé {(s), pér Re(s) > 1. ( Kritike mbetet konvergjenca
né zonén 0 < Re(s) < 1.)

([7D ... Nga A(s) = n_gl“ G) ¢(s)mund té nxjerrim kéta pérfundime:

e ((s) ka pol né pikén s = 1. (I'(s) éshté analitik né s = % pasi A(s) ka pol té
thjeshté né s = 1)

e ((s) éshté analtik né pikén 0 dhe ¢(0) = —% # 0 (I'(s) ka pol té thjeshté né
s = 0, gjithashtu edhe A(s))

e ({(s) i pérjahton té gjithé numrat ¢ift té ploté mé té vegjél se 0 (sepse I'(s)ka pol te
cdo vleré negative, ndérsa A(s) jo)

Pra me kété kemi njé pasqyré té pérafért pér funksionin zeta pér Re(s) < 1.

-12 -10 8 -6 =4 = \ / 2 4 6 : 1 12
-05} -05

Fig. 2. 10 Grafiku i funksionit ¢(2x)(majté) dhe {(—2x) (djathté)
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L ) R D .
-10 -5 5 10

Fig. 2. 11 Grafiku i funksionit {(2x + 1)

Teoremé2.21([51]) (Lidhja e funksionit gama dhe zeta) Pér Re(s) > 1, vlené:
s—1

dt
et —1

§(SI(s) = f

0

Veértetim Nisemi nga

[0e]

— s=1,-t — t =nx —
[(s) = _[ £ et = |dt = ndx| -
0

[ee]
— J nsxs—le—nxdx
0

pra
r'(s) =Jn5x5‘1e‘”"dx/- n-s
0

(o]

n=ST(s) =st‘1e‘”xdx
0

Z n=ST(s) = Z f x5 le ™ dx =
n=1 n=1g
TI2 ° 1 —e M
= j Z e ™ | x5 dx = J 2571 lim ﬁe‘xdx =
n—-oo _
0 wn=1 0



00} 1 oo xs—l
— s—1 —
—fx ex_ldx—fex_ldx
0 0
Pasi gé Re(s) > 1 integrali éshté absolutisht konvergjent dhe kjo e arsyeton ndérrimin e
serisé me integralin.
2.2.3 Shqyrtimi i "identitetit” 1+2+3 +--- = —%, pérmes
funksionit zeta

Kjo shumé éshté njé nga shumat gé ka shkaktuar mjaft debat né botén matematike njéherit
njihet edhe si shuma e Ramanujan-it. Arsyet se pse merret késhtu jané té shumta, dhe ka
disa “vértetime” pér kété. Po japim metodén e Euler-it.

([3D ...Leté marrimS=1+2+3+--dheT=1-24+3—-4+4+5—6+---. Shumén

T mund ta llogarisim pérmes paragitjes sé funksionit TS gé éshté
_t . 1—2x+3x% —4x3 + -
(1+x)2

Pra pér ta fituar T zévendésojmé x = 1,

1

m=1—2'1+3'12—4'13+”‘

1
S =1-243—4+--
7 + +

Gjithashtu,
T=0A+243+-)-224+4+6+-)=
=(1+24+34+-)—-41+2434+:-)=-3s

L_ 1
4— S=>S§= 12

Tani, duke pasur parasysh funksionin zeta,

=1
{((s)= ) —

nS
n=1

shuma e dhéné fitohet pér s = —1.

oo

1

C(—1)=Zn=1+2+3+-.-=—E

n=1
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Fillimisht, zévendésimi x = 1, éshté i palejueshém, sepse ajo paraqitje e funk3|on|t( e

vlen vetém pér |x| < 1. Mirépo, ky zévendésim i gabuar vjen nga fakti se né até kohé ende
nuk éshté ditur pér konvergjencén e serive, dhe veprimet me to. Le té gjejmé {(—1), me
fjalé tjera caktojmé vlerén e funksionit zeta pér s = —1, dmth Re(s) < 1 atéheré pér kété
rast kemi kété paragitje pér zetén.

" zr(——)« 1)—nzr( )«2)
2 (~2m)I(—1) = nr(l)g

n i (3)een =nET () e -5
2

VE(=VR (D) =1

1

—2mg (-1 =z = (- =-2

Pra, si¢ shihet vlera e funksionit zeta éshté —% né pikén s = —1, por kjo nuk térheq gé

1+2+3+=-— 11—2 meqeé né paragitjen e zetés

=1
=
n=1

nuk guxon té merret s = —1, nuk plotésohet ai dhe né rastin né fjalé zeta ka pargitjen tjetér

prandaj nuk mund té themise 1+ 2+ 3+ -+ = —1—12.

2.2.4. Hipoteza e Reiman-it

([13]) ... Hipoteza e Reiman-it éshét njé ndér problemet e hapura mé famoze. Kjo
hiptezé éshté formuluar nga Reiman-i, ndérsa David Hilbert-i e ka vendosur né listén e
probelmeve té pazgjidhura mé té réndésishme, té cilat i prezantoi né kongresin e
matematikanéve né 1900, sé fundi kjo hipotezé zé vend edhe né listen e shtaté probleméve
mé té médha té pazgjidhura, té béré nga instituti Clay.

Deri mé tani kemi treguar disa paragitje té funksionit ¢, psh si prodhim i pafundém,
shumé e pafundme, té cilat paraqitje vlejné pér Re(s) > 1.

Po té marrim s = —2k te ekacioni funksional marrim:

=T (1 b Zk) (1 +2k)

_ 1+22k_k 1\ {(1 + 2k)
{((=2k)=m" F(k-l'E)W

nzk_kF (— %) {(—2k)=m"
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—1-2k—-2k

{(~2k) =z T (k + 1) {a+ze)

2 —T
{(—2k) = 0,keN

Ky rast nuk na thoté gjé pér zerot e {(s) né zonén 0 < Re(s) < 1. Né kétét zoné
{(s) ka zero dhe ato quhen zero jotriviale.

Llogaritja e disa zerove jotriiale tregon qé ato shtrihen né drejtézén Re(s) = % e

cila quhet drejtéz kritike. Me ndihmén e kompjuterit mund té llogaritet numér jashté
zakonisht i madh i zerove, respektivisht deri né 1013 (dhjeté trillion). Eshté interesante té
potencohet se, derisa nuk jaé future kompjuterét né lojé né mesin e shekullit XV1II, jané
gjetur vetém 1000 zero. Normalisht, gé té gjitha kéto zero llogariten me saktési té madhe,
dhe té gjitha jané shtriré né drejtézén kritike.

Megjithaté, ende s ka vértetim gé té gjitha zerot jotriviale shtrihen né kété drejtéz
kritike, dhe kjo né fakt paraget Hipotezén e Reiman-it.

Hipoteza e Reiman-it: Té gjitha zerot jotriviale shtrihen né drejtézén Re(s) = i

Njé numér i madh i matematikanéve té njohur kané dhéné kontribut né kuptimin sa
mé té miré té késaj hipoteze, ndér mé té njohurit jané: Andre Weil, Atle Commes, té cilét
kané marré edhe cmimin Fields.

0<=Res<1

| =

Fig. 2. 12 Drejtéza kritike e Reiman-it
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3. Zbatimi i serive funksionale dhe disa funksioneve speciale né
zgjidhjen e disa integraleve mé karakteristike

3.1 Paragqitja e integraleve pérmes serive

3.1.1 Lidhja e integraleve me seri té Taylor-it

([15]) ... EKzistojné njé numér i madh metodash pér gjetjen e primitivave té disa
klasave té funksioneve elementare, mirépo né rastin e pérgjithshém primitiva e funksionit
elementar nuk éshté domosdoshmérisht funksion elementar, madje tregohet se c¢do
funksion i vazhdueshém ka primitivé, p.sh. integralet e méposhtme, e shumé té tjerg,
primitivén nuk e kané funksion elemtar

2 o, sinx
e *dx, | sinx“dx, | —dx.
X

Pér kété jané gjetur metoda tjera, té cilat jané aparat mjaft i fugishém pér zgjidhjen
e kétij problemi, ndér to jané edhe serité e Taylor-it, meqé funksionet té cilat jané té véshtira
té integrohen i “’kthejné’’ né polinome, t€ cilat jané mé té lehta pér integrim.

3.1.2 Lidhja e integraleve me serité Fourier

Teoremé3.1([10]) (e Parseval-it) Nése funksioni f (x) éshté funksion i vazhdueshém dhe
i pérkufizuar né [0,2r] dhe f(0) = f(2m). Supozojmé se zgjerimi né seri Fourier pér
funksionin f(x) éshté

%ao + Z(akcoskx + by sinkx),
k=1
atéheré
1 27T 2 %)
;f F2(x)dx = % + Z(a,i +b2) .. (1)
0 k=1

Lemé3.1([10]) Supozojmé qé r éshté numér real, dhe |r| # 1. Zgjerimet né seri Fourier
pér dy funksionet trigonometrike té méposhtme jané:

1+ rcosx
1+ 2rcosx + r?

=1+ ) (—Dkcoskx, (7| < 1),..(2)

1+ rcosx
1+ 2rcosx + r?

= Z(—l)k‘lrkcoskx, (Irl > 1), ...(3)
k=1
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rsinx - .
1+ 2rcosx +12 z(_l)kﬂrksmkx- (rl<1),..(4)
k=1

rsinx > .
1+ 2rcosx +12 Z(—l) r~"sinkx. (|r| > 1) ...(5)
k=1

Teoremé3.2([10]) Supozojmé qé r- numér real dhe |r| # 1, atéheré

(Ir] < 1),..(6)

21

J‘ (1+rcosx)’dx  m(2—1?)
(14 2rcosx +r2)2 1—-7r2 "’

0

(1 + rcosx)?dx T

2T
r2(sinx)?dx r2

T

= ——. (I < 1),..(8

(1+ 2rcosx +1r%)2 1 —r2 (Irl <1),..(8)
0

2T

r?(sinx)%dx _ 1 o
(1+2rcosx+r2)2_r2_1'(7‘ ) (
2T
j 1 dx = o (Ir] > 1),...(10
1+ 2rcosx + r? X=1_,2Ur , .. (10)
0
2T
| C_dx= (] < D). (11
1+ 2rcosx + r? x_rz_l'(r ), - (11)

0

Lemé3.2 ([9])Supozojmé gé p dhe g jané numra real té ¢farédoshém. Atéheré,
sin(p + iq) = sinh(p) - cos(q) + icosh(q)sin(q), ... (12)
(sinh(p))z(cos(q))2 + (cosh(p))z(sin(q))2 = (sinh(p))2 + (sin(q))z, ..(13)

Teoremé3.3([9]) Supozojmé se r éshté numér real ¢cfarédo. Atéheré,

21 ) 4k+2
sinh(rcosx) ? cos(rsinx) 2dx = r—z,...(14)
Oj( A ) ;((2k+ D)
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21 0

J- ( ))2( ))2 Z .r.4-k+2

cosh(rcosx)) (sin(rsinx)) dx=n ) —,...(15)

J £ ((2k + 1)1)°

am i 4k+2

J. ((sinh(rcosx))2 + (sin(rsinx))z) dx = ZE;W, ..(16)

0

Lemé3.3 ([9]) Supozojmé gé p dhe g numra té ¢farédoshém real. Atéheré,
cos(p + iq) = cosh(p)cosq + isinh(p)sing, ... (19)
(cosh(p))z(cosq)2 + (sinh(p))z(sinq)2 = (sinh(p))2 + (cosq)?, ... (20)

Teoremé3.4 ([9]) Supozojmé se r numér i ¢cfarédoshém real. Atéheré,

2 d 4k
cosh(rcosx) ? cos(rsinx) “dx = 2m + 1 , (21
0[( ) ( ) ;(@@gz
f Fsintrsim)r =y —
sinh(rcosx)) (sin(rsinx)) dx =n ) ——,...(22)
0 k=1 ((Zk)')
2 5 5 2, 4k
sinh(rcosx)) + (cos(rsinx)) )dx =2n+2n ) ——,...(23)
Of ( )+ ( ) D o

Méposhté do té shohim disa lidhje té serive, respektivisht, paraqitje té integraleve né
formé serive, té cilat do t’i paragesim né formé t€ pohimeve:
Pohim3.1([28], [34])

1

f RO o G Vi
(n+ 1)n+t
0 n=0

Veértetim Funksionin nénintegral e shkruajmé né formén
® n n
Inx* _ oxinx — x*(Inx)
n!

x¥=e

atéheré,

fxxdx= f ixn(::x)n i ni J () dx . ()
0 0 n=0 n=0
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n+Du=t

: u=—lIlnx U= t
fx”(lnx)"dx = x=euw |=- f (—D)"ulte~Dugy = n+1
4 dx = —e “du dt

du =
n+1
r £ 1 ro(=1)n
= [ (-1 -t t=f—t" “tdt =
f( ) (n+1)"e n+1d (n+ 1)+t ed
0 0
GO LI (-D" (-1)"
S letgt=— 2 _TIn+1)=— 2 I
n+ 1)n+1f e et = oy T D = ey
0

atéheré,

1

c 1 (=D)" - (—1)"
fxxdx = E ———n! = —
n!(n+ 1)n*! (n+ 1)ntt
0 n=0 n=0

Pohim3.2 ([17])

T

F(k) = f dx = E<1 +
; V1 — k%(sinx)? 2

Integrali F (k) quhet integral eliptik.

o ((2n— DI
Z<W>k (0<k<1)

n=1

Veértetim Te funksioni nénintegral zévendésojmé
u = —k?(sinx)?

atéheré fitohet seria binomiale

14+u)” 2—1+Z(2n_1)”u ,

n)!
meqé
k?(sinx)* <k’*<1=
—k?(sinx)? > -1
dhe
—k?(sinx)? < 1
prandaj,
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S (2n — DI

-1
(\/1 — kz(sinx)z) =1+ o k2" (sinx)?"
~ i
gjithashtu vlen:
2n — 1) 2n— 1!
( ?Zn)n) k27 (sina)®" < ( ?Zn)u) k2 < ke

seria

konvergjon, sepse
0<k<1

atéheré sipas kriterit té Weirstrass-it, konvergjon uniformisht seria

c@n-Dt
1+ W’( (SlTlX)

n=1

prandaj edhe mund té integrohet term pér term, pra

2 1 (Zn— D
an P 2n dx =
Oj\/l k2 (sinx)? J( S enr (S > g

(@n-Dt ,
=3 + Z 2l

formula e Wallis — it

2n)!! 2n)!

3
o —— nin

7 T oo (2n—1)"> /i
= _ = —+ k n_ —
](sinx)zndx— (2?2 )|1|)” 72T 2 Z( 2n)! 2

0
™ o ((2n— DI
:E<1+;<W> k ),(0Sk<1)

Pohim3.3

2
fn (e2€05% — 1)?(g2c05% 1)2(cos(25inx))2dx

® 24—k
ehcosx = 167‘[2 2
= ((2k + 1))
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Veértetim Nisemi nga

21 2 2
f (e2¢05% — 1)2(e2¢°s* 4+ 1)%(cos(2sinx)) dx f (e*cosx — 1)2 (cos(Zsmx))2
= dx

e 4cosx e4cosx

0

21

p2C0X _ p—2c05X 2 , ,
= 4J. < > > (cos(2sinx)) dx = 4f (sinh(2cosx) )’ (cos(2sinx))2dx
0

(14) © 24k+2 27 4k

—16mr Y — =
z 2 ((2k + 1)) n; (2k + 1))’

Pohim3.4
2T o)
f (1 + cosh(2cosx) — (cosh(cosx))z) (1 — cos(2sinx))dx = 2712 ;2
J = (2k+ DY)
Veértetim Le té fillojmé me
2
j (1 + cosh(2cosx) — (cosh(cosx))z) (1 — cos(2sinx))dx =
0
_ | shfrytézojmé _
"~ lcosh2x = (coshx)? + (sinhx)?|
2T
= f (—(sinh(cosx))2 + cosh(Zcosx)) Z(Sin(sinx))zdx =
0
2r , ,  (asr=1 © 1
= ZJ (cosh(cosx)) (sin(sinx)) dx = ZHZ—Z
J = (2k+ 1))
Pohim3.5
2 T /i3 2 /i T 2
T
cos|=++x)+cos(+—x cos|(7—x)—cos(++x
j sinh (4 ) - (4 ) sin (4 ) : (4 ) do

0

- 1
- ; 22k((2k)1)°

Vértetim Nisemi nga

70



Pohim3.6

27T
J. 4 smh sm
0

ak
— 2(sin(sinx) dx =2m + 211
i) ) 2.y

2 2
cosh sm ) )) + cosh(2sinx) — Z(Sinh(sinx))z

Veértetim Nisemi nga

2w

f (4 <sinh (1 —2 <sin (;))2>2 <cosh (1 —2 <Sin (§)>2>2>> + cosh(2sinx) — 2(sinh(sinx))’

0
— Z(Sin(sinx))2> dx =

= f (4(51’7’Lh(cosx))2(cosh(cosx))2 + (cosh(sinx))2 - (Sinh(simc))2
0

(23)

21
— z(sin(sinx))z) dx = j ((sinh(Zcosx))2 + (cos(Zsinx))z) dx
0

(23) had 24k

2 2m+2m >
kZl ((2K)!)
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3.2 Paragitja e konstantés sé Archimede-it (17) pérmes integraleve

Pohim3.7([17])

2

[ neoma - oaxc=2-%
0

Veértetim Shfrytézojmé faktin gé

In(1 + x) = Z(—1)n+17, x| <1 =
n=1

0]

In(l—x)=mn0+(—x)) = Z(_1)n+1¥ — _2 Q;_n N

[ee]

1 1 o) 1
n 1
f InxIn(1 — x)dx = —f lnxz %dx = _Z Ef x™In(x)dx ... (*)
0 0 0

n=1 n=1

Shénojmé me

1 =x" ;
u=Inx dv=x"dx ntl g
= n = dx n+1 = N+l 1 - ad _x =
I, fx In(x)dx du=" = X = At () |O fn +1 x
S n+1 0
1
Z 1 xn+1 1 _ 1

— — = —
A5 —(n+1DA™?2 n+1n+110 (n+1)2
Duke e zévendésuar kété te (*) marrim:

0fln(x) In(1—-x)dx = —;%(—ﬁ) = ;m =S

1A, B _c
nn+1)?2 n n+1 (n+1)?2

>A=1B=-1,C=-1

pra,
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11 1 1
nn+1)?2 n n+1 (n+1)2

n(n+1)2 n n+1 (n+1)2 "t T2
n=1 n=1 n=1

O o Y P PR SO S
A VY A 27273 n n+1)

k=1
Z z 1 7r2 .
(n+1)? 2~ 6

n=2

atéhere,

Pohim3.8 ([28])

Veértetim Shfrytézojmé seriné

In(1 +x) = z(—nnﬂ? x| <1
n=1

Atéheré

n-1

1 co
In@ +x) — Z(—l)”“x— =
x L n

J’ln(1+x) :fi 1)n+1 z(_ )n+1f nt gy
0 n=1

0

o0(_1)n+1
=T 78
n=1
5:1 i 1 +Z’°: 1 1i1+i L
=/l > STz 1/ .12 G ERY)
Ln? T LG LCk-1? 44k L@k-1)
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1 n? w? m?
(2k—2)2 6 24 8
i 1 n? w?® n?
= ——
L (2k) 6 8 24
S B ( 1)n+1 Z Z 77.'2 7.[2
B (2n —1)2 (2n)2 8 24 12

Pohim3.9

2T

(tanx (%))de _ "
o (36 (see (3)) + 270 (sec (§)) eosr)

Veértetim Fillojmé me

(tanx (%))2 dx 2T

2m

|

0

(tanx (%))2 dx
<36 (sec (%))2 + 2203 (sec (%))2 cosx> 0 (sec (%)) (36 + chosx)z

(ane3)
) jﬂ <1+ (tan (%)) > N 2n

_ (sinx)?dx _
(36 + ZJmcosx)z - of 4(36 + meﬁcosx)z =
2
.TT (sinx)%dx <J779> (sinx)?dx ©

™

2n
29 [29 i f 29 2\
0 4'49<1+7+2 7COSX> 0 4.7.29<1+2 ?COSJC+< 279>)

; 1

~
—

T _ 7
. 2 -
4.-203 < 29> 17864

= -1
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Pohim3.10([35])

27T

f dé B
1+ 3(cos8)? T
0

Veértetim Le té jeté
1
z = cosB + isinf = dz = (—isind + icosf)do, 0<0<2nm = cosf — isinf
atéheré
1 1 1
zZ+—=2cosf = cosf = —(Z+—>
z 2 z

kurse

dz idz idz dz

do = (—sin6 + icosB) - (—cosO — isin0) - —(cosO + isinf) ~ iz

Figurativisht intervali (konturi) i integrimit paraqgitet késhtu

z=cosB+isinb

Fig. 3. 1 Konturi C i integrimit

75



Atéheré duke marré z = e

dz 4 -9z
| = iz _ J iz —
2 T 2 4L (52 1
13- Gen) 143 7 L 4+3:(22+243)

4 dz
f 4+322+6+>
Z

.dz .az
f 17 f 17
- 2411022

10 + 3z% + Z% 3274102743

z|=1 |z|=

2
4z dz

- f 3z + 1022 +3 iz

|z|=1

-]

|z|=

4izdz

1

3z +10z2+3

Singularitetet e funksionit nénintegral gjenden kur

1
3(2%)? +1022 +3=0 = z% = (10 £ V100 - 36) - = =

Singularitetet gé gjenden né brendi té |z| = 1jané polet e rendit té paré z; = L Z, = —

atéheré rezidiumet né kéto pika jané

—4i(z%> —z - z)
= 255 3z% + 1022 + 3

—i —i

—4iz(z — z},)
R J—
Xes (fyz) = lim o 077 + 3
— _i —
S 3zp+5 g (+
atéheré
2T

f o
1+ 3cos?0

0

Pohim3.11 ([35])

Veértetim Marrim funksionin

v3.

Vs 3D+
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4

o) =

Té cilit ia gjejmé singularitetet nga barazimi z® + 1 = 0 té cilét jané:

= e'(%_l—ZRT”)’k :0'_5

Né gjysméplanin e sipérm shtrihen z,, z;, z,. Konturi éshté i njéjté si né Fig 5.1

Z4 4
max|f(2)] = max\ "= < pei 7 = M)
xX€eC
Meqé
lim RM(R) =0
Atéheré
l 2 =0
Rl—r>rolo z6+1 Z=
r
prandaj

oo

x4 , , z* z* z*
Jx6+1dx=27tlz ReS(f:Zk)=27”<B=ezf]26+1+Bezslz6+1+§eziz6+1)_

—00 Imzy

z& ozt % mi/1 1 1 i ism
=2m‘< TR 2>=—<—+—+—> 3(e CteTdee)=

6z5 6z 6z5) 3\zy z; 2z,

_m( ZlSlnE— )——( 21)——n f 2n

-3 6 B 3 3
0

[E==t

= X =—
x6+1

0

Pohim3.12([6])

fx_ad S 0<a<l)
x+1 x_sinaﬂ @
0

Vértetim Le té shénojmé me C, dhe Cr shénojmé vijat rrethore |z| = p dhe |z| =
respektivisht, ku < 1 < R, si né Fig 5.2
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Fig. 3. 2 Konturi i integrimit pér integralin e dhéné

-a
Le t& marrim funksionin f(z) = j: té cilin do ta integrojmé sipas konturit té paragitur né

figurén. Funksioni f(z) e shkruajmé né trajtén

plnz™®  p-alnz o e—aln(re®®)  ,—a(inr+i6)
= = lZ = re! J =
z+1 z+1

flz) = rel® + 1 re® +1

Pér té pérshkruar rrugén prej p (pikénisja) deri te R, 8 = 0, atéheré

—alnr -a

@ e r
f2) = r+1 r+1
ndérsa prej te R deri te p, né kété rast 6 = 2m, pra
—a(lnr+2mi) e—alnre—Zani r-a .
f(Z) — i — — e—Zam
re?m + 1 r+1 r+1

atéheré sipas teoremés mbi rezidiumet:

R P
f rr+ : dr + ff(z)dz 4 j‘ Tr+ - e=2ami g, 4 ff(z) =2mi Zlie_sl(f(z)) S
p Cr R Cp
jrr-l__ 1dr — f rr; 1e_zanidr + ff(z)dz+ ff(z) = 2mi ZRze_sl(f(z))
p p Cr Cp

r

R
(1 _ e—Zani) f — dr + ff(z)dz + ff(z)dz = 2mi Zfie_sl(f(z))
P Cp CR
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—-a

—a(lnr+if) —a(lnl+im)

Res(F@) = Jim o+ D3

=e 0T £ (

= lim e "% = |im e
z--1 z--1

=e

Pra z = —1&shté pol i thjeshté.

Prandaj,
R
-2armi re dr = 2mie—tar d d
(1-e )fr-i——l r = 2mie —Jf(Z) Z—ff(z)z
P Cp Cr
Tani,
z @ p° Pt
< = | | ST ~1-, -
ff(z)dz < f|f(Z)||dZ| f|z+1 |dz| < |1|_|Z|2pn 1—p2pn
Cp Cp Cp
2'07_[ pl—a
pt(1—p) I-p ©)
limM(p) =0
p—0
z7@ ¢
< = S =
[ raz| < [ir@liast = [ | 2|17l < p— 2R = m®)
Cr Cr CP

lim M(R) =0

atéheré
lin% ff(z)dz =0 dhe I%im ff(z)dz =0
g Cp Cr
prandaj
) r r-a .
(1- e“za”)f dr = 2mie™t"
r+1
0
ose
° r-a e—ian eian w2i
jr+ 1dr= Zml—e‘iza”.eia” = glar —g-tan ' ginan (0<a<1)
0
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Pérfundimisht, edhe

Pohim3.13([14],[17])

1
D[ = —" s> )
s V1—x" nsin(%)

£ oxme1 i
ii)f dx = —————
14 xm in (1
5 nsm( o )
Vs
2
T
iii) j(tanx)”dx =—7
5 ZCOST
Veértetim i)
1 1 1

f dx x =tn 1J'tl_1(1 t)_ldt 1B<1 1 1)
n—: 1 1 = - n — n = — -, — | =
) V1-x" dx = —tn 'dt nJ n o \n

n

1 oo -1 co m
il o trn 1 n1ld W_1d
ll)f1+ n dx—lt%_ldt f1+tn " n,f1+t
0 0 0
_ 1
14t 1 1
1 m m _m_ m_
=|lt==--1 =—fz n(l—z)n ‘dz lenl(l—z)n Ydz =
z dZ 0 0
dt:_Z_Z
_1B(m1 m)_ F( )F( m)_l T
“n \n’ n/ n \n n _nsin(@)
n
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1
z © n-1 ‘T T+
1tz —
iii)f(tanx)"dx = |tanx = V| =§f 1—+tdt =|¢t= 1 - | =
0 0 dz
dt = —?
1 7 1 7
n+1 n—1 n+1 n+1
= EIZT_1(1 — )2 4z :EIZ_T_l(l—z)T_le =
0 0
_13(1 n+1 n+1)_1r<n+1>r(1 n+1>_1 T
-2 2 2 ) 2 2 2 _20057;_‘”
Pohim3.14
([14],[17]) ... i fxp_llnxd = TP 0<p<t
7D D) | g ax = (sinpn)z'( p<1)
0
Y s
2 2
T
([21D) ... ii)f Insinxdx = f Incosxdx = —Ean
0 0
1
([14],[217D) ... iiD) jlnF(x)dx = InV2m
0
Veértetim
1
oo t=1+x o/l—t\P"t, 11—t
D T+x 7= |° t2 a
0 dt 1
dx = _t_z
(Lt ey
_Jdp(t) dt—fi<t) gt =
- t ) dp tP B
0

0
1

d B o\ d ) 4 o
:% ft P(1—-t)P dt —dp(B(l p.p))—dp(l"(p)r(1 p)) =

0

d( T )_ TCOSpPT

~dp ———,(0<p<1
dp \sinpm (sinpm)? 0<p<1)
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ii) Le té jeté
vlen formula

T T
2 2

I =flnsinxdx = f nsin ——x dx =
0 0

Off(x)dxsz(a—x)dx

Incosxdx

O%Nm

pra,

r r
2 2

s
2

I1+1= f lnsmxdx+flncosxdx = f ln((smx)(cosx))dx =
0 0

1
In (2 sm2x> dx

O\NI;‘

T

Y Vi
2 2
1 T
lnzdx + | Insin2xdx = —Elnz + | Insin2xdx, ... (1)
0 0

Nése f(2a — x) = f(x), atéheré

T
2 2x =z T
dz _
flnsiandx = Z| = | Insinz— = f f()dx = fo(x)dx —
dx = — 2
0 2 0 0 0
sin (2 I x) = sinx
2
T E E
" 2
= > -2 f Insinzdz = f Insinzdz = f Insinxdx =1
0

duke e zévendésuar kété né (1) kemi:
2= —sm2 4121 =——ln2
= _E n — _E n
iii)
I = J InT'(x)dx = |x =1- flnF(l —t)dt

atéheré,
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I+1= flnl"(x)dx+ f InT(1 —x)dx
0

1 1
2] = fln(r‘(x)l"(l x))dx = f In (sinnx) dx =
0 0
1 X =2Z
= f Inrdx — f Insinmtxdx = Inm — f Insinmxdx = | ;. _ dz| =
0 0 0 T

E
(id) 5 F (ii)
Insin2xdx 2 Inm — - f Insinxdx =
0

Y E

1( 1
Inmt ——f Insinzdz = lnmt ——- 2
T T
0

.y 2( ”zz)—z +in2 =
= nmt - 27’1 = nmt n

1
I =Eln2n =] =Inv2m

3.3 Lidhja e konstantés sé Archimede-it (r) dhe konstantés sé
Euler-it (e), pérmes integraleve

Pohim3.15 ([36])

, CoS x T "
) x2—2x+2_ecos
) J sin x T "
i =—sin
x2—2x+2 e

Veértetim Le té marrim integralin e funksionit

f eZdz
72 —2z+4+2
C

C éshté:
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Fig. 3. 3 Konturi i integrimit pér integralin e dhéné

Singularitet e
iz
f(Z)=ZZ—ZZ+2

jané z; = 1+1i, z, =1 — i, mirépo né gjysmérrafshin e sipérm gjendet vetém z; =
1 + i. Pasi rendi i kétij poli éshté 1, atéheré rezidiumi éshté:

e‘Z(z—(1+1)) _ e?(z—(1+1))
im > lim
z-1+i 2?2 — 22+ 2 z—>1+l(z—(1+1))(z—(1—1))
elz l(1+l) e o -1 i ]
= lim — = ——g M
z—>1+iZ—1+l 1+L—1+l 20 2
Tani,
. R . .
eZdz el el
_ = | — 4 —d
,[22—22+2 Jx2—2x+2 x+fzz—22+2 z
C -R r

Kur z = x + iy shtrihet né T, pra y >0, atéheré |e| = |e!*+)| = |e¥e~Y| =
e < 1, atéheré
rf

lZdZ

fzz—22+2
r

_ 1 fd _ 1 27TR_ TR

“RZ—2R—2) “*TR2_2R—2 "2 TRZ_2R-2

r

lZdZ

1
dz< | —— dz=
2 _ 27+ 2 fRZ—ZR—Z d

r

- 0,R >

Atéheré,
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R

eide eix eiz
— — —1lm | >———dx+1lm [ ———d
fz2—2z+2 Rll?ofo—ZxH e 222242
C “R r
i . r ey
2 -(—— —1+l)= f—+o
T\ 2¢ X2 —2x + 2
ne—1+i=f e™dx
x2—2x+2
fcosx+isinx n( 1+ isinl) >
———dx =—(cos sin
x2—2x+2 e LSt

— 00

(0]

:’f cosx 4 T "
—————dx =—cos
x2—2x+2 e

— 00

j sinx d . 1
x2—2x+2 x—esm

— 00

Pohim3.16 ([36])

o)

f sin’x D = n(l 2y
1Ty e
Vértetim Meqé
- 1 —cos2x
SIN"X = ——————
2
atéheré marrim integralin
1— eZiZ
d
j 22+1 7

Cc
ku C éshté konturi si né Fig.3.3. Singularitetet e funksionit

1— eZiZ

[@ =251

jané z, = i, z, = —i, mirépo vetém njéri prej tyre gjendet né gjysmérrafshin e sipérm, z; =
i, i cili éshté pol i rendit té paré, me rezidium:
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C(1—e?)(z—i) 1-e?t 1-—¢72 S 1—e7?
lim - — == — = —-
z-i (z—1)(z+10) i+1i 2i 2

Kur z = x + iy shtrinet né T', ku y > 0 atéheré |e??| = e72Y < 1, atéheré

1— eziz |1| + |eziz| B M(R)
z2+1 |z2|—1 ~“R2—-1
I%imM(R)—Ozf dz—>0
kur R — oo,
atéheré
[1—e?ix —i(1—e2
j T dx = 2mi z Res(f,z) = 2ni% =n(l—e?)
—00 Imz,>0

3.4 Lidhja e konstantés sé Archimede-it (m), konstantés sé
Euler-Mascheron-it (y) dhe numrit té Euler-it (e), pérmes

integraleve
Pohim3.17 ([54])
cror R R N e A T
limff f dxdx, - dxo. = —
o) ) ) X2 X2 A e 2 — 2N — X2, — ey 2 T ey
Veértetim Nisemi nga integrali
—(x—y)a=u
1 1 u y=x
a = e_y
fe‘axe(a‘l)yda =e™ f e~ (rYagg = y—x |= f e*du =
du y—x
0 0 da = 0
y—x
e™” e ¥ —e™
= (ey_x —_ 1) = -
y—x y—x

pra‘l

1
“x -y
e e
fe‘axe(a‘l)yda -
0
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Le té vémé x = x2, + x2, + - + x27 dhe y = x2™ + x5™ + --- + x2™ dhe i integrojmé

té dy anét e rezultatit té fituar paraprakisht, sipas té gjitha 2n ndryshoreve x,, x,,
atéheré do té marrim

o0 00 (o)
B R P L s ik
I(n)=ff fx2”+x
00 0

dxdx, -dx,, =
2n 2n 2n 1%42 2n
et Xn o — xn+1 Xn+2 = T Xop

X

=f f f f malatatmbattxn) o (VA" +x2 31" dg | doydxy ... dity, =
0 0 0
= |ndryshojmé rendin e integrimit| =

1 oo (o)
j f f e~ +xlrtxd) o (- D (F +xE 4433 e e, oy da =
00 0

1 o [o0] [o0] (o)
—qayxn a2
=j fe WXint1 dxp g | o fe axin dx,, Je(a Dx" gy, | ...
0 0]

Je(a 1)x2" dx
0

0 0

|meqé integralet nuk varen nga indeksat e x — ve, atéheré mund té marrim

1 00 n

o0 n
=J Je‘axzndx je(a‘l)xzndx da,...(1)

0 0 0

Le té zgjidhim fillimisht integralet:

7z = ax®"

0o 2n [Z ] 2n—1
x = /— 2 1
_ax?n _
je axdx = a je z
0 0

1
dz = r (—) =
2n—1 2n*Va 2nVa \2n

Z 2n
dx =

—dz
2nia

(D) e+ ) )

87



f=0-a)x*™"

2n f
0 1) x = T
J. e@ D" gy — f e~ (1-a)x*" gy — —a =
; J df = (1 —a)2nx?""1dx

T

I o
*= 2n

1 _f 14 L 1 1 1 1 1
—Zn—fe f anf=m—r<—)=m——r<—>=
2n \/1—a0 2n‘V1—a \2n Y1 —a2n \2n

=r(1+%)
Ni—a =

Zévendésojmé (1") dhe (1") te (1) dhe do té marrim:

. (1/!)

n

! 1)\" 1 2n 1
I(n) = f ) (12,:/_5%) Fz(nll-l_\/TZ_Z) da = <F (1 + %)) j a_%(l - a)_%da

0 0

-(1(0+3) #Ga)=n(r0+3)

Pra,

13\
I(n) = 7T<F (1 +%)>

Duhet té caktojmé,
lim I(n) =7
n—-oo
pér kété shfrytézojmé kété paragitje té funksionit gama:
1
I'(x) = b o(x),
kur x — 0. Prej kétu rrjedh se

) =1—-yx+o0(x?),=2Tx+1)=1—yx+ o(x?)

késhtu marrim qgé

li 1 1>2"_ li 1 ! ! 2”_
AT (*% =rom ‘Vﬁ*”(ﬁ) =
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cetmo(-f)) B

Pohim5.18([44])

Dax=y+mr”
x) TV T,

o\n\:lr—-
Q
/N
N——

ku,
1
G(n) = fln(x)ln(l —x™)dx.
0

Veértetim Nisemi nga

G(n) = Oflln(x)ln(l —x™)dx = 0fln(x) Z _,:m dx = —i %Of In(x)x*dx =

k=1
— ~~kn o 1
_ u= ln;x dv = xknfllx Z In(o)x*+1 |4 —J xkn+1 ) o
du = — v— k kn+1 |0 x(kn + 1)
X k=1 0
had 1 kn+1 e
kZ k kn Z (kn +1)2
Pasi qé
1 1 n n 1 1 n
k(kn + 1)2 k kn+1 (kn+ 1)2 ko kit 1 (nk+1)?
atéherg,
b=y (Lo ]St ew (i d) v (14])
W= k 1 (nk + 1)2 4 n
=1 k + - =

Tani, po té marrim
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R

do té kemi

t

fG ch dx—f(y+‘P(1+x)—x‘P(1+x))dx—
0

t t t

= fydx+f‘P(1+x)dx—fle’(1+x)dx=

0 0 0
=yt + Inl'(1+ x) (t)— xP(1+ x) (t)—fq’(1+x)dx =

=yt+2Inl(1+¢t) —t¥(1+¢)

Po té merret

do té kemi

1
2
JG(l)d —y+zzr(1+1) 1tp(3)—
x) Ty 2) 2°2) 7
0

gjejme
0

“v@)-v(ie)- -

Y 1 1 _ T
—2+2ln2+21nx/ﬁ 2()/ 2ln2+2)—y+lnze

1=—y—2ln2+2

3.5 Paragqitja e {(2) pérmes integraleve
Pohim3.19([46])

1

J x"Li,(x)dx =

0

(@) Hun
n+1l (n+1)2

ku
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X
Liy(x) =zﬁ,|x| <1

k=1

dhe

H,=1+ ! + ! +oet
203
Veértetim Fillojmé prej

1

(0]

1 o0

fx"Li (x)dx = fx”zx 21

g a k? k? n+k+1)
0 0 k=1 k=1

i 1 ( 1 1) _

o (n+1)k2 (n+1)2 n+k+1 k/)
_ 1+ 1 z( 1 1)_
T n+14uk? (n+1)2 n+k+1 k/

k=1 k=1

=f(+2)1—(nf1)z;(%—ﬁ)~-ﬂ>

8

1 m
;(E_n+k+1) mm;( n+k+1>
_ 1 1 1 1 1
= tim (1= st e L)
= lim (1+—+ ~~+——(1+—+ +—-+ +—- -+—)+1
m-oo ) i n n+1 n+2 n+m+1
ot +;+n+1)=
1 1 1 _ 1 1 1
=1+z+'“+;+n—+1+r!:£20(m+1+m+z+"'+m>=
1
=ldgtgtotot e = Hu, o (2)

Duke e zévendésuar (2) né (1) marrim gé

1

2 Hyy
anLiZ(x)dx = rf(+)1 Tt 11)2
0
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3.6 Paragitja e konstantés sé Apery-it, (1(3)), pérmes integraleve
Pohim3.20([37])

3 L[
(@ =5-3[ Tax
1
Vértetim Nisemi nga

OO{ } [o%0) TL+1{ } oo n+1

X X X—n
f—dszf—dszf T dx =

X X X
1 Tl=1n n=1n

n=1 n=1 n=1 n=1
1vn—-1 172 1 1 172 2 1 1 1 n2 1
=§; e ‘5?‘5(2}‘%5 518 3 3@tz gtys
1 1
=-3{@)+5

pra,

J{X}dx= —%((3)+%=>

3 ‘ x}
6(3) =§—31J pors dx
Pohim3.21([37])

1 2
fwdx =2{(3)
0

Vértetim Nisemi nga

7 (ln(1 - x))2 1 _ot [ (Ine~t)? [ t?
j—dx=| —Xx=e |= e‘tdtzj dt =
x e
0

dx = e~ tdt 1—et
0 0
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=T(3)¢(3) =2¢(3)
Pohim3.22([29])

f f In(1 —x)Iin(1 —xy)dxdy = 3 — 2{(3)

Veértetim Le té jeté

11
=ffl (1 —x)Iin(1 — xy)dxdy
00

Pasi qé
1—xy= t 17x — -
j In(1—xy)dy = f l”(t)@ == < x)l:(l 2-
atéheré,
I =jln(l—x)(—(l_xﬂn(l_x)—1>dx =
) X
1
" (in(1 - X)) 1-—x=
= f <(ln(1 —x) —ln(l-x) ———— |dx = | _x—dﬂ
0
1 I 2
= f ((lnz)2 —Inz — (fnz) )dZ
J 1—z
Shihet gé,

(3x — 2xInx + x(Inx)?)' = (Inx)? — Inx =

j((lnz)z—lnz)dz=(3-1+3-1-ln1+1-(ln1)2—(3-0+3-0-ln(0+)))=3

gjithashtu,
g r re) 2
n 2 — 2 ,—(n+1)t — —
jx (Inx)“dx ft e dt CEEERCESE
0 0
dhe
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o 1

f lnx)2 _ Z f X" (lnx)2dx = iﬁ =2{(3)

n=0 o

Pérfundimisht,
11
f f In(1 —x)Iin(1 — xy)dxdy = 3 —27(3)
00

3.7 Lidhja mes konstantés sé Archimede-it (ir) dhe konstantés
sé Apery-it (¢(3)), pérmes integraleve

Pohim3.23 ([53])
o ln— - ln1
[ e "o
23 (ln y)

Vértetim Nisemi nga njé integral elementar

tani, né vend té x vémé % késhtu qé marrim

1
f x X—y
y y(lnx - lny)
0
1
[C) =gt
y (lnx — Iny)
0

Nése tani né vend té x vémé lni dhe né vend té y vémé In % késhtu gé do té kemi:

Barazimin e fundit e integrojmé sipas x dhe y né intervalin njési, pra
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= |ndérrojmé rendin e integrimit| =

1/1/1 NI o
({7 ") Y- 227
o \o \o
1 00 00 1
=J. fvl_te_" fute_“du dv dt=fl‘(2—t)[‘(1+t)dt =
o \0 0 0

= f(l —)I'(A —o)tl'(t)dt = |formula refleksive e Euler — it| =

t(1—10) 2(1-2)az 1 [2@m-2)
_ o } S —
j dt = |Zevende501me| _ nJ T T d

. ; _— = —2 —az =
sin (mt) nt =2z sinz mw W sinz

0 0

=— tan (m—2z)zdz =
w2 of

T

= % (lntan (g) (T — Z)Z) {g - f (r — z)Intan (g) dz =

0

vien

dx
—=1In (tan
sinx

s s

1 2
= ——an In (tan dz+ len tan =
T 71'
0 0 d

s
g 2
= —2] wintan(w)dw = |zbérthejmé né seri Furie funksionin ln(tan(w))| =
T
0

U=y

wcos2(2k — 1w
2k—1

600
ey

k=1

e T
|

16 = [ msin2km krsin(2km) (cos(kn))2 B
- __Z 4k—1)3 2k-13 2Qk-1)3] "
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sin2km = ksin(2kmr) 8 - (coskm)?
—t8n ) =t ) ==
L k-1 T L@k -1 w2 L k- 1P

=040+ Z(Zk—1)3 ﬂ2<2k3 Z(Zk)3> ”2<Z"3_% ki>=

= —4r1

_73B3)
61(2)

Pérfundimisht,

Pohim3.24 ([32])

ii) f(ln (Zsing»sd = ——((5) —SL{(3)
0

fl (2.9)6d0_45n 23 + 27517
iii) n|z2sin = 4 1344
0

Veértetim Le té fillojmé me njé integral gqé éshté forma e pérgjithshme e integraleve té

dhénég, pra
4 0 n—1
Ls,(m) = —j (ln (ZSin E)) deé

0

gé ndryshe njihet si integrali log-sin (log-sine integral) .

Le té marrim
9 n
T x T T o <xln (25in§)>
ln Zsm xln Zsm
e e ae =
n!
0 0 0 n=0
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X N

= x ; X
= Z F,f ZSm d9 = — Z FLS"H(E)
n=0 0 n=0 '

Gjithashtu, I mund té shkruhet edhe né formén:

s
4 T 2] 2
2" sm— e
.fe =f2x sm =| 2 ® xf(sincp)x2d<p =
0 0 dg = Zd(p 0
3 1
2 X
x4l 1 x+11 Vil (5 + 5
=291 [ (sing)* T (cosg)* 2 dg = 278 (T =.5) = 2’“# .
J r(z+1)
X x 1
: ; . Vit (Z)r(3+2) | 2reoveve
= |shih formulén e Legendre — it| = 2* TAET = ——7% =
r@riz+y)  r@EriE+)
_nl(x+1)
rz (% + 1)
Le té jeté
B M'(x+1)
2 (X
rz(5+1)
atéheré,

x+1 x
Iny = ln% =Inl'(x +1) — 2InT (— + 1)
rz(5+1) 2
n
Le té jete D™ = (i) dhe D le té jeté vlera e derivatit né pikén 0, atéheré do té vlejé

X
D™ny = D™nl'(x + 1) — 2D™nT (E + 1)

Atéherg,

1
DM InT(x) = (—1)"(n — 1)! Z et
r=0

Kurse,
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x (—D)"m-1Iw 1
2 2n (§+r)
=0 2
Po té vémé x = 0 marrim
(-D™(n—-1)!

D"iny = (=1)"(n — D!{(n) -2 o ¢(n)

Dtny = (=1)"(n— DI (1 — 21" (n)

Nga zgjerimi né seri t¢ Maclaurin-it kemi:

iny = z—< D - DL - 277 () = Y o (-1 - 21 () =

n=2

y = oZn= zn( DM (1-2"")¢(n)

Le té jeté y,, = D™e/ =y, = D™ e/ = D™(Def) = D™(f'e))
Nga formula e Leibniz-it marrim :
m m _ m " _
VYmer = f™ el + (1)f(m)Def + (z)f(m Up2ef + -+ (1)f p™tlef +
! m m _ m 14 !
+f'pmel = feel + (1) f™yy+ () F Dy, 44 (T) fYmer + '

Kétu marrim x = 0, i tillé qé

1
(ym)x=0 = _ELSm+1(n)

m m " !
LSpmyo(m) = —”fo(mH) + (1) o(m)Lsz(Tf) + ot (1) 0 LSy () + foLsp41 ()

Tani,
Lsy(m) = 0,f5 = 0; fI™ = (=1)™(m — 1! (1 — 21"™){(m)
pra,
Lsmsa(m) = (=™ ml (n(1 = 27 + 1) - (1 - 22 (m - 2D
LA=2im-2), N L (1)
- Lsy(m) + -+ + (1) (1——)5(2)( .

Duke zévendésuar né relacionin e fundit, m = 2, m = 4 dhe m = 5 fitohen rezultatet e
kérkuara.
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Pohim3.25 ([37])

in(siny)dx = ~-2(3) - " n2
xln(sinx x—16C 8n

S I3

Veértetim Pérkufizojmé funksionin
S)=1+eY +e + ...+ e™
ein(y) — eiy + eiZy + ei3y 4ot ei(m+1)y
e¥S(y) = S(y) = 'ty —1

. . 1 .y
el(m+1)y -1 ez(m+§)y —e2

S = - = =
) e” —1 iZSiTl%

cos m+1 y + isin m+l y—cosz+isinz
2 2 2 2
= y , (1)

i2sin 5

S(y) gjithashtu mund té paraqgitet edhe né formén

m

Sy)=1+ Z cos(ny) + iz sin(ny), ... (2)

n=1 n=1
Duke barazuar pjesét imagjinare té (1) dhe (2) marrim

cos (m + %) y cosz

m
+ Zy = z sin(ny)
2sing Zsin7

Y
2

Vémé y = 2t, késhtu do té& marrim:

cos(2m+ 1)t
sint

m
+ cot(t) =2 Z sin(2nt)
n=1

Barazimin e fundit e integrojmeé né kufijté x dhe >

NS
NI

m Z
cos2m+1)t ]
—f,—dt+fcot(t) dt = ZZfsm(Znt)dt
sint
X

X X n=1

Jané té vérteta relacionet e méposhtme
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cos(2nx) — (=)

®— iy

in(2nt)dt =
sin(2nt) o
dhe
Vi
2
f cot(t)dt = —Insinx
X
pra,
n
2
cos(2m+ 1)t ) < COS 2nx) - (="
—f,—dt—lnsmx = Z——Z
sint n n
X n=1 n=1
n
2
) cos(2m+ 1)t _ ) _ = cos(2nx) _ = "
—lim | ————dt — lim Insinx = lim ——— lim Z
m—oo sint m—oo m-oo n m—coo n
x n=1 n=1
Megé

In(1+x) =—2#

pér x = 1 marrim

(o] _1T'L
ln2=—z( )
n
n=1

Kurse,

Vs
2
cos(Zm+ 1)t
j cos@m+ Dt
sint

— lim
m-—0o
X

Sepse kété na e siguron lema e Reiman-Lesbegue-t, té cilén po e japim mé poshté:

Lemé3.4 (Reiman-Lesbegue-t) Nése funksioni f(t) éshté absolutisht i integrueshém né
intervalin (a, b), atéheré

b
Jli_rgoff(t)cos(mt)dt =0
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Né rastin toné,

1
f(®) = Sint
i cili éshté absolutisht i integrueshém né
0<x<o
T2
sepse né kété interval
If (O] < o0

Késhtu, ngelet gé

) = cos(2nx)
Insinx = Z — In2 /-x

n=1

o)

1
xlnsinx = Z chos(an) — xln2

n=1
Integrojmé barazimin e fundit prej 0 deri né %dhe marrim

T T

o) 2 2
1
xlnsinxdx = — Z E_]- xcos(2nx)dx + In(2) f xdx
n=1 o 0

O — i3

Duke shfrytézuar integrimin me pjesé tregohet gé

e E

xcos(2nx)dx = {_ﬁ’n —tek

0 O,n_glft

pra,

s
2 oo

, 1 1 2 1
j xInsinxdx = Ez m — Ean = E
0 n=1

7 2
= EC(3) —Ean
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3.8 Lidhja e konstantés sé Archimede-it (), konstantés sé
Apery-it (¢(3)) dhe konstantés sé Catalan-it (G), pérmes njé

integrali
Pohim3.26 ([54])
1
9 f dx _ arccosy' €(-11)
et +xy)V1—x2 1 -2

In (cos %) —In (cos %)

T T
2 2
) G — (3)—[[ dxd
i) Gm 363 = coSXx — cOSy o
00
ku,
1 1 1 1
G_1—§+§—ﬁ+¥—
Vértetim
dt
2
: cos )

s s
2 2
)f dx _| x = sint j j
VIi—xz ldx= tdt
s (1+xy)vl —x? X =cos 5 1+y5mt o tan +2ytan2+1

1

1
j J du B
= 3 > > =
du—Z—t 0u+2yu—|—1 0(u+y)2+(M)

I
QU
~
[\J

vlen formula

_u+y=t|_ 2 arctan 1—y_ 1—-«a =
du = dt [1—y2 1+y |2arctan 1T 5 - arccosa
_arccosy

1—y?

ii) Le té jeté

dx |dy =

T

2 ln cos (cos %)
J COSX — COSYy

0

II
o — iy
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COSXx — coSy

{%n( 1+cosx>_ln< 1+cosy>
2 2 =
[ Lo -[i ) -

0

1 1 1(ln(1+f)—ln(1+g))
== dfd
Zofof(f—g)\/l—fzx/l—g2 14

Pasi qé
1
ln(1+f)—ln(1+g)=f(1_{tf—1ftg>dt
0
atéheré
" 111 f(-ll_ft%c)_(iq_ggf
+t +tg
== dtdfdg =
Zofojoj(f—g)«/l—fzx/l—g2
1 1 1 1 1
Zof Of Oj(1+tf)(1+tg)J1—fle—g2 J
lffl 1 f df dode (l)l arccost arccost it
2) ) Qv igpfi=g2) Q+enfi-pz 0 2)Vi-e vi-p

1 (arccost)zdt t = cosx 1 i x? ,
= on 2 dt = —sinxdx| = - ZJ—(l — (cosx)z)( sinx)dx =
2
z 2
) x
=—%];nxd ——Jxln(tan;)dx= 2- 7
0 0 dx = 2dy

—4 | yin(tany)dy =

T
2
8fy
0

O—— il

|zbérthehet funksionin In(tan(y)) né seri Furie| =

cos(2(2k — 1)y) Zf cos(2(2k — 1)y)
=8 dy =

2k -1
k=1
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N[, D2\ N DN
‘Z("(Zk—1)2_(2k—1)3)_” . 2k = 1)? 22(2k—1)3

k=1

- 1 7
=7TG—2< Z(Zk)3>_”6_2 —zk—=nG—Z((3)
k=1

3.9 Lidhja e disa integraleve me logaritmin natyror
Pohim3.27([45])

dx ln\/a2 + b2 . b
,f (x + a)2 + b? b are “”E
Veértetim Le té jeté
f@) =z v
dhe
2
l
F(z) = (in@)

(z+ a—bi)(z+ a+ bi)
f(z) ka pole té thjeshta né pikat z = —a + ib.

Rezidiumi né pikén z = —a + ib

(Ln(z))2
(z+ a—bi)(z+ a+ bi)

Res F(z) = l_izrlrib(z— (a+ ib))

z=—a+ib

(Ln(z))2 B
= sotatib (z+a+bi)

_ (Ln(~a+ib))*
B —2ib

Kurse rezidiumi né pikén z = —a — ib

(Ln(—a - ib))2

z=l:52§-ib F(Z) - —2ib
Atéheré
dx = 1R R F + R F =
f(x+a)2+b2 SR P (2) s atib (Z)]_
0
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lRe (Ln(—a + ib))2 + (Ln(—a - ib))2 _

2ib
)’ b2
1 (ln\/a2 + b2 + iarctan (— E)) - (ln\/a2 + b2 + iarctan E)
= gRe 2ib =
2
2 b\ —|arctan (— 2)
(Inva? + b2) " + 2ilnVa? + b2arctan (— E) a
=gRe 2ib + 2ib
b b 2|
In>va? + b2 — 2ilnva? + bzarctana + (arctan E) |
B 2ib | B
[
1 | b Inva? + b?
= ——Re (arctan (— —) — arctan >
2 | a a) b

H(((maan(g)y weant))||

b
1 b\ Inva? + b2 arctan—
= —E[<—2arctana) nva l aln\/az + bZ =

b b
Inva? + b? b
= arctana

Pohim3.28 ([37])

‘ [1—e ) —1l b? + c?
L)ITCOS( X) x =cln b2
0

y ‘ e ™ cos(px) — e *cos(gx) 1. (q%+s?
ii) f d —_

==
X x=am p? +1r?
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Vértetim

i) Shfrytézojmé faktin

f cos(bx)e™Ydx =
0

A
b? + y?

nése e integrojmé ané pér ané prej 0 deri c, pér ¢ = 0, atéheré kemi:

c ©o c
_ y
f fcos(bx)e Ydx |dy = fmdy
0 0 0

|ndérrojmé rendin e integrimit né anén e majté|

[ee] c c
fcos(bx) fe‘xydy dx = fﬁyzdy
0 0 0
pasi gé,
c
. e e 1—e ™
XY Jy = — -
je dy = |o .
0
dhe
c — H2 2 b%+c?
] y 4 u=b -cli_uy du 1l b? + c?
—_— y = = —=—=(n
b? + y? dy = — u 2 b?
] y y 2y S
Késhtu fituam gé,
(1—ex 1 b%+c?
f—cos(bx)dx = Eln 12
0

ii) Nése te integrali nén i) marrim ¢ = r dhe b = p atéheré kemi:

o)

j‘l—e‘”‘ (px)d —1l
. cos(px x—zn
0

pZ + 1,.2
pZ

gjithashtu marrim edhe ¢ = s dhe b = g dhe do té fitojmé
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r 1—e % 1 g%+s?
- dx = =1
f " cos(qx)dx S n P

0

3.10 Paragqitje té funksionit gama, pérmes integraleve
Pohim3.29 ([37])

o

f sinbx bP g

xP 2F(p)sin%'

(0<p<?2)
Veértetim Le t& marrim integralin e dyfisht

j f sin(bx)y? e ™Y dxdy

0 0

té tillé gé ndérrimi i rendit té integrimit nuk ndikon né vlerén e integralit, atéheré marrim:

oo [o9] o o

fsin(bx) fyp_le_xydy dxzfyp_1 fsin(bx)e‘xydx dy,...(1)
0 0 0 0

Le té shohim anén e djathté té (1), mé saktésisht zgjidhim

o)

u =sinbx dv=edx
f sin(bx)e ™dx =

sin(bx)e™ 0

du = bcosbx v=——e ™ y 0
0 y
OOe—xybcosbxd B b r 5 ey gy = 7 = coshx df = el‘xydx B
+~[ y x= ;J COS( X)e = dz = —bsm(bx)dx f = ——e Xy -
0 0 y

0 [o.e]
o b

b{1 b
0 ——J sin(bx)e ™ Ydx = — ———f sin(bx)e Y dx
yo y\y 3’0

cos(bx)e ™Y

y

pra,
[ b B[
f sin(bx)e ™ dx = ? — }7[ sin(bx)e ™ dx =
0 0

f sin(bx)e ™Ydx =
0

b
SN
bz + y2’

107



o)

J.yp_l fsin(bx)e‘xydx dy = f
0 0

17 yP~1
2 y:Ef 7 dy =
0

b2 +

o AT )

X — p-1 T

| 57" =bp‘1f1+ de =bP —
ldy = bat ) 2sin (55)
pra, kemi gé
Vs

fsin(bx) fyp‘le‘xydy dx:bp‘lz_—pn,...(l’)
0 0 sin (7)

Shohim tash anén e majté té (1"), konkretisht

o

=z [P 1e ~z 1
fyp‘le"‘ydy _dz —f dz = —T(P)
0 0
késhtu gé pér (1) do té marrim
o [ee] (o] b
fsm(bx) ]yp le=Ydy |dx —j sm(bx)—F(p)dx— F(p)j sin( x) dx, ...
0 0 0

Duke shfrytézuar (1) dhe (1"") marrim:

) j‘osin(bx) 4 bP~ 1
p X =
_—(pT
2sin(17)

Nése né kété formulé marrim b = 1 dhe p = 1 fitojmé integralin Dirihle

j‘o 17 T
: 2F(1)sm (2) 2

Pohim3.30 ([37])

w 1
f smx(;cq) dx = Z(_qz cos (%) ,(@>1)
0

Vértetim Nisemi nga integrali
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u=x1
du = qx9 1dx
0 du 00 oo
sin(x9) e = dx=—a3 | (sinu du _ 1 (sin(wdu _
x4 qu 14 T3
0 1 0 qu 1 o u 14
x = u4
q-1
x¥7l=ya

= |ky integral éshté i té njéjtés formé me integralin né pohimin paraprak; fitohet

kur te integrali i mésipérm merret b = 1dhep =2 — —| =

pasi gé

késhtu marrim:

gjithashtu,

_|shfrytézojmé shfrytézojmé| _

F<2_$):F(1+1_$>_ F(Z+1)=Z!|:<1_$>!:|Z!=Z(z—1)! -

(-2

atéher,
josin(xq) e n _ n
;X 2q(1—%)(—%)!sin(%) 2(q—1) (—%)!sin%
Megg,
M(z)I(1—z) =

sinmz
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z-D'A-z-1!=

sinmz
zz-D!'(-2)! =
A  sinmz
ZT
(-2)! = —
zlsinmz
atéheré
e
(Bl
q Nrein
(q) lsin q
%) 1 . T
]sin(x") e = T B (6)!5‘" (E)
0 x4 %n o 2(q—1)=sin (%)
2(q - 1) —n_SlTl (E)
( ) lsin—
q
1 1 ;
(q) I2sin (Zq) cos (21) 1 (a) ! shfrytézojmé
- ™ S WG il I
2(q — 1) sin (2—) K a q
- =51 1 (5)eos g (@> D
- — cos—= —)cos—,(q
-1 \q 2q
Pohim3.31 ([37])
j‘ocosbx b?~ g 0<p<1)
R — p
: ZF(p)cos pr

Veértetim Né kété rast e marrim integralin e dyfisht

ffcos(bx)yp‘le‘xydxdy,
0 0

nén supozimin gé ndérrimi i rendit té integrimit nuk ndikon né vlerén e integralit, pra

fcos(bx) fyp‘le‘xydy dxzfy’"1 fcos(bx)e‘xydx dy
0 0 0 0

Duke shfrytézuar integrimin me pjesé tregohet gé
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o)

f cos(bx)e™Ydx =
0

y
b? + y?

gjithashtu, si né pohimin paraprak, tregohet gqé

o

y bP~ i
f yP- 1 71 y7 dy = P
5 2c0S8 - =

gjithashtu edhe

yP le™Vdy = iF(p)
xp

pra,
fw (bx) =T )z = 2T
cos(bx) —=T(p)dx = , =
xP 2c0s & 2c0s P
0 2
j‘ocos (bx) 4 bP i 0<p<1)
X=—"—"-=% p
- xP ZF(p)cosp—
Pohim3.32 ([37])
1
r sin
i)f sin(bx*)dx = M (b>0,k>1)
kbk
o 1 VA
r cos
i) f cos(bx*)dx = M (b>0,k>1)
4 kbE
Vértetim
i) Nisemi nga fakti gé
fsinbu 4 bP~ 1
u =
p . p1t
J u ZF(p)smT
Le té marrim zévendésimin
1



[o.0]
f 1 smbu T
0

 2piT (1 - %) sin (% - %)

Le té vémé u = x* = du = bx*'dx, atéheré

r sinbxk ~ s
f X ———bx*ldx = — T —
o7 26T (1 - ) sin (7 - 77)
3 n
fsinbxkdx =—7 T
J 2kb¥T (1 — ) sin (5 — 57)

Nga formula e refleksionit pér funksionin gama

@7 =

=1

gjithashtu,
T 7 T
sin (E — ﬁ> = cosﬁ
késhtu qé,
I'(1) - 2sin55-cos 55
T
] sin(bx®)dx = - — ——= <k) 2k 2k
0 2kbk —N g Sin (f_ﬁ) Zkbk(;os %
['(+)sint
k k
pérfundimisht,
© 1
r sin
f sin(bx*)dx = M ,(b>0,k>1)

s kbE
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ii) Nisemi nga integrali

(0]

f cos(bu)du  bP'm

J uP - ZF(p)COSPTH
Duke véné
1
p=1-+
pastaj
u = x*
marrim:
r bP 1m
kf cos(bx®)dx = T —
0 2r (1 - ) cos (7~ 25)
Megg,
T m
cos (E — ﬁ) =sin ﬁ’
r (1 B 1) _ s _ s ’
fe I (%) sin% 2r (%) Sin% cos %
atéherg,

z F(F) cos%
f cos(bx*)dx = ————==,(b > 0,k > 1)
. kbE

Pér b = 1 dhe k = 2 fitohet

VT
Jsinxzdx = J cosx?dx = —
242
0 0
Pérmendim edhe kété se
f sinx3dx # f cosx3dx
0 0
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Pohim3.33 ([19])

a+1 a+1 a+1

f —mT_CF( ) ("5 )( >—1,b>0,m>0 >a+1>
(m+xb)c b I'(c) ¢ ’ e b

0

Vértetim Le t& marrim zévendésimin

x? = m(tan8)? = m + x? = m(sech)? = (m + x?)¢ = m(sech)?*

1 (2) 2a 2
x = mb(tanB)\b) = x% = mb (tan@) b = dx = Emb (tan@)b L(secH)?do

atéhere,
E
x%dx mb(tane)bz 1 ,
—(m+xb)C = Wbm (tan@)b (Sece) do =
0 0
s
e 2(sing) b (sing)
m sin sin
T g costy i -
(cos8)D (cosH)b
n
a+1 2
mT_C 2a+ ) 2__1
=7 fZ(SiTIH) b (cosf)*” do =
0
2a+2 a+1 a+1l
b “l=aemds X b —mT_CB a+1 a+1y
2a +2 aril="3 ( —,c-— )_
2c — —-1=2y-1= y=c-— p
a+1 a+1 a+1 a+1 a+1
e () (=) mer () r(e -5
TR T
a+1
(a>—1,b>0,m>0,c> b )
Pohim3.34([19])
el a+1
rt)
—pt€ c
0 chb ¢

(b dhe ¢ konstanta pozitive, kurse a konstanté e tillé gé a > —1)
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Vértetim Le t& marrim zévendésimet

x = bt€

1 B bxc !
-1 1
t¢ be

1

xc tdx
dt = T
cbe

késhtu kemi

co 0 a+1
a,—bt€ 1 atl , _, F( c )

fte dt = a_ﬂfxc e dsz

0 cb ¢ p chc

Pérmes késaj formule mund té zgjidhim integralin

duke marré

pra,

o 1
f e~ dx = ! (7) = g
0

3.11 Paragqitja e funksionit digama (¥- funksioni), pérmes
integraleve

Pohim3.35([54]) Le té jeté s > 0 numér real.

1

0[Sz () ¥ () =wor-v () -2

0
ii) f tanh(x)e *dx = %(q’ (s Z 2) - ¥ (%) B %)
0

ku W(s)- paraget funksionin digama.

115



Vértetim

1

1 I 1 o
51
: _ s—1 _1\n—-1,n-1 — _1\n—-1,s+n-2 —
l),fl+xdx_fx E(l) x" dx f%(l) X dx
0 n=1 0 n=1

0

[e%) 1

® (_1)71—1
— _1n—1 s+n—-2 — —
z( ) fx dx s+n—1
n=1 0 n=1
~ o (_1)2k—1 .\ ® (_1)2k—1—1_§( 1 1 )_
C Li2k+s—1 2k+s—2 2k+s—-2 2k+s—-1)
k=1 k=1 k=1
AN 1 1
) s—2 s—1
_15: 1 1,1 1
) ko s—1 s—2 k|~
24a\k gy — k+=— k
1{— (1 1 - 1 1
1 O s Y AP b= 2 |
1 i 1 1 i 1 1
2 k=1 k k+52 k=1 k k+52
1 i 1 1 i 1 1 ~
Z\&\k+1 k+1+551 £\ k+1 k+1+S;2
1 i 1 1 i 1
= — —_ —_ S =
2\ &\ k+1 Sl Li\k+1 k+3.

Tani, vértetojmé gé

%<Lp (1 er 5) — (%)) —Ps) - (%) — In2, (1)

por paraprakisht tregojmé gé

1 1 1
Y(2x) = E‘P(x) + ELP (x + E) + [n2, .. (2)

Nisemi nga, formula e Legendre-it
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r'(2

2251 ()T (x + %)

['2x) = In
(2x) N /
InT(2x) = In2%*~1 + Inl'(x) + InT (x +5 — Invm
Ir'(2 x +
2 (2x) = 2In2 + (
x) I‘ (x +

29 (2x) =2n2 +P(x) + ¥ (x +

1
Y(2x) =In2 + = lP(x) + = > v (x +

nése te (2) e marrim

x=f=>tp(s)=%tp(

2

N—

—
Nl = NP - v
N——

N =
N~ N—

S)+1w<s+1>+l 2 =
2) T3 2 n

%(lp(s-|2-1>_q_,(%)> =1P(s)—111(%)—ln2

pra,

s—1

ff_l_xdx:‘{‘(s)—‘}’(%)—lnz

0

x=—-Int=> Vt=e*>

t=e
1

X g1 -1 1y
o
t

e
l'l')f tanh(x) e S*dx = tanh(x) = pranper e — T
..
Y
0 sdt 1 2 t%_l 1 1t%+1—1 (:3
1+¢ T+t 72) 1+¢
1 0 J
al S s S+1
o SN w(l) ~ ; )
2 lp(2) lp(4) 2~ W(5+1)-¥| 25— |~ In2



S+2)+l 2)_
4 ne)=

vlen formula

TP+ 1) =‘P(x)+%
=%<w<§>—w(i)—w@)—éwcf))=
-2 () @)

3.12 Paragitja e funksionit zeta, pérmes integraleve

Pohim3.36 ([20]) Le té jeté k > 2 njé numér i ploté.

1
[t =<
0
ku {. }-shénon pjesén thyesore, kurse ¢- funksionin zeta té Reiman-it.

Veértetim Nisemi nga

1 1 1 oo { }
X =— y
| o = T ) vt
0 dx = —ky~*1dy 0
[oe) m+1 ] { } oo m+1l
+ y—m
—k Z j by | —k z J dy =
— Yy Y Ty = y yl=y-m - yrr &
m=1m m=1m
. = 1 .\ 1 . ( 1 1 ) ~
T L A\= =D+ DT (= DmET "k(m+ Dk kmk)) ~
m=
_ k i(l 1 )"‘ki( m m)_ kS+S 1
k-1 mk=1  (m+ 1)1 &k (m+1Dk mk) k—1"1 2, (1)
m=1 m=1
n
o 1 1 , 1
S1= lim S = lim ] <mk—1 (m + k= 1) - 1}1?9(1 e 1)k—1) =1
m=
S_i( m m)_i m ¢ 1 OOm—l = 1 _
z2- (m+ Dk mk) (m + 1)k mk-1 mk mk-1
m=1 m=1 = m= m=
=1 1 w1 =1 =1 =1
:ka‘l_zm_ka‘lz zmk‘l_Zﬁ_l_ka‘lz
m=2 m=2 m=1 m=2 m=2 m=2



=_<i (%)+1>=—i%=—((k)

m=2
Duke zévendésuar S, dhe S, te (1) marrim

1

f{}}dx—ki—c(k) (k=2keT)

Pohim3.37([20]) Le té jeté k = 2 numér i ploté.

L R e s
0

Veértetim Fillojmé nga

1 I kk I m+1
X = = © m
f dx — k}IIc+1 — kk+1 {]2:_}1 — kk+1 z j y —
0 = T ykel dy k m=k m
kk+1 © ® 1
Y m (G ) =
Z(mk 1 (m+1)k 1)+ km (m+ Dk mk
m=
k+1
= k 1 Sl + kkSZ, (1)

o1 1 1 1 1
1= il—{?o 51 = r%l—{go Z (mk‘l C(m+ 1)k‘1) rlzl—r>r<>lo (k" 1 (n+ 1)"‘1> ~ gk

m=k

( m m)_oom+k—1 i 1
(m+ 1Dk mk) (m + k)* mk-1

[ee]
m=k m=1 m=k
[ee]

1 - 1 - 1
(m+ k)1 le (m+ k)~ mZO (m+ k)1

1 1 1 =1 1 1 1
T ke Z ﬁ*kk—l‘ZW(lk*z—k* ' +kk>
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Duke zévendésuar S, dhe S, te (1) do té marrim:

1

kk+1 1
[ = =i

0

e () -

n=1

_ k k"((k) 1 1 1)
k-1 ¢ 1k 2k k*

Pohim3.38 ([20]) Le té jeté k > 2 njé numér i ploté.

Of{k’{l/}}dxzk_il_%

Veértetim Nisemi nga integrali

1 | x:—kklk | w1 (fw L iw
_ y _ y Yy _ y y
f dx _ dy o I yk+T k=1 7 k=1 J yk+1 dy + f yk+1 dy
0 T kklyke1] g % 1
1d 1 (k) 1
: . Y
= |Shih pohimin 3.52| = !F—i_k 1 & e
k
1 1 1 1 1 (k)
kN 1—k 1-k 1\ k-1 k
%)
_ 1 1 _kk‘l_ 1 _((k) _ 1 _Z(k)
kk-*\1—-k 1-k 1-k k k—1 k
Pohim3.39 ([53])
j x dx=m!(1-2""){(m+ 1),(m > 0)
e* +1 ’
0
Vértetim Nisemi nga
%) m co —x %) 0 0 )
j :C j Me _ f xme‘xZ(—e_x)"dx — Z(_l)n—lj xMe~"Xdy =
e*+1 +e”
0 0 0 n=0 n=1 0
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o) m + 1
— n—1r( 1 )_
=) D" ——mg =
n=1 1 " TlT
_i( e N CD* 7 ml o (D2
- nm+1 - (Zk _ 1)m+1 (2k)m+1 -
n=1 k=1 k=1

i m! i m!
= — m+1 Im+1 =
i 2k -1) ] (2k)!

(1 1 1
=m (W+W+"'+W+"')-

1 1 1
_(W+W+...+W+m> =

| 1 1 1 1 1 1
=m. <1m+1 + 2m+1 + 3m+1 + 4m+1 ot (Zk _ 1)m+1 + (2k)m+1

1 1

| 2 1 1 1
=m ((m + 1) - 2m+1 (1m+1 + 2m+1 + 3m+1 + > =

=m!({(m+1)—2""{(m+1))=m!(1-2"™){(m+ 1)

Pohim3.40 ([37])

11 e}
J]xayadd—z L __e

1—xy Xy = (n+a)2_€( )
00 n=1

Veértetim Zbérthejmé né seri fugi funksionin nénintegral
xaya
1—xy

=x%%%(1+xy + (xy)? + (xy)3 + ), |xyl < 1

atéhereé

1

11 xaya 1
ff T po dxdy — x@ f(ya + xya+1 + xzya+2 + x3ya+3 + .- )dy
00 0 0

121

bo)

dx



! xa xa+1 xa+2 1 1 1

= v ldx = -
f<a+1+a+2+a+3+ > x (a+1)2+(a+2)2+(a+3)2+
0

-1
=;m=5(2,a)

Pohim3.41([37])

] -1
) f (xy)(n(xy)) dady = (1P =D s (622)

i) ¢(s) = dxdy

( 1* J J(ln(xy))

Y 1—x

Vértetim

i)Nga shembulli paraprak vértetuam qé
11 a,,a *® 1
X"y
dxd =2§—————
fjl—xy xay (n + a)?
00 n=1
Le té derivojmé, fillimisht, anén e djathté té barazimit t€ mésipérm, sipas a-sé

cif: 1 25: 1
dals(n+a)? (n+a)3
n=1 n=1

Poashtu, derivojmé edhe anén e majté té barazimit fillestar

ealn(xy) In(x ealnxy
= dxd f f (y_) y dxdy

11

d aya d ‘
daffl—xydxdngf
0

00

o

pra,

11 o)
In alnxy 1
jj (xy)e " dy=—22—
1—xy (n+a)d
00 n=1

Po ta derivojmé barazimin e fundit, sipas a-sé do té marrim:

11 l 2 aln(xy) ® 1
j f ( n(lel)z ;y dxdy = (=2)(=3) Z (n+a)*
00 n=1

Duke e derivuar késhtu (s — 2) heré marrim
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,(s=2)

11 l aln(xy) ®
ff(”(xy)) dxdy = (=2)(=3) .. (~(s = D) )

1
1—xy (n+a)s
n=1

flflx a(lnxy)s Zd dy = (_1)5(5_1)!§

(n+a)s
n=1

ii) Ky rast del drejtpérdrejt nga rasti paraprak, duke marré a = 0, késhtu fitojmé

1 1 -2
/] ”;‘xy) dxdy = (~1)%(s — D1 {(s) =

3.13 Edhe njé lidhje mes funksionit gama dhe zeta
Pohim3.42 ([50])

ax

I['(s)C,(s,a) = f (1—dx (s >n,neN)

Veértetim Nisemi nga pérkufizimi i funksionit gama

oo

I'(s) =fx5‘1e‘xdx

0

Le té vémé
x=(@a+ki++k)t,(kjENy:j=12,..,n

atéheré

r(s) = f((a +hy 4+ k)T e @tk (g 4 ) e k) dE =

o)

=(a+ky+-+ kn)sf t57le~ate=(knttkndt gy =
0

o)
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o

). (a+k 1:r(S) P T ). f et e
. Tatk otk

1,uKn kl!""k‘r'I.:O 0

I(s)qn(s,a) = z f t5-1gato=(kyt+kn)t gy

kl'---'kn=0 0
para se t€ ndérrojmé vendin e serisé dhe integralit, le té japim kété teoremé

Teoremé3.5 Le té jeté {f,,(x)} varg i funksioneve té integrueshme sipas Lesbegue-t dhe
jonegativ pothuajse kudo né I, té tillé gé

s

If fu(Odx

1

S
1l

konvergjon, atéheré

i fa(x)dx

n=1

N\

Konvergjon te funksioni f € L(I) pothuajse kudo né I dhe vlen

oo

If fuax = [ ()i

1 I n

N5

S
1l

Meqé seria né té djathté konvergjon pér s > n, dhe pasi funksioni nénintegral éshté
jonegativ, atéheré sipas teoremés sé Lev-it mbi konvergjencén kemi qé

(o]

z j tS—le—ate—(k1+"'+kn)tdt
0

kl,...,kn=0

konvergjon pothuajse kudo te funksioni shumé, i cili éshté i integrueshém sipas
Lesbegue-t né [0, o) dhe vlen

I'(s){n(s,a) = f Z e~ (kattkn)t p—atys—1
0 kl,...,kn=0
Pért > 0,
0< e_t <1l> Z e_kt = 1 = Z e—(k1+“'+kn)t — 1 =
1—et (1—et)n
k=0 kqi,okn=0
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o

(kq+-+kp)t e ¥t
S etartt gt -
k kn=0 (1 B e_t)n
1ruln=
atéheré
° ® T —atps—1
F(S)(n(sl a) — .[- Z e_(k1+-.-+kn)t e—atts—ldt — f Ldt
) (1—eHr
0 ki,...kpn=0 0

3.14 Disa relacione pér funksionin gama, beta dhe zeta
Pohim3.43([43])

(n—1)!

B(x,n):x.(x+1)-...-(x+n—1)

Veértetim Le té nisemi nga:

r
I = x(x+1) (x ?I_(:)+ n— 1); x € R{O}VZ7}
['(x) B 1 T
Fx+n) x-(x+1) ..-(x+n—-1) /T
r)rn) r'(n)
Tx+n) x-(x+1D- ..-(x+n-1)
_ (n—1)!
B(x,n) Cxc(x+1) - (x+n—-1)
Pohim3.44
,}L%LB(X' n)=1
Vértetim
: L (n—-1)! -1 (-1
dm B = i e D G d =) 1o ti-D) =D
Pohim3.45
B =T 2 men

Vértetim Nga pohimi 5.59 kemi qé

(n—1)!

Ban) = D s n=D
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Pér x = m shprehja merr formén:

B B (n—1)! _(n-D'm+n) (-D!(m-1)!
(m’n)_m-(m+1)-...-(m+n—1)_ (m+n)! T (m+n-1!
(m—-1)!
Pohim3.46
1
ft”_t n) dt=-—7 1 - 1
0 (1+ﬁ)(1+ﬁ)(1+m)

Veértetim Nisemi nga:

(n—1)!
B(X:n)=x.(x+1)-...-(x+n—1)
pér x = =
1y (n—1)!
B<n'n) %(%+ 1)-...-(%+(n—1))
1 (n—1)!
B(E'")},(nTH)_"_.(W)
1 n"*(n—1)!
B(E'")=(n+1)-(2n+1)----'((n—1)"+1)=
_ n"(n—1)! _
(n+1)2(n+%)-...-(n—1)( ni1)
— nn(n_l)! =
(n—l)!(n+1)(n+%)""'(n+n11)
— nn
(n+1)("+%)'-"'("+n—11)
Pra,
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n—1
1 1
lnB(E,n) = nlnn—;ln (n+E)

n—heré

n-1

1
lnB(H,) Inn+Inn+--+Inn-— Zln(n+—)

k=1
1 1 1
lnB(E,n)=lnn—ln(n+1)+lnn—ln(n+§)+~-+lnn—ln(n+nT
1 n n n
lnB(—,n)zln +In +--4+In
n n+1 nalt n4_1L
2 n—1
l B( ) n—— 1 Fotl
nBl—,n|=1In n n
n’ 1 1 1
1+ 145 1+ 5= Dm
] B(l ) ] 1 1 1
nB|l—,n|=1In . .
’ 1 1 1
1+ﬁ 1+ﬁ 1+(n_1)n
3(1 ) ! 1
—,n|=
n WS T
(1+n) (1+2n) (1+( 1)n)
Nga ana tjetér
. 1 1 (1 yam
1 n-1 — "
B<E,n) =ftﬁ‘1(1—t)"-1dt=f tTn (1-)"ldt= | ——F—dt =
0 0 0 tn
X 1—t" ! /o n-1
Y [
0 0

Nga (1) dhe (2) marrim:
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g 1
tn—t n dt =
Of (1+%)-(1+%)-...-(1+(n_;1)n)

Pohimi3.47

- 1
Z(B(Z,n) -BG3m) =3

Veértetim Megg,

B (n—1)!
B(x’n)_x-(x+1)-...-(x+n—1)
_ (n—l)' _(n-1D! 1
B(l’n)_ (1+Tl—1) n! H
B(2,n) = (n—1)! _(@-1r (-1 !
@ = S TG n-D i+ Dl et Dni-D n@m+ D
(n—1)! 2-(n—1)! 2
3(3'71):3 4-__-(3+n—1)= (n+2)! =(n+2)(n+1)n
Pasi,

2 _ A B
m+2)(n+1n nn+1) * (n+1(n+2)

/[ n(n+1D(n+2)

2=m+2)A+nB=(A+B)n+24
{ 24 =2 (:){A=1

A+B=0"_1B=-1
2 1 1
nn+Dm+2) nn+1) ®m+1Dn+2)
1 1 2
n+Dn+2) nn+1) nn+Dn+2)

1

mtDm+2  PeM-BGM

oo 1 0
Z m+Dn+2) Z(B(Z'") —B(3,n))
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co

2. (Bem —BEm) = rﬁiiréo;(w 1)1(n+2) zviii%o(;(nil ‘nJlrz)) =

n=1
_ ( Jlo1 o1 1o 1 )_
= oo 3 % m m+1 m+1 m+2)"

I (1 1 )_1
moo\2 m+2) " 2

Pra,
= 1
Z(B(Z,n) —B(3,n)) = >
n=1
Pohimi3.48
B (k—1)B(k—1,n)
Blk,n) = n+k—1
Vértetim
1
B(1,n) =—
n

B(1,n)

B2z :n(n+1) T+l

2 2
B3 n) = n+2)(n+ n T+ ZB(Z'n)

Supozojmé se
(k—2)B(k—2,n)
Bl =1,m) = n+k—2

Veértetojmé qé
(n—1)! (n—D!k—-1)

Plm = G n—D = G+ Dk Gedn-1D- w (et DG —DI

k=D -DIk-2)! k-1
_(k+n—1)(k+n—2)!_k+n_13(k—1,n)

Pohim3.49 Pér Re(s) > 1 vlen:

129



f ut J QKO
0

fu _ 1 u= gs
Vértetim
° us @ 1 —9u
J. e@u _ 1 f (eeu _ 1)8—9u .]-
0 0
:J. s-1, —eu (- neu)du_f s— 12 ~(0+n0)u gy —
0
— j us—l z e—uG(n+1) du = z j us—le—e(n+1)udu —
0 n=0 n=0 g
o0 O(n+Du==z
-1,-6(n+u — dz —
z — — 1f(@(n+1)u)S e du _
=9 (n +1) du —9(n+1)
z S51pm2g _2 1 F(S) F(S)Z(S)
(n+ 1)595 edz= ) mspst ~ T g
n=0 n=1
Pohim3.50

Joo uddu B 4t
4+[15 225
0 e \/;u -1

Veértetim: Nése né pohimin 5.65 merret s = 4, dhe 6 = i/% dhe duke shfrytézuar faktin

géI'(4) = 6,dhe ((4) = Z—: arrihet né rezultat.
Pohim3.51

u? du

3)=3| ——
(3 Oje%_l

Vértetim: Te ky rezultat arrihet duke marré s = 3 dhe & = /6 te pohimi 5.65.
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Pohim3.52

co

Z I'"1+a)
'1+a)—-T?(1+4+a) I2(1+a)-Tr3(1+a) -1(14a)—-T*(1+a)
n=1(21) 1-T"(1+a) B —7 “T"(1+a) (n) 1-I"(1+a)

[0e]

(2n + 3)22n
I'(1+a) LT o)e
<e a z Znt ! n €N, 0<ax<1

n=0

Veértetim: Para se té vértetojmé kété pohim marrim lemat ndihmése

Lemé3.5 ([12])

3 ———<e'*,  0<g<Ll
;(n.)u
1—qg"

Lemé3.6 ([12])

(20 + 3)22n
(2n + 1)!

n=0

e =

Lemé3.7 ([30]))Pér0<a<1
2971<T(1+a)<1

Tani,pér0 <a<1=0<T(1+a) < 1,sipas lemés 3.5 prandaj marrim g = I'(1 + a)
dhe e zévendésojmé te lema 3.1 dhe pastaj né vend té “e” né anén e djathé t& jobarazimit
zévendésojmé shprehjen te lema 3.2 dhe késhtu vértetohet pohimi 3.10.

Pohimi 3.53

+
x n2 4n+1

2
00 o . n
j sinx (sm (7)) 3n—1
dx = Z
0 n=1

Veéretetim: Fillimisht marrim lemat ndihmése:

[ee]
sinx d T
—ax = —
X 2
0

Lemé3.8

Lemé3.9 ([11])
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2
had (sin (%)) gn-1
m=2 Z ) + gn+1
n=1
Pra vértetimi i pohimit éshté sintezé e kétyre dy lemave.
Pohim3.54

Im(1+T(1+y) 1
In(1+nl'(1+y)) > n’

n €N, y>0

Veértetim Fillimisht nisemi nga jobarazimi i njohur i Bernoull-it
1+x)"=>1+nx. (x=-1,vneN)
Meqé T(1+y) > 0,péry =0= (1+T(1+y)" > 1+nl(1+y) /n
n(1+T1+y)" > In(1 +nl(1+y))
n ln(l +I'(1+ y)) >In(l+nl'(1+y))

m(1+T(1+y) 1
(1 +nl'(1+y)) n

Pohim3.55 Pér x € (1, )

InT((1+x)™) In(T(1 + nx)) 1 1
A+ 2" In(1+x)" B 1+ nx)In(1 + nx) > 1+nx 14+ x)"

Veértetim: Marrim lemén ndihmése
Lemé 3.10 ([33])Funksioni

_InI'(1+x)
T xlnx

F(x)

Eshté rigorozisht rrités né (1, o).

Nga jobarazimi i Bernoull-it kemi gé:
1+x)"=>1+nx. (x=-1,vneN)

Meqé
x>1,=0+x)">1+nx
Meqé F-rrités

=F1+x)">F(1+nx)
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Inr((1+x)™) InT(1+4+ 1+ nx)
@A+2)"nA+x)"" (1+nx)In(1+ nx)

(A +x)Mr1+x)" ln((l +nx)I'(1 + nx))

1+x)"In(A+x)" (14 nx)In(1 + nx)
m((1+x)™ + W1+ 2" _ n((1+nx) + Inl(1 + nx))
@A+ In(1+x)" 1+ nx)In(1 + nx)
1 Inr((1+x)™) 1 InT(1 + nx)
@A+ A+x)"n(A+x)"" 1+nx + 1+ nx)In(1 4+ nx)
Inr((1+x)™) InT'(1 4+ nx) 1 1

@A+ 2)"In(1+x)" B 1+ nx)In(1 + nx) > 1+nx 1+ x)"
Pohim3.56

I'(e) > \/F
ku I' —funksioni gama, e-numri i Euler-it.
Veértetim Dihet qé
e*>1+x,VxeR
pérx > 0=
e*>1;14+4x>1
Sipas lemés 5.6 kemi

Im'(1+e*) Inf(1+1+x)
> ,(x>0
eXlne* 1+ x)n(1+x)

)

ln(exF(ex)) ln((l + 01+ x))

exx 1+ x)In(1+x)
Ine* + InT'(e*) In(1+x)+ InI'(1+ x)
xe* A+ x)n(1 +x)
1 Inl'(e¥) 1 InT'(1+ x)

ex xe* 1+x (A+x)n(1+x))

InT'(e*) In['(1 + x) - 1
xe* 1+x)n(1+x)) 1+x

1
—e—x,(x>0)

Pér x = 1 marrim:

133



InT'(e) 0 1 1

e 2 e

I'(e) >+ e¢2
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4. Zgjidhja e integraleve pérmes MatLab-it

Né kété kapitull do té paragesim disa shembuj té zgjidhjeve té integraleve, pérmes
softuerit matematik -aplikativ MatLab, integrale té cilét kéto né kapitujt pararendés jané
zgjidhur né ményré analitike. Pérmes kétij kreu duam té shpérfagim rolin e madh gé kané
softuerét, né rastin toné MatLab-i né zgjidhjen e problemeve té ndryshme matematikore,
né kété rast zgjidhjen e integralve.

Pér secilin nga shembujt éshté dhéné kodi, ekzekutimi dhe syprina gé njehsohet pérmes
atij integrali, si dhe disa kode pér llogaritjen e disa vlerave té funksionit zeta.

4.1 Zgjidhja e integralit fol InxIn(1 — x)dx, pérmes Matlab-it

=  Kodi né Matlab

Min = 0; %kufiri i poshtem

Max = 1; %kufiri i siperm

T =2000; %numri i ndarjeve
format longG Y%caktimi i precizitetit
%-=--=--=-========-= Metoda 1------------------- %

X = Min+1/T:1/T:Max-1/T;

Y =log(X).*log(1-X); %funksioni i dhene
I =trapz(XY) %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit
%-=--=-=========== Metoda 2-------=-=--=------ %

fun = @(x) log(x).*log(1-x); %funksioni i dhene
Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max) %vlera e perafert e integralit

area(X)Y)

0.355068363303229%6
0.35506859353236145

Fig. 4. 1 Rezultati i fituar pér té dy metodat
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Fig. 4. 2 Syprina gé njehsohet

In(1+x)
x

4.2 Zgjidhja e integralit fol dx pérmes Matlab-it
= Kodi né Matlab

Min = 0; %kufiri i poshtem

Max = 1; %kufiri i siperm

T =2000; %numri i ndarjeve

format longG Y%caktimi i precizitetit

X = Min+1/T:1/T:Max-1/T;
Y =log(1+X)./X; %funksioni i dhene

I =trapz(XY) %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit

fun = @(x) log(1+x)./x; %funksioni i dhene
Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max) %vlera e perafert e integralit

area(X)Y)

0.8210205045581166
0.822487T0334241071

I
Q

Fig. 4. 3 Rezultati i fituar pér té dy metodat
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Fig. 4. 4 Syprina gé njehsohet

4.3 Zgjidhja e integralit fol x*dx pérmes Matlab-it

= Kodi né Matlab

Min = 0; %kufiri i poshtem

Max = 1; Wkufiri i siperm

T =2000; %numri i ndarjeve
format longG Y%caktimi i precizitetit
Y Metoda 1----------=-------- %

X = Min+1/T:1/T:Max-1/T;

Y=X"X; %funksioni i dhene

I =trapz(XY) %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit
Y Metoda 2-------=-=--=------ %

fun = @(x) x."x; %funksioni i dhene

Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max) %vlera e perafert e integralit

%---------------- Shuma--------------=------- %

p=2000; %numri i termave te serise
N =0:1:p; %vektori i indeksave

an = (-1).”N./(N+1)."(N+1); %termiia_n - te
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Sp = sum(an) %shuma e p-te e pjesshme
area(X)Y)

I 0.7824318044669836
Q 0.7834305069127141
S5p = 0.7834305107121344

Fig. 4. 5 Rezultati i fituar pér té dy metodat dhe shuma e p-té e pjesshme

Fig. 4. 6 Syprina gé njehsohet

4.4 Zgjidhja e integralit
2w
j (1 + cosh(2cosx) — (cosh(cosx))z) (1 — cos(2sinx))dx
0

pérmes Matlab-it
» Kodiné Matlab

Min = 0; %kufiri i poshtem

Max = 2*pi; %kufiri i siperm

T =2000; %numri i ndarjeve
format longG Y%caktimi i precizitetit
9p--------=-m---- Metoda 1------------------- %

X = Min+1/T:1/T:Max-1/T:
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Y = (1+cosh(2.*cos(X))-(cosh(cos(X))).”2).*(1-cos(2.*sin(X))); %funksioniidhene

I =trapz(XY) %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit
%p---=-==memmmennn Metoda 2------------------- %
fun = @(x) (1+cosh(2.*cos(x))-(cosh(cos(x))).”2).*(1-cos(2.*sin(x)));

%funksioni i dhene

Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max) %vlera e perafert e integralit

%---------------- Shuma---------------------- %
p=50; %numri i termave te serise
N =0:1:p; %vektori i indeksave
an = 1./(factorial(2.*N+1))."2; %termiia_n - te
Sp = 2*pi*sum(an) %shuma e p-te e pjesshme
area(X,Y)
I = §.45815481114913
Q = 6.458154812093657

S5p = 6.458154812093656

Fig. 4. 7 Rezultati i fituar pér té dy metodat dhe shuma e p-té e pjesshme

Fig. 4. 8 Syprina gé njehsohet
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4.5 Zgjidhja e integralit

2n

it sinh<1_z(sm(;)f)z<wsh<1_z(m(§))2>z> + cosh(zsin2)

— Z(Sinh(sinx))Z — Z(Sin(sinx))2 dx

pérmes Matlab-it
» Kodiné Matlab

Min = 0; %kufiri i poshtem

Max = 2*pi; Wkufiri i siperm
T=10000; %numri i ndarjeve
format longG Y%caktimi i precizitetit
%-=--=--=-========-= Metoda 1------------------- %

X = Min+1/T:1/T:Max-1/T;
Y = 4%((sinh(1-2*((sin(X./2)).72))).*2).*((cosh(1-

2*((sin(X./2)).72)))."2)+cosh(2*sin(X))-2*(sinh(sin(X)))."2-2*(sin(sin(X))."2);
%funksioni i dhene

I =trapz(XY) %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit
%-=--=-=========== Metoda 2-------=-=--=------ %
fun = @(x) 4*((sinh(1-2*(sin(x./2))."2)).”2).*((cosh(1-

2*(sin(x./2)).”2))."2)+cosh(2*sin(x))-2*(sinh(sin(x)))."2-2*sin(sin(x))."2;
%funksioni i dhene

Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max) %vlera e perafert e integralit

%-=--=-=========== Shuma@-------=-=-==-=c=vz-x %
p=60; %numri i termave te serise
N=1:1:p; Y%vektori i indeksave

an = (2.7(4.*N))./((factorial(2.*N))."2); %termiia_n - te
Sp = 2*pi+2*pi*sum(an) %shuma e p-te e pjesshme
area(X)Y)

140



I 33.76715130565118
Q 33.771183557660012
Sp = 34.25835205123386

Fig. 4. 9 Rezultati i fituar pér té dy metodat dhe shuma e p-té e pjesshme

Fig. 4. 10 Syprina gé njehsohet

4.6 Zgjidhja e integralit [° x:; dx pérmes Matlab-it
= Kodi né Matlab
Min = 0; Y%kufiri i poshtem
Max = 1000; Ykufiri i siperm
T =2000; %numri i ndarjeve
format longG %caktimi i precizitetit
%---------------- Metoda 1------------------- %
X =Min+1/T:1/T:Max-1/T;
Y=(X"4)./(X."6+1); %funksioni i dhene
I =trapz(XY) %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit
Yp-=--===mmmmm oo %
Max = inf; %kufiri i siperm
%---------------- Metoda 2------------------- %
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fun = @(x) (x."4)./(x."6+1); %funksioni i dhene
Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max) %vlera e perafert e integralit

1.046197550696597
1.047197551196598

I
Q

Fig. 4. 11 Rezultati i fituar pér té dy metodat

[i] L—A — L - e SR -
Q a0 100 150 200 250 300

Fig. 4. 12 Syprina gé njehsohet

Inx

000 GraZib? dx pérmes Matlab-it

4.7 Zgjidhja e integralit

=  Kodi né Matlab

Min = 0; %kufiri i poshtem

Max = 1000; Y%kufiri i siperm

T =500; %numri i ndarjeve

a = input('jepe vlerenea = ') %percaktimi i parametrit a
b = input('jepe vlerene b =) %percaktimi i parametrit b
format longG %caktimi i precizitetit
%---------------- Metoda 1------------------- %

X = Min+1/T:1/T:Max-1/T:
Y =log(X)./((X+a)."2+b."2); %funksioni i dhene
I =trapz(XY) %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit
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Max = inf;
fun = @(x) log(x)./((x+a).”"2+b."2);  %funksioni i dhene
Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max) %vlera e perafert e integralit

jepe wleren e a = 3
a= 3

jepe wleren e b = 2
b= 2

I = 0.3702605545487964

Q 0.3770492333219394

Fig. 4. 13 Rezultati i fituar pér té dy metodat

Ss—

1
= dx pérmes Matlab-it
1+x

4.8 Zgjidhja e integralit [

=  Kodi né Matlab

Min = 0; %kufiri i poshtem

Max =1; Ykufiri i siperm

T =2000; %numri i ndarjeve
format longG Y%caktimi i precizitetit

s = input("Jepe vileren e s>0, s = ")

X = Min+1/T:1/T:Max-1/T;

Y=(X"(s-1))./(1+X); %funksioni i dhene
I =trapz(XY) %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit
%---------------- Metoda 2------------------- %

fun = @(x) (x."(s-1))./(1+x); %funksioni i dhene

Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max) %vlera e perafert e integralit

P = psi(s)-psi(s/2)-log(2)
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e vlieren & =2»0, 2 = 4
4

0.1399363350103384
0.140186152773388
0.1401861527T733881

1=

(LI I I =

=
I
Q
2
Fig. 4. 14 Rezultati i fituar pér té dy metodat

4.9 Zgjidhja e integralit f0°° tanh(x)e **dx pérmes Matlab-it

= Kodi né Matlab

Min = 0; %kufiri i poshtem

Max = 1000; Y%kufiri i siperm

T =2000; %numri i ndarjeve
format longG Y%caktimi i precizitetit

s = input("Jepe vleren e s>0,s =")

X = Min+1/T:1/T:Max-1/T:

Y = (tanh(X).*(e.*(-s.*X))); %funksioni i dhene

I =trapz(XY) %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit
Max = inf;

%-=--=-=========== Metoda 2-------=-=--=------ %

fun = @(x) (tanh(x).*(e."(-s.*x)));  %funksioni i dhene
Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max) %vlera e perafert e integralit

P=1/2 *(psi((s+2)/4)-psi(s/4)-2/s)

e wvleren e =2>0, 3 = &
&
0.02648036843440296
0.02648051389327865
0.02648051389327868

<]

[ . &

3
I
Q
E
Fig. 4. 15 Rezultati i fituar pér té dy metodat
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4.10 Zgjidhja e integralit f, in(T(x) - T(1 — x))dx pérmes Matlab-it

= Kodiné Matlab

Min = 0; %kufiri i poshtem

Max = 1; Y%kufiri i siperm

T =2000; %numri i ndarjeve
format longG Y%caktimi i precizitetit
%---------------- Metoda 1------------------- %

X = Min+1/T:1/T:Max-1/T;
Y =log(gama(X).*gama(1-X)); %funksioni i dhene

I =trapz(XY) %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit

fun = @(x) log(gama(x).*gama(1-x)); %funksionii dhene

Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max) %vlera e perafert e integralit

1.829357225210882
1.837877038620929

I
Q

Fig. 4. 16 Rezultati i fituar pér té dy metodat

xm

-1
dx pérmes Matlab-it
14"

4.11 Zgjidhja e integralit f0°°

=  Kodiné Matlab

Min = 0; Y%kufiri i poshtem

Max = 1000; Y%kufiri i siperm

T =2000; %numri i ndarjeve
format longG %caktimi i precizitetit

disp('Jepi vlerat e m dhe n ashtu qe m/n te mos jete ne N, dhe m dhe n pozitiv')
m = input("Jepe vlerenem = ")

n = input("Jepe vlerenen = ")
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X = Min+1/T:1/T:Max-1/T:

Y=(X"(m-1))./(1+X."n); %funksioni i dhene

I =trapz(XY) %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit
Max = inf;

%---------------- Metoda 2------------------- %

fun = @(x) (x."(m-1))./(1+x."n);  %funksioni i dhene
Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max) %vlera e perafert e integralit

P = pi/(n*sin((pi*m)/n))

Jepi vlerat e m dhe n ashtu ge m/m te mos jete ne H, dhe m dhe n pozitiv
Jepe vileren e m = 2
m= 2

Jepe vleren € n

3

.208199429823062
20581995761 56145
20581995761 56145

M H o
nnmn
(R

Fig. 4. 17 Rezultati i fituar pér té dy metodat

4.12 Zgjidhja e integralit [?(sinx)®(cosx)*dx pérmes Matlab-it

=  Kodi né Matlab

Min = 0; %kufiri i poshtem

Max = pi/2; %kufiri i siperm

T =2000; %numri i ndarjeve
format longG Y%caktimi i precizitetit
%---------------- Metoda 1------------------- %

X = Min+1/T:1/T:Max-1/T:
Y = (sin(X).”6).*(cos(X)."4); %funksioni i dhene

I =trapz(XY) %vlera e perafert e integralit me metoden e trapezit
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fun = @(x) (sin(x).”6).*(cos(x)."4); Y%funksionii dhene

Q = integral( @(x) fun(x), Min, Max) %vlera e perafert e integralit

P = (3%pi)/512

I = 0.01840776945462759
Q = 0.01840776945462769
P = 0.01840776945462769

Fig. 4. 18 Rezultati i fituar pér té dy metodat

4.13 Llogaritjae {(2k) dhe ¢(1 — 2k) pérmes Matlab-it
» Kodi né Matlab

B=[1/21/6 0-1/30 0 1/42 0 -1/30 0 5/66 0 -691/2730 0 7/6 0 -3617/510 0
43867/798 0 -174611/330]; %numrat e bernulit

disp('[epe vleren e k te tille qe k natyror, 1<=k<=10");
k=input('’k=")
zeta_2k = (4"k*abs(B(2*k))*pi*(2*k))/(2*factorial(2*k)) %zeta per numrat cift

zeta_1_2k =-B(2*k)/(2*k) %zeta per numrat tek
Jepe wleren e k te tille ge k natyror, l<=k<=10
E=4
E= 4
zeta 2k = 1.0041
zeta 1 2k = 0.0041667

Fig. 4. 19 Rezultatet e fituara pér k = 4

4.14 Njehsimi i disa vlerave té funksionit zeta pér numra mé té
médhenj pérmes Matlab-it

» Kodi né Matlab
disp('Jepe vleren e n ku k = 2n’);
n =input('n=");

B =@(n) (((-1)"n+1)/2)*4*(n/(2*pi*e))"(n)*sqrt(pi*n/2); Y%perafrimi i numrave
me indeks cift te bernulit ne vlere absolute
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k=n/2;
zeta_2k = (4"k*abs(B(2*k))*pi*(2*k))/(2*factorial(2*k)) %zeta per numrat cift
zeta_1_2k = -B(2*k)/(2*k) %zeta per numrat tek

Jepe wleren e n ku k = Zn

n = 20
zeta 2k = 0.939584
zeta 1 2k = -26.346

Fig. 4. 20 Rezultatet e fituara pér k = 40
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Pérfundim

Tema “’Zbatimi i serive funksionale dhe disa funksioneve speciale né zgjidhjen e
integraleve mé karakteristike’” &shté realizuar pérmes katér kapitujve, ku dy parét
paragesin njé uré lidhése pér tek ideja kryesore, pra serité funksionale dhe funksionet gama,
beta dhe zeta,ku kemi dhéné gjitha konceptet e nevojshme pér té trajtuar kapitullin e treté..

Pamé se, mes funksioneve speciale té pérmendur ekzistojné lidhje té ndryshme,
edhe pse né shikim té paré, ato duken si krejt té ndryshém, po jo mé kot éshté théné se,
roli i matematikés éshté té gjej rregull aty ku té tjerét shohin kaos.Gjithashtu, vérejtém se
pér kéto funksione kishte paraqitje té€ ndryshme dhe se ato dallonin varésisht domenit ku
déshironim té i studiojmé.

Kapitulli i treté pérfshiné idené gendrore té punimit, me fjalé tjera, paraget zbatim
té dy kapitujve té méparshém né zgjidhjen e disa integraleve karakteristike, qofté pér nga
zgjidhja, qofté pér nga réndésia. Integralet e zgjidhur né kété kapitull, pamé se paragisnin
relacione mjaft interesante mes konstantave té ndyshme matematike, si dhe se sa aparat i
fugishém jané né gjetjen e relacioneve edhe mes vet funksioneve speciale, ose paragitjes
sé tyre, pérmes té cilave mund té na shpiejné drejt gjetjes sé vetive té reja pér kéto funksione
mjaft té pérhapura, jo vetém né matematikeé.

Né kapitullin e katérté, e pamé se ¢faré zgjidhje té shpejta mund té arrihen pérmes
kodeve té ndryshme né Matlab, edhe pse saktésia nuk éshté e njéjté, né krahasim me ato
gé jané zgjidhur né ményré analitike, por, megjithaté, né zbatime té€ ndryshme, Kkjo
pasaktési éshté e papérfillshme né kontekst té zbatimit. Gjithashtu, paragitém pérvec
rezulatateve té fituar pérmes kodeve, pamé edhe syprinat gé njehsoheshin pérmes atyre
integraleve, pra, grafikisht.
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