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Hyrje

Numrat e Fibonaccit jané numrat e numérimit té sistemit natyroré. Ata shfagen kudo né natyré, né
bimé, né modelin e petaleve té njé luleje, né njé boge pishe apo shkallét e njé ananasi. Numrat e
Fibonaccit jané té zbatueshme pér kété arsye né rritjen e ¢do gjallese, pérfshiré edhe né njé qgelizé
té vetme, njé kokérr gruri, njé zgjua bletésh, madje né rritjen e té gjithé njerézve.

Fibonacci ishte i njohur né kohén e tij dhe éshté i njohur edhe sot si njé ndér matematikanét mé té
médhenjé evropian té mesjetés. Ai lindi né vitin 1170 dhe vdig mé 1240 dhe tani ekziston njé
statujé gé pérkujton até qé ndodhet né fund té kullés sé varrezave né katedralen e Pizés. Emri i tij
i ploté éshté Leonardi i Pizés apo Leonardo Pisano né italisht sepse ai kishte lindur né Pisa.

Numrat Fibonagci jané numrat gé formojné serité e quajtura seri Fibonacci dhe pérfagésohen si F.
Dy numrat e paré Fibonacci jané pérkatésisht 0 dhe 1 dmth Fo= 0 dhe F1=1. Duke filluar nga numri
I treté Fibonacci, secili numér Fibonacci éshté shuma e dy numrave té tij t&¢ méparshém né seri.

Tema té cilén do ta punoj éshté njé temé mjaft interesante si né matematiké ashtu edhe né fusha
tjera jetésore. Po e ceki né fusha tjera jetésore sepse numrat Fibonacci mund ndryshe ti quajmé si
“numrat g€ mundé€sojné jetén”. Me kéta numra mund edhe t€ kodojmé, t€ realizojmé programe té
ndryshme atraktive gé shérbejné pér zhvillimin intelegjencés tek nxénésit. Do té paragesim
shembuj té ndryshém si teorike ashtu edhe shembuj gé lidhen me natyrén, njeriun dhe artin.

Numrat Fibonaci na ndihmojné qé edhe té kodojmé né gjuhé té ndryshme programuese ku uné
kam zgjedhur Python pér té koduar me kéta numra.

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89

1+1 2+3 5+8 13 + 21 34+ 55

2+1 3+5 8+13 21+ 34




1. Historia e numrave Fibonacci

Numrat e Fibonaccit kan térhequrvémendjen e profesionistéve dhe matematikanéve amatoré.
Pérkufizimi i tyre i thjeshté nénkupton njé larmi t¢ madhe mardhéniesh. Ato shfagen shpesh
cuditérisht si pérgjigje ndaj problemeve té ndérlikuara dhe né matematikén rekreative. PEr mé tepér
ata jan té aférm tek seksioni i arté i cili vet shfaget né studimin e natyrés dhe artit. Konteksti teorik
i librit actual pérshtatet né algjebér, analizé, gjeometri, teoria e probabilitetit, aspektet llogaritése
dhe natyrisht ana kombinuese e teorisé sé numrave.

Seksioni i arté u studiua né antikitet, ndérsa numrat e Fibonaccit jané hig mé pak se 800 vje¢ dhe

studimi i tyre serioz daton rreth 150 vjet mé pare.

1. Leonardo i Pizés(rreth 1170-1250) i quajtur Fibonacci, qé éshté biri i Bonaccio ka gen njéri
ndér matematikanét mé té njohur evropian i mesjetés. Ai u rrit né Afrikén e veriut ku u
njoh me njohurité e avancuara matematikore té dijetaréve arab. Né Liber Abaci (1202, i
rishikuar né 1228) ai mbrojti pérdorimin e numrave arab gé ne pérdorim sot. Né té njejtin
libér ai parashtroi problemin e méposhtém: Njé cift lepujsh té porsalindur sillen né njé vend
té mbyllur. Ky cift, dhe ¢do ¢ift i mévonshém lind njé ¢ift té ri cdo muaj tjetér, duke filluar
né muajin e tyre té dyté. Sa ¢ifte do té keté pas njé, dy, tre...muajsh, duke supozuar se nuk
ndodhin vdekjet. Né fillim t& muajit té pare kemi até cift paraardhés. Né fillim té muajit té
dyté do té keté akoma vetém até cift, por né fillim té muajit té treté do té vijé njé cift tjetér.
NEé pérgjithési, le té keté ¢ifte f, né fillim t& muajit té nénté, dhe f ., né fillim té€ muajit

(n+1). Ky i fundit do té jeté akoma atje né fillim té muajit (n+ 2) . Por numri i pérgjithsém

i cifteve té lepujve do té rritet nga pasardhésit e té gjithé atyre gé ishin atje né fillim té

muajit té nénte.

Prandaj,

Fio=Fui+F (1)
Kéta numra i quajmé numra Fibonacci, vargu i tyre fillon nése e Iém edhe n té jet 0, si mé
poshté:

n 012 3 405

F 011235

n

2. Rregulli (1) &shté karakteristik pér vargun Fibonacci, pork jo e fundit éshté vetém atéheré
kur jepen dy vlerat e para, “fara” (ose né té vérteté dy vlerat e saja). Rregulli (1) mund té
pérdoret pér té zgjeruar vargun prapa, késhtu
F,=FR-F, F,=F —F,, dhekéshtume rradhé
Né vazhdim fitojmé
n 012 3 45

F.01-12 -35




dhe si pérfundim kemi

F.=CD)"F,. (2)
Ne do ta quajmé c¢do varg gé ndjek rregullin (1) njé varg Fibonacci té pérgjithésuar nga
Gn+2 = Gn-¢-1 + Gn (3)

Pér shembull, marrim farén (2,1). Numrat qé do té fitohen do té quhen numrat Lucas, gé
shenohen me L, . Késhtu qé kemi

n 012 3 45...
L, 213 4 7 11

n

dhe, nga ana tjetér kemi,
n 012345

L, 2 -1 3 -4 7 -11
Né pérgjithési

L, =(CD"L, (4)
Né vazhdim do té paragesim njé problem gé éshté strukturalisht i ngjajshém me prolemin
e lepurit tek Fibonacci. Njé shkallé ka n hapa. Ne ngjitemi duke béré njé, ose dy hapa né
té njejtén kohé. Sa ményra (S,) ka pér té ngjithur shkallét? Kur fillojmé té ngjitemi, mund
té b&jmé njé hap, ose dy hapa pér té filluar. Nése hedhim njé hap atéheré kemi S, , mundési
pér té vazhduar ngjithjen e mbetur n—1 hapa. Nése béjmé dy hapa atéheré mundésité e
mbetura jané S, né numér.
Prandaj
S,=S,,+S,.,
Kjo formulé éshté e barabarté me (1), por ne duhet té pércaktojmé S, dhe S, . Kur shkalla
pérbéhet nga njé hap i vetém, atéheré ka vetém njé mundési pér ta ngjitur até. S, =1. Nése
ka dy hapa, atéheré ka dy mundési: béni dy hapa ose ndérmerrni dy hapa té vetém rradhazi:
S, =2. Atéher marrim vargun
n 12345
S,12358
Ky éshté prap njé varg Fibonacci, por i zhvendsur me njé term:
S, =F....
Shqyrtojmé gjeneratén e bletéve. Vezét e bletéve punétore zhvillohen pa fekondim né drone,
ndérsa vezét e mbretéreshés fekondohen nga dronét dhe zhvillohen né femra, gofshin ato
mbretéresha ose bleta punétore. Késhtu njé dron ka vetém njé prind, njé femér, ndérsa
femra ka dy prindér, njé mashkull dhe njé femér.




Emértojmé prindin e njé droni “gjenerata 17, gjyshérit e tij “gjenerata 2”, e késhtu me
rradhé. Né gjeneratén 1 kemi, njé femér, qé e shénojmé f, =1, dhe asnjé mashkull, m, =0
. Gjeneratat e tjera jané si né vijim:

mn+1 = fn fn+1 = fn +mn
mn+2 = fn+2 fn+2 = fn+1 +mn+1
Prandaj

mn+2 = mn+l + mn dhe fn+2 = fn+l + fn

Té dy vargjete f, dhe ato té m_ jané vargje Fibonacci, por me fara té ndryshme. Né fakt

n 12345

m, 01123.. m,=F,
f, 112 35.. f.=F,
duke shtuar 1235 8 m+f =F ,+F =F,,
né gjeneratén n, ka F,,, paraardhés.
Shgyrtojmé numrat natyroré 1, 2, 3, . . ., n né kété renditje. Gjeni numrin e atyre

permutacioneve ku secili numér géndron | fiksuar, ose ndérron vendet me njérin prej
fqinjéve té tij. Mé shume se njé nga kéto ndryshime mund té ndodhin né té njejtén kohé.
Shénojmé numrin e n permutacioneve me g,. Nése n géndron e fiksuar, atéheré kemi

g,, permutacione. Nése n dhe n-1 jané ndérruar, atéheré kemi g, , mundési té
mbetura. Prandaj
0,=0n21+0,>
Pér té pércaktuar g, plotésisht, marrim g, , gé éshté padyshim 1, dhe g, (ose lereni 1 dhe
2 né pozitat e tyre, ose ndérroni ato). Vargu g, éshté1 2 3 58...,qééshte g, =F,,.

Tani shqyrtojmé té nejtin problem, por me numra té renditur rreth njé rrethi. Shénojmé
numrin e renditjeve té mundshme si¢ i pérshkruajtém mé larté me h, . Supozojmé n>3.

Nése 1 dhe n ndérrohen, atéheré kemi g, , mundési té mbetura. Nése ato nuk ndérrohen,
atéheré kemi pikérisht problemin e méparshém, me g, mundési.

Prandaj
hn = gn + gn—2 = I:n+l + |:n—l
Kété here marrim vargun Fibonacci té pérgjithésuar

n 345
h 4 7 11

Né té vérteté h, =L, .

n




6. Né sa ményra éshté e mundur gé té marrim n si shumé e numrave pozitiv mé té médhenjé
se 1? Le ta quajmé kété numér me T, . Pér shembull, T, =8 ; té barabarta me 7.
2+2+3,  2+43+2, 245, 3+2+2,
3+4, 4+3, 5+2, 1.
Tri nga kéto shuma fillojné me 2. Nése, né kéto shuma, i heqim 2, atéheré kemi té gjitha
shumat té cilat na japin numrin 5. Prandaj T, = 3. Pesé nga kéto shuma fillojné me numrin
mé té madh se 2. Nése vendosim termin e paré né kéto shuma e zvogélojmé pér 1, atéheré
ne marrim té gjithé kéto shuma té cilat na japin numrin 6. Prandaj T, éshté e barabarté me
5.
Aplikojmé kété proceduré pér ¢do n, pastaj gjejmé T,,, =T, +T,. Pasi gé¢ T, =1 dhe
T, =1, pérfundojmé se T, = F,_,. Ngjajshém, né pérgjithési shtrohet pyetja: Né sa ményra
éshté e mundur té vendosim n si shumé e numrave 1,2,....m?
Marrim shprehjen T.™ . Pér shembull, T? =7. Té barabarta me 4.
1+1+1+1,  1+1+42, 142+1, 1+3,
2+1+1, 2+2, 3+1.
Shohim shumén e termit té paré, rezultatin e hegjes sé tijé, dhe gjejmé
T4(3) :T3(3) +T2(3) +T1(3).
Tani
TP =1 TP=2 T®=4 dhe 1+2+4=7.
Né pérgjithési,
T =T™ +T™ +T™ + . +T™,
Kjo éshté ményra pér njé pérséritje té rendit n.
7. Né vazhdim marrim dy raste té cilat lidhen me probabilitetin.
a) Njé monedhé hidhet deri sa té shfagen dy koka té njépasnjéshme. Probabiliteti i vargut
gé pérfundon pas n hedhjeve éshté F,_,/2".
b) Njé monedhé hidhet deri né tre koka rradhazi ose deri sa té shfagen tre bishta rradhazi.
Probabiliteti i vargut pérfundon pas n hedhjeve éshté F._, /2",
8. Gjeni numrin e mundshém té vargjeve prej n shifrash, ¢do shifér fillon me 0 ose 1, pa dy
zerrot duke gen té njépasnjéshme kudo né varg.
Le té jeté numri P(n). Kemi P(n—1) ményra, gé fillojné me 1, dhe P(n—2) ményra qé
fillojné me 0 1. Késhtu
P(n)=P(n-)+P(n-2).
Nése n =1, atéheré kemi dy mundési, 0 ose 1. Nése n =2, atéheré kemi tri mundési, 1 1,
ose 01, ose 1 0. Prandaj P(1) =2,P(2) =3, dhe né pérgjithési P(n)=F, ., .
Né fakt, ky rezultat rrjedh nga pérgjigja e problemit né pjesén 7 (a).




10.

11.

12.

Konsiderojmé vargjet me 2" mundési prej 0 dhe 1, me probabilitete me secilén prej tyre
qé shfagen né vendin e m-té (m=1.2,...,n). Probabiliteti qé té shfagen dy zero pas dy

hapave éshté F, /27, qé prej dy zerrove pér here té pare éshté shfagur pas tre hapave, késhtu
gééshté 100, F,/2°, pas n hapave kemi F,_, /2". Prandaj probabiliteti prej dy zerrove
té njépasnjéshme éshté shfaqur pér here té paré pas i hapave dhe kemi F_, /2' , dhe asnjé
cift i zerrove nuk jané shfaqur gjaté n hapave té paré:

nF
1-)y =L
%2

/2",
Marrim parasysh qé kemi njé varg t& m(>2) shifra, secila 0 ose 1, ky varg pérséritet

Ky barazim éshté i vérteté pér F

n+2

periodikisht.Supozojmé qé nuk duhet té pérsériten dy zero té njépasnjéshme. Sa vargje
plotésojné kété kusht? Le té jeté numri T(m).

Ky problem ndryshon nga problem i pjesés 8 késhtu gé vargu nuk duhet té mbaroj me 0,
nése ai fillon me 0. Atéheré nése vargu prej m shifrave fillon me 1, atéheré kemi P(m—1)

mundési, ku P(m) éshté pércaktuar né pjesén 8. Por nése vargu fillon me 0O, atéheré as i
dyti e as shifra e m-té nuk mund té jeté 0, né ményré qé té keté P(m-—3) mundési té

mbetura.
Pér ta béré mé té qarté, marrim shembullin m = 4. Atéheré P(4) =7, si né vijim.

01010101..., 01110111..., 10111011..., 11011101....,
11111111..., 10101010..., 11101110... .
(Vérejmé se vargu i pérséritur 0101 éshté ndryshe nga vargu 1010).
Kemi paré se P(m)=F,,, . Atéheré
T(m)=P(m-)+P(m-3)=F ,+F ,=L,.
Matematikani Huntley ka théné gé F ., &shté numri i mundshém i shtijeve té rrezes gé

m+1

reflektohet n-heré kur kalon pérmes dy xhamave, dhe Gardner ka pérmendur gé Leo Moser
ka studiuar kéto shtigje. Pér shembull n=3 F, =5.

W /N SN ANCNA W

V. WV V.V

Né teoriné e grafikéve, njé n-gon (n>3) me té gjitha kulmet e tij té lidhura me njé piké
tjetér quhet rroté. Numri i peméve gé shtrihen né njé rroté éshté L, —2, e cila éshté e
barabarté 5F° pér cdo n, 5F° —4 pér n té rastésishém.

Numrat Fibonaci gjithashtu gjejné zbatim né studimet botanike. N& shumé kone mund té
gjurmojmeé pesé rreshta luspash gé mbéshtjellin njé kon né drejtim té pjerrét, dhe tre rreshta
dredha-dredha mé pak té pjerréta né anén tjetér, né disa specie tjera...Numri normal &shté




13.

teté rreshta né njé drejtim dhe pesé né tjetrin...Né disa raste do té jemi né gjendje té
gjurmojmé trembédhjeté rreshte né njé drejtim dhe njézet e njé né drejtim tjetér, ose
ndoshta njézet e njé dhe tridhjeté e katér.

Pemét Fibonaci jané pérmendur né Turner (1986). Ato jané formuar si né vijim:

T, éshté piké e vetme, dhe T, gjithashtu njé piké e vetme. T, , éshté pema e pérftuar duke

n+2

e vendosur njé nyje té re né fund té njé dege, duke filluar nga nyja e fundit prej T, dhe prej

T .., atéheré:

n+11?

I, T Iy Ts

Numri i nyjeve té pemés T, , shénohet nga N, , qé éshté e barabarté 2F, —1.
Provojmé, nga diagrami kemi:

N.,=N,+N, -1 (k=123,.)
Fillojmé me

N, =2F, -1, N, =2F, -1
(Noga pérkufizimi N, dhe N, té dyja jané té barabarta me 1)
Shohim se

N, =2F -1 dhe N,,=2F, -1

Vlen pér 1,2,...,k . Atéheré

Ny, =(Q2F,-D)+(2FR -1)-1=2F,, -1 (Vajda, 1989)

10

——
| —



1.1. Pérkufizimi i numrave Fibonaci

Numrat Fibonaci jané vargu i numrave té ploté 0, 1, 1,2,3,5,8, 13, 21, ... , ku ¢do anétaré éshté
formuar duke mledhur dy anétarét paraprak. Vargu mund té pércaktohet né ményré té pérséritshme
nga

0 n=0
F(n) = 1 n=1 (Peliti)
Fin-)+F(n-2) n>1

First Two Numbers

Fig.1.1.(Krijimi i vargut Fibonaci)

1.2.  Marédhénjet né mes numrave Fibonaci dhe Lukas

Né vazhdim do té paragesim marédhéniet ndérmjet numrave Fibonaci. Ne nuk synojmeé ti rendisim
té gjitha-numri i tyre éshté pothuajse i pafundém. Do té zhvillojmé disa grupe tipike dhe do té
pérmendim réndésin e tyre.

e Fillojmé me lidhjet ndérmjet numrave Fibonaci dhe Lukas.
Ln—l + I—n+1 = 5Fn (5)

Kjo vlené pér n=1, dhe pér n =2, pér kété arsye edhe pér n=3,n=4, dhe késhtu me
rradhé.




Fn—l + I:rH-l = Ln (6)

Pérséri kjo vlen pér n =1 dhe pér n = 2 dhe késhtu pér cdo numér té ploté n. Si pérfundim
(5) dhe (6) cdo formule gé pérmban numrat Fibonaci dhe Lukas mund té shprehet vetém
né terma té njérit prej kétyre llojeve, megjithaté, kjo nuk éshté gjithmoné e pérshtatshme.
Duke pérdorur (3) dhe (6) gjithashtu mund té shkruhet

I:n+2 I:n—2 = I—n (Ya)
Apo dhe

F.+L,=2F, (7b)
Grupi tjetér i formulave bazohet né

Gn+,m = Fm—lGn + FmGn+l (8)
Ku G,,G,,... éshté ¢do varg Fibonaci i pérgjithésuar.

Provojmé.

G, =F,G,+F,G,, (sepse F, =1F, =0)
G,.,=FG, +FG,, (sepse F, =0,F =1).

Nése (8) vlen pér m=t dhe pér m=t+1 (si¢ vlen pér t =0), atéheré nga mbledhja vlen
pér t =2,t =3,... e késhtu me rradhé.

Pér m =2, (8) zvogélohet né (3).

Gjithashtu

G, ., =F_ .G +F G

n-m mPnsl — (_1)m (Fm+lGn - I:mC5n+l)' (9)
Nga (8) dhe (9) marrim

Gn+m + (_1)mGn—m = (Fm—l + Fm+l)Gn = I—mG (103)

dhe
C5n+m - (_1)mGn—m = ZF G 1 + (Fm—l - Fm+l)G = I:m (Gn—l + Gn+l) (IOb)

m n+

Tani specifikojmé G, = F,.
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Nga (8) marrim, kur m=n+1

F2,+F’=F, , (11)
derisa

Fra—Fl =(Fu+F)(F..-F)=F.,F. (12)
dhe kur m=n

F,, =F,,F, + F,F,, = F,L, duke pérdorur (6) (13)
Prandaj

F..Lk..—FL =F,,-F,=F.. (14)

Nga (11) nxjerim njé formulé tjetér, jo me interes té vecant né vetvete, por e dobishme mé
voné, kur kemi té b&jmé me gjenerimin e funksioneve. Formula (11) jep

F?-3F, +F’,+F2, -3F+F?,

n+l
= F2n+l - 3F2(n—1)+1 + F2(n—2)+1
= (FZn + FZn—l) _3F2n—1 + (FZn—l - I:2n72) =0

Prandaj

(Fn2 —?,Fril + anz) = —(Fnz+1 —?,Fn2 + anl)

Dhe prej

FS-3F/+F’ =2,

Rrjedh se

F>-3F2, +F?, =2(-)"" (11a)

Nga (10a) marrim

I:n+m + (_l)m I:n—m = Lm Fn (158.)
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dhe nga (10b)

Fom —(D"F._, =F,L, (15b)
Duke mbledhur (15a) dhe (15b) fitojmé

L. F, +L.,F, =2F_, (16a)
dhe duke zbritur (15b) nga (15a) kemi

F.L,-LF,=-D)"2F, . (16b)

Nése né (10a) dhe né (10b) vendosim G, = L, atéheré

I-n+m + (_1)n I-nfm = Lm I-n (173.)
dhe duke pérdorur (5)
I-n+m - (_1)m I-nfm = 5Fm I:n (17b)

Nése né (17a) vendosim m =n, fitojmé
L, +(-D)"2=12 (17c)

(17c) pércakton vargun Lukas né kuptimin gé nuk géndron nése zévendésojmé L, nga ¢do
varg tjetér i pérgjithésuar Fibonaci i numrave té ploté, ose né té vérteté nga vargu i
zakonshém Fibonaci F,. Né vazhdim shohim se:
Le té jeté G, = x, atéheré (17c) do té thoté G, = x> +2, prandaj G, = x* +x+2, dhe
G, =2x* + x+4. Por nga (17c) kemi gjithashtu G, = G2 -2, qé éshté

ose x*+2x*—-x-2=0.

Ky ekaucion ka vetém njé rrénjé numér té ploté, dmth. x=1, i cili na dérgon
G, =1,G, =3, e késhtu me rradhé vargu Lukas.

Tani prezentojmé njé formulé té pérgjithshme, nga e cila dalin shumé mé tepér marédhénie
sipas specifikimit.
Le té jeté G, dhe H, vargje té pérgjithésuar Fibonaci, dhe marrim parasysh shprehjet
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Gn+h H n+k Gn H n+h+k = J n
dhe
Gn+1+h H n+l+k Gn+1 H n+l+h+k — J n+l -

Pérdorim barazimin (8) té shkruajmé
Gn+h = I:h—len + I:hGnﬁ-l
dhe

H = I:h—:I.Gn+k + I:hGn+k+1'

n+h+k

Atéheré

‘Jn = (Fh—len + I:hGanl)Hn+k _Gn(Fh—lHn+k + Fth+k+1)
= l:h (Gn+lHn+k _Gan+k+1)'

Né ményré té ngjajshme pérdorim (8) pér té shkruar

G = RG, + FuGh

dhe

Hipnae = FoHnae + FraHo
Atéheré

‘Jn+l = (FhGn + I:h-¢—lGn-¢-l)Hn+k+1 _Gn+1(Fth+k + I:h-¢—lHn+1-¢—k)
= l:h (Gan+1+k _Gn+1H n+k)'

Vérejmé se J,,, =—J,. Prandaj
J,=-3,,3, =134, 3, =(-D"J,

kjo éshté
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G Hn+k_GnH k :(_1)n(GnHk_GOHn+k)' (18)

n+h n+h+

Shikojmeé tani format e vecanta té barazimit (18).
Kur G; = L; dhe H, =F,, atéheré duke pérdorur (16a) marrim

Lo Foae — LoF = (D" (LR —2F,) = (_1)n+1 Fo Ly (19a)

n+h " n+k n' n+h+k

Kur G, = F, dhe H, =L,, atéheré

FoonLow — FoL

n+h —n+k

=(-1)"F,L,. (19b)

n —n+h+k
Leté jeté G, = H,. Kjo na jep

GG GGk = (D" (GG, —G,Gy.i) -

n+h“n+k — “n

Né vecanti, kur G, = H, = F,, atéheré

FonFou — FoF

n+h ' n+k

n " n+h+k _( 1) F F (20&)
Formula gé u pérmend mé lart mund té vértetohet apo té zgjidhet né ményra té ndryshme
nga ajo gé e shénuam, pér shembull pér h=—k ka vértetim kjo formulé. Né anén tjetér,
kur G, = H, =L,, atéheré

Loanbne — Ll =(=D"(Ly L —2Ly,)

n+h =n+k n —n+h+k

Nése mbledhim (17a) me (17b) gjejmé se 2L, , =L, L, +5F F,, késhtu gé

I—n-¢—h I‘n+k I‘n n+h+k _( 1)n+15F F (20b)

Nxjerrim marédhénie t& métejshme duke i specifikuar termet . Pér shembull, pér k =0
né (18) definojmé H, me F,, atéheré
G F Gn I:n+h _( l)m—lGOFh

n+h’' n

Zévendésojmé n+h me m dhe pérdorim (2). Marrim
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G, F,-G,F, =(-)"G,F,  =-)"G,F, _, (21)

0" m-n

Kjo formulé tregon se ¢do varg Fibonaci i pérgjithésuar pércaktohet me dy elemente, sepse
elementet e tjera mund té interpolohen. Natyrisht, elementet e interpoloara nuk do té
reultojné gjithmoné té jené numra té ploté.

Tani marrim n=0,h =k . Nga barazimi (20b) nxjerrim

L2 —2L,, =-5F? (22)
Nga (22) dhe (17c) rrjedh se

L,, —2(-1)" =5F/ (23)
dhe nga (23) dhe (17c) rrjedh

5F — L5 = 4(-)"* (24)

Tani pérgendrohemi né formulén (24), njé rast i vecant i té ashtuquajturit ekuacioni Pell.
Formula (24) tregon se F, dhe L, nuk mund té ken ndonjé pjestues té pérbashkét mé té

madh se 2, dhe se F, dhe L, ose jan ¢ift, ose té dyja jané tek.
Shkruani formulén (24) pér dy vlera té njépasnjéshme té h dhe shtoni ato. Atéheré

5(Fh2 + Fh2+1) = Li + Lfm = 5F2h+1 (25)

Tani shqyrtojmé (24) vecmas pér h tek, dhe pér h h cift si dhe studioni zgjidhjet me numra
té ploté. Le té jeté F, =x dhe L, =Y.
a) h éshté cift

5x* -y’ =-4

(X, y) = (1,3) éshté njé zgjidhje.

Nése (x,Yy) éshté njé zgjidhje, atéheré éshté késhtu

[% (3x+Y), % (5x + 3y)]

Tani
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b)

%(35 iL)= %(35 FF L +F )= %(35 +F . +F . -F)=F, (26)
dhe

1 1 1

(BF +3L) =2 (L + Ly +3L) = (L L+ Ly - L +3L) = L 27)

Duke filluar me (F,,L,) = (1,3) e gjenerojmé né kété ményré

(F,, L), (Fs, L), e késhtu me rradhé pér ndonjé term

h éshté tek

5x* —y? =4

(x,y) =(@2) éshté njé zgjidhje, dhe saktésisht né té njejtén ményré si edhe pér h
gjenerojmé duke filluar me (F,,L) = (1)

(F;, F;), (F;, L) dhe késhtu me rradhé pér termet tek.

Atéheré té gjitha grupet e zgjidhjeve té ekuacioneve

5x* —y? =4(-1)"

pérfshijné giftet (x=F,,y=L,). (Fig.1)
Né fakt mund té themi mé shumé. Zgjidhjet gé ne kemi paraqgitur jané té vetmet cifte

té plota pozitive té zgjidhjeve té dy ekuacioneve té Pell-it.
Prova: Formula e méposhtme vlen pér té gjitha x <5: nése ekziston njé y i tillé gé

5x* — y? i barabarté me 4
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Sx2—32 =4(+1)

(5,11)

(3.7)

(1.3)77 (2,4)

(0,2) (1.1)

Fig.1.2.( Grafiku i funskionit)
0se me -4, atéheré ekziston njé term n itillé gé x = F, dhe y = L, .(Ky rast éshté pér
x=1,2,3 ose 5; vlerat pérkatése té y jané 1,4,7 ose 11).

Tani nése 5x* —y? =4, ose e barabarté me -4, dhe x éshté mé i madh se 1, atéheré
y éshté mé i madh se x.
Njehsojmé

1 1
X :E(3x— y) dhe vy, :E(_5X+ y)

1 1
Xig = E(3Xi - Yi) dhe Yia = E(_Sxi + Yi)

Kjo proceduré éshté e kundért me até gé kemi pérdorur pér té gjeneruar giftet (F,,L,;)
, duke filluar me (F,L), ose me (F,,L,). Kemi x, =x, dhe nése pérsérisim
llogaritjet duhet té arrijmé disa x, <5 dhe pér kété arsye x, =F,,y;, =L, pér ¢fardo
n.Kthejeni procedurén dhe llogariteni nga giftet (x;,y;)
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(Xi1s Vi) (Xiay Vicg )veens (X Y)

Nga kéto hapa kemi (F,,,,L.,,)(F...,L,,,) dhe si pérfundim (x,y) qé éshté pérséri
njé cift (F,L;).

Konsiderojmé matricén

n+l

G G,) (G, G.YF R) (G, GYF R
Gn Gn—l - Gn—l Gn—2 Fl FO S Gl G0 F l:0

Duke zévendésuar matricat me pércaktoré marrim

G

n+1

G,1 -G, =(-1)"(G/ -G,G,) (28)

dhe né pérgjithési

F

L _FI () (29)

n+1% n-

Formula (20a), pér h=1k =-1. Formula (29) éshté burim i njé numri rezultatesh
domethénése gé do ti paragesim disa prej tyre.

a)

b)

Kurioziteti i méposhtém duket se éshté me origjiné té vjetér i pérmendur né shumé
leksione té enigmave dhe paradokseve. Pér shembull pritni njé katror né F, pjesé si
né figurén 2a dhe ribashkojini ato né njé drejtkéndésh me brinjé F _, dhe F .

Sipérfaget e katrorit dhe té drejtkéndéshit ndryshojné nga 1, pavarésisht nga katrori
original (fig 2b). Prandaj duhet té pranojmé njé boshllék ose njé mbivendosje né
drejtkéndésh né varési té faktit nése termi F_ éshté cift ose tek.. Figura 2 ka té béjé

me rastet n=4 dhe n=5. Boshlléku ose mbivendosja ka gjithmoné sipérfagen 1
pavarésisht prej n ajo do té jeté mé pak e dukshme sa mé e madhe té jeté n. Paradoksi
zakonisht formulohet pér F, =8 ku boshlléku véshtir se vérehet. Diagrami shfaget mé
pas pér té vértetuar se F,F, =63 éshté e barabarté me F;/ =64.

Nése pérdorim numrat Lukas né vend té numrave Fibonaci atéher zona e boshllékut
ose mbivendosjes do té jeté 5 (shiko (20b) pér h=1k =-1).

Né pérgjithési nése pérdorim G, atéheré boshlléku ose mbivendosja do té jeté
(G} —G,G,) (shiko formulén (28)).

Kur n éshté tek, atéheré formula (29) mund té shkruhet
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lh d al C
7 ] 214
Il b
2
c d 5 3
1 2
5
5 3
a
21 b a
2 ¢
3 2 3 d
b
3 C d
3 5
2 3
(a) (b)

Fig.1.3. ( Hustrimi kur n éshté tek)
F,.F., +1=F?

n+l

Shumézojmé té dy anét me F,, dhe mé pas zbritni F, nga té dy anét, duke mbajtur

mend F,,, —F, =F,,,. Kjonajep

n+l-*

FoaFoaF + I:n+1 = I:n2 I:n+2 - I:n

n+1" n-1" n+2

Shumézojmé pérséri me F, , pér té marré

n+2

Fn+l I:n+2 (Fn—l Fn+2 + l) = I:n I:r1+2 (Fn F

n+2

1)

Letéjete F ,F . ,-1=p,F,,F,.,-1=q,prandaj p—q=F,F,,,. Atéheré ekuacioni

lexohet késhtu

n+2

(P+D(@+2)=(p-0q)(p-q-1)
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Ekuacionin mund ta shkruajmé edhe né kété formé duke pérdorur koeficientét
binomial

p+1) (P

qg+1 B q+2
ky ekuacion zgjidhet me p dhe q si¢ éshté dhéné mé lart, por sa i pérket numrave
Fibonaci kur n éshté tek. Pér shembull, kur n=3, atéheré p =14,q =4, dhe

15 14
= = 3003
5 6
(Pér n=1 ekuacioni éshté i paréndésishém)
Shkruani formulén (29) si mé poshté:

F2, —F ,F, —F2=(-)"

n+1 = "n#l'on n

Késhtu pikat (x,y) = (F,,F,,;) shtrihen né dy hiperbolat
y2—yx—x* =41

né rrafshin Euklidian. Ky ekuacion mund té shkruhet

(y=X)(y+x/7)=+1

ku
T =%(1+\/§)

Tregon se dy hiperbolat kan té njejtat asimptoda ortogonale me njéra tjetrén, dmth.
y—2x=0 dhe y+x/7=0
(shih figurén 1.4.)

Kéndi arktanit (lambda) éshté péraférsisht 58°17 . Pjerrtésia e asimptodés sé pare té
pérmendur tregon gjithashtu se raportet (F,,,/F,) (dmth. y/x) konvergjojné né

n+l
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(lambda). Mund té themi mé sumé pér pikat (y,x) né hiperbolé: ato jané té vetmet
koordinata té plota positive né kéto kthesa. E tregojmé até si mé poshté:

(i) Le té jeté y* —xy—x*=1,x>0,y>0. Atéherémund té gjejmé njé numér té
ploté i pozitivitillégé x=F,,y=F,,.

¥ 2—_1'.1)-- x2 =+]
(3.5)

(2,3)
(1,2)

\M

(1.1}

Fig.1.4. ( Grafiku i lakores)

Vértetimi me induksion. Pohimi éshté i vérteté pér x =1y =2(F, =L F;, =2). Tani le
té jeté X >1, prandaj y > 2. Supozojmé se pohimi éshté i vérteté pér té gjitha x, né

ményré gé 0 < x, < x dhe pér y, pérkatése. Atéheré mund té tregojmé se gjithashtu
vértet vlen edhe pér x dhe pér y pérkatés.

Konsiderojmé x, =2x—y dhe y, = y — x. Kéto vlera plotésojné
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yg_YOXo_ngyz_yX_Xz =1

dhe shohim se 0 < x, dhe 0<y,, késhtu gé vérejmé se pohimi vlen.

Né té vérteté (x+1)° < x* +xy+1=y*(kujto y > 2) gé do té thoté se

y > X+1 X, =2x—Yy dhe y, >0.Pér mé tepér

Y2 =YX+ X2 +1< YX+ X2 + X < YX+ Xy +2y

gé do té thoté se x, =2x—-y >0

Kemi filluar nga supozimi se mund té gjejmé i té tille gé¢ x, = F,; dhe y, = F,;,,.

Por pastaj

X=Xy +Y,=Fy,, dhe y=x+y,=F,,+F,,=F,.;

(ii)

Le té jeté y* —yx—x* =—1,x>0,y >0. Atéheré

(X+Y)* —(x+y)y-y* =—(y* —yx—x*) =1,

mund té gjejmé i tétilléqé y=F,,x+y=F,,,, prandaj x=F,_,.
Tani kemi njé hap té shkurtér pér té vértetuar se grupi i numrave Fibonaci
éshté saktésisht bashkésia e vlerave positive té polinomit

y(2-[y? —yx—x?]1*)=P ,pér x=1.2,... dhe y=12,....

Pér tu béré P pozitive kur y éshté pozitiv, duhet té kemi y* —yx—x* ==+1
(éshté e lehté té shihet g& (y* — yx—x*)? éshté mé e vogél se 2, dhe éshté
positive). Atéheré mund té gjejmé, pér ¢do y, njé x tétillé gé x dhe y jané
té dy numra Fibonaci, dhe y =P. (Kur X dhe y nuk jané njé cift numrash
Fibonaci té njépasnjéshém, atéheré P éshté negative kur x dhe y jané té dy
pozitiv).

Né té njejtén ményré mund té vértetohet se bashkésia e numrave Lukas éshté
pikérisht bashkésia e vlerave pozitive té polinomit

y(d-[(y* - yx—x*)* - 25]%)
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pér x=12,... dhe y=12,...

Né kété rast x dhe y jané njé ¢ift numrash Lukas té njépasnjéshém. Prova
fillon duke shkruar formulén (28) pér G, = L, dhe kemi

L2

n+l

-L,,L, —L2=5-D)"". (Vajda, Fibonacci&Lucas numbers, and the
golden section, 1989)

n+1

2. Koeficientét binomial

n
Le té jené n dhe k numra té ploté jo negative. Koeficienti binomial (k} éshté pércaktuar

n!

n -

nga (kj: kI(n—k)! nése 0<k <n.
0

Fig.1.5.( Paskal )

n n
Ka raste kur duhet té llogarisim koeficientét binomial (k] dhe [n k]' Teorema né

vazhdim tregon se ato jané vérteté té barabarta; kjo mund ta lehtésojé punén ton.
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n n
Teoremé 2.1: Le té jett 0<k<n. Atéheré (kJ:( j Pér shembull,

n-k
25 25 20
= = =53,130.
(20) (25 - 20} ( 5 J

Teorema tjetér jep njé pérséritje té plotésuar nga koeficientét binomial. Sipas
matematikanit dhe fizikantit té shquar éshté quajtur identiteti i Paskalit.

Teoremé 2.2: (Identiteti i Paskalit). Le té jené n dhe k numra té ploté pozitiv, ku k <n.
Atéheré

n n-1 n-1
)12 e

2.1. Trekéndéshi i Paskalit

Trekéndéshi i Paskalit njé ndértim shumé i mirénjohur né matematiké, ngérthen shumé veti té

bukura. Numrat e ndértuar kétu fillimisht lindén nga studimet Hindu té kombinatorikés té cilat do
té pércaktohen mé voné.

n
Numrat [k] jané koeficientét e zgjedrimit binomial, ata formojné trekéndéshin e famshém té

Pascalit.

Fig.1.6. ( Trekéndéshi i Paskalit)

Nése pérdorim renditjen si né figurén e méposhtme, duke filluar me rreshtin 0, pastaj rreshtin 1,
rreshtin 2, ... , dhe né secilin rresht kemi indeksin e numrave, pastaj indeksin e numrave 1, 2, ...,

n
atéher indeksi i numrave k né rreshtin n éshté ( J
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rreshti 0 1

rreshti 1 1 1

rreshti 2 - 1 2 1

rreshti 3 1 3 3 1

rreshti 4 1 4 6 4 1

rreshti s 1 5 10 10 5 1
im{d;;lex |nfiiex indzex |ngex

Fig.1.7. (Rreshtat e trekéndéshit té Paskalit)
Pér shembull, né figurén mé lart mund té shohim né rreshtin e 4, kemi numrat 1, 4, 6, 4, 1, ato jané
I 4\ (4)\(4)\(4)\(4
pikérisht vlerat e NN R A
0/{1)(2)\3)\4

Né vazhdim do té vértetojmé identitetin e mé poshtém té vargut Fibonacci

o2l

V+u=n

Le ta vértetojmé até pér disa vlera té n-t
F—OF—lF—2+1F—3+2
o) 2 (o) o) )t o) la)
4 3 2 5 4 3
F = + |+ LR = + |+ L)
0 1 2 0 1 2
6 5 4 3
Fo=| |+, |+ .|+
0 1 2 3
Kéto ekuacione na japin njé lidhje interesante né mes trekéndéshit té Pascalit dhe vargut Fibonacci.

Shohim figurén e méposhtme, nése i mbledhim numrat né diagonalet e trekéndéshit té Pascalit
atéheré shumat jané numrat e Fibonaccit.
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Fig.1.8. ( Rendi Fibonaci tek trekéndéhi i Paskalit)

- 6) (5) (4) (3
Shuma né diagonale: F, = 0 + 1 + 5 + 3 =13

(https://mathgardenblog.blogspot.com/2013/02/fibonacci3.html, n.d.)
Teoremé 2.3: (teorema e binomit). Le té jené x dhe y numra té ¢farédoshém real, dhe n

n n
njé numér i gfarédoshém i ploté jo negative. Atéheré (x+y)" = Z(Jx”"y' :
r=0
Teorema e binomit ka disa rezultate dytésore interesante dhe té dobishme. Ato jané dhéné

né dy konkluzionet e ardhshme.

Pérfundim
1+x)" = Z{n]xr
=0\ I
n < r n r
@-x)"=> (D" |x
r=0 r
Pérfundimi
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2.2. Shtigjet Fibonaci té njé torre né tabelén e shahut

Né vitin 1970 Edward T. Frankel nga New York tregoi se numrat Fibonaci mund té nxirren duke
numéruar numrin e shtigjeve té ndryshme té hapura pér njé torré né njé tabelé shahu té zbrazét
nga njé cep né kéndin e kundért, ku jané lévizjet e saj té kufizuar nga njé model gardhesh
horizontale dhe vertikale

Pér ta pare kété, merrni parasysh rreshtat O deri né 7. Kété here, justifikoni elementet né té majté
té ¢do rreshti dhe mé pas lévizni lart ¢do kolone j me element j, ku j>0. Me fjalé té tjera,

rrotullojeni trekéndéshin e Paskalit né té majté pér 45°. Figura né vazhdim tregon rezultatin e
vargut 8 x 8. Cdo rritje e diagonales té kétij vargu éshté njé rresht | trekéndéshit té Paskalit.

Rreshtii 3 n# trekéndéshin e Paskalit

b o = O
~J]
oD

84 1
210 330
21 56 126 252 462 792
28 84 210 462 924 1716
36 120 330 792 1716 3432

2
-

TN
L

~] O
oo~ O

Fig.1.9.( Rritja e diagonales)

(Koshy, Fibonacci&Lucas numbers with apllication volume 5.1)
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2.3. Matricat Fibonacci

Aplikimi i matricave né teoriné e numrave Fibonaci dhe Lukas sjell shembuj té€ shkélqyer. Né
vazhdim to té paragesim disa sgarime né lidhje me matricat dhe pércaktorét.

2.3.1. Q-Matrica

Duke pérdorur vetit e matricave té dhéna shtojcé, ne mund té demostrojmé njé lidhje té ngushté né
mes matricave dhe numrave Fibonaci. Pér kété qéllim konsiderojmé matricén

o 11
|10
Kjo matricé, e quajtur Q-matrica, éshté studiuar nga Charles H. King né vitin 1960 pér tezén e tij
té masterit. Vérejmé se |Q| = —1. Gjithashtu kemi:

@[3 ofs o] [5 3
o o5 i 1

. [5 3
Q_32

Mund té shohim njé model gé shfaget. Né pérgjithési, kemi rezultatin né vijim.

Po ashtu

Teoremé 2.4: Le té jeté n>1. Atéheré

Qn _ I:n+1 I:n
| F, F.

n

Prova. [sipas rregullés sé induksionit matematik]. Kur n=1,

. [F R [1 1]
Q_Fl |:0_10_Q
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atéheré rezultati éshté i vérteté. Tani supozojmé se éshté i vérteté pér njé numér té ploté pozitiv té
réndomt Kk :

Atéheré

F FoIll 1

Qk+1:QkQ1:|: k+1 k :||: :|
F. F.,|1 O

_ Fk+l+Fk Fk

|FR +F, F

— |:Fk+2 Fk+1j|

I:k+l Fk
Késhtu gé rezultati rrjedh nga rregulla e induksionit matematik.

2.3.2. M-Matrica

Né vend té Q-matricés konsiderojmé M-matricén e lidhur ngusht té studiuar né vitim 1983 nga

Sam Moore:
11
M =

Mund té shohim nga rregulla e induksionit matematik se
M no_ {Fan I:2n }
FZn I:2n+1

Mn _|: 1 I:2n/|:2n—l }
I:Zn—l I:2n / I:Zn—l I:2n+l / I:Zn—l

ku n>1. Atéheré

Megé lim(Fk IF,,)=«a,rrjednh se
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. M" 1 «o 1 «a
lim = , | =
el o la o« a l+a

Domethéné, vargu {M "/ F,, ,} i matricave Fibonaci me hyrjet kryesore 1 konvergjon né matricén

1 a
a l+«a

Gjithashtu vargu {Q" / F,, ;} konvergjon né matricén
l+a «
a 1

2.3.3. R-matrica

Konsiderojmé R-matricén, gé i pérgjigjet Q-matricés:

R=
2 —
R-matrica éshté prezentuar nga Hoggatt dhe Ruggles né vitin 1963. Rikujtojmé qé
F..+2F, L, =2F,,—-F5F, =L, +2L,, dhe 5F, =2L , —L, Duke pérdorur kéto formula

h 1 2 I:n+l I:n I-n+1 I-n
RQ = =
2 - I:n Fn—l I‘n Ln—l

Duke pérdorur njérén nga teoremat kjo nénkupton
1 2
2 —

2.3.4. Formula e Cassinit dhe rregulla e Cramerit

kemi

I:n+1 F
F

L

I-n+1 n

L Loy

n

Fn -1

n n

Né vijim do té tregojmé se sim und ta pérdorim rregullén e Cramerit pér sisteme lineare 2x2 pér
té nxjerrur formulén e Cassinit. Né fillim e rishiojmé rregullén.
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Sistemi linear 2x2

ax+by=e
cx+dy=f

ka njé zgjidhje té vecganté atéheré dhe vetém atéheré kur ad —bc = 0. Kjo éshté e dhéné nga

e b a e
x:f e y:C f
a b a b
c d‘ c d‘

Sidomos marrim parasysh sistemin:

FHX + I:r'I{L)'I = Fn+1

F..x+Fy=F.,

n+1

Meqgé (F.,F..,) =1, né saje té relacionit t& pérséritjes sé Fibonacit, x=1=y éshté zgjidhja e
vecanté e kéti sistemi. Késhtu qé sipas rregullés sé Cramerit,

Fn I:n+1
F.. F
y — n+l n+2 — 1
I:n I:n—l
I:n+1 n

Pra' I:n I:n+2 - I:n2+1 = I:n2 - I:n—l I:n+l Domethéné’ Fn I:n+2 - Fn2+1 = _(Fn—lle - Fnz)

Le té jeté p,=F,,F,.,—F/’.Atéheré ky ekuacion jep relacionin e pérsérities p, =—p,,, ku
p, = F,F, —F? =-1. Duke zgjidhur kété relacion t& pérsérities kemi p, = (-1)". Késhtu qé
F..F..—F =(-D",kun>1.

n+1

2.5. Pércaktorét Fibonaci
Tani do té flasim pér njé dukuri shtesé té numrave Lucas né teoriné e grafeve dhe pastaj edhe pér
pércaktoré Fibonaci dhe Lucas.
Para se té tregojmé rezultatin kryesor , duhet té vendosim bazat me dy lema dhe njé fjalor bazik.

Lema 1: Le té pérfagésoj A, matricén nxn

33

——
| —



3 -1 0 0 .. 0
-1 3 -1 0 .. 0
o -1 3 -1 .. 0

-1
0O 0 0 O -1 3

Pastaj |A,| = F,,.,-

3 —
Prova. [sipas rregullés sé induksionit matematik]. Meqé |An| =3=F, dhe |A2| :‘ 1 :j =8=F,
, rezultati &shté i vérteté vetém kur n=1dhe n=2.

Supozojmé se éshté e vérteté pér cdo numér té ploté pozitiv k < n. Zgjerojmé |A,| nga rreshti i

paré,
-1 -1 0 .. 0
o 3 -1 .. 0
Al=3A,.+ o
o o0 o0 .. -1 3

:3|An—1|_|An—2|

=3F,1).2 = Fano2).2  NGA hipoteza induktive

= 3F2n - anz = F2n+2

Késhtu gé, rezultati éshté i vérteté pér ¢cdo n>1.

Lema 2: Le té pérfagésojé B, matricén nxn:

3 -1 0 O 0 -1
-1 3 -1 0 0 O
0 -1 3 -1 0 O

w3 -1
-1 0 0 O .. -1 3

3 =2
ku B, =[1] dhe BZ:‘ ) 3‘.Atéheré B,|=L,, -2
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Prova. Megé |B,|=1=L, -2 dhe |B,|=5=L, -2, rezultati éshté i vérteté atéheré kur n=1 dhe
n=2. Késhtu supozojmé gé n>3.

Zgjerojmé |B, | nga rreshti i pare, [B,|=3/A ;| +|R..|+ (-1)"?[S,.], ku

-1 -1 0 O 0 O
0O 3 -1 0 0 O
R,=/0 -1 3 -1 0 O
3 -1
0O 0 0 O -1 3

dhe
-1 3 -1 0 .. 0 O
O -1 3 -1 .. 0 O
5 - O 0 -1 3 .. 0 O
w3 -1
o 0 0 0o .. -1 3
-1 0 0 0 .. 0 -1

Zgjerojmé |R, | nga shtylla e pare,

-1 0 0 .. 0 O
3 -1 0
|Rm|=_|Amfl|+(_1)m -1 3 -1 .. 0 0

o
o

O 0 O .. 0 -1
[ Ay + D™ D™ = AL -1
=—F, -1

2m

Zgjerojmé |S, | nga shtylla e pare,

1Sy = (D™ + (-)(-D"|A, |

= (-D)"(Fyy, +1)

B, | =3F,, +(=Fo = 1)+ (-1)" (-1 (F_, +1)
=3F,, -2F,,, -2

=L, -2
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2.6. Singulariteti i matricave Fibonaci

3 4
Njé matric katrore A é&shté singular nése |A| = 0. Pér shembull, matrica [6 8} éshté singulare
nése [A/=3-8-6-4=0

Njé matricé M, = (a;),., quhet matrica Fibonaci nése pérmban numrat e pare Fibonaci n® né
ményré gé a, =F,a,=F,,..,a,=F,a, =F

1<i,j<n

2 A A
, dhe a,, = F7. Késhtu qé a; = F_,,,;, ku

N+l

P&r shembull, M, =[1],

11 9 1 1 2 3

11 5 8 13 21
M, = M,=|3 5 8| dhe M,=
34 55 89 144
13 21 34

233 377 610 987

Qartazi, |[M,| # 0 dhe |[M,|= 0. Por

1 0 0
IM,[=[3 2 2/=0
13 80 8

Duke pérdorur operacione elementare té shtyllave, éshté lehté té verifikojmé qé [M 4]: 0. Késhtu
gqé M, dhe M, jané matrica singular.

Mé pérgjithésisht, kemi teoremén né vijim, gé éshté né dukje né vitin 1995 nga Graham Fisher.
Para se ta shohim proven, na duhet lema né vijim:

Lema 3: Le té jené m,n,q,r numraté ploté pozitiv, dhe G, numri Fibonaci i n-té i pérgjithésuar.

Pastaj
G p G p+m G p+m+n
C:"q Gq+m Gq+m+n = 0
GI’ Gr+m Gr+m+n

Prova. Megé G, ,, =G,,F,., +G, ,F,, rrjedh gé

m® n+l m-1" n?
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Georn =Gpon Fouy + Gy i F (30)

k+m+n k+m" n+ k+m-1" n

Mund té shkruajm pércaktorin e dhéné D si

Zbresim shtyllén e treté prej té dytés:

G p G p+m-2 G p+m-1
= I:n Gq Gq+m—2 Gq+m—1
Gr Gr-¢—m—2 Gr-¢—m—l
Zbresim shtyllén e dyté prej té tretés:
G p G p+m-2 G p+m-3
= I:n Gq Gq+m—2 Gq+m—3
Gr Gr+m—2 Gr+m—3

Duke vazhduar né kété ményré, mund té reduktojmé indeksat e elementeve né shtyllén dy dhe tre
dhe mé shumé. Né njé faze té caktuar kur m éshté cift, shtyllat njé dhe dy do té jené identike; kur
m éshté tek, shtyllat njé dhe tre do té jené identike. Né té dyja rastet, D=0.

Teorema 2.5: [M,|=0, ku n>3.
Prova. Megé rezultati pér n =3, supozojmé se éshté e vérteté pér n =k :|M k| =0,ku k>3.

Marrim parasysh M., . Zgjerojmé |M,,,| nga rreshti i paré dhe prej kofaktoréve gé rezultojné,

mund t& shprehim |M,,| si njé kombinim linear té njé mori matricash 3x3. Le té jeté

m 1 2

3

<

I
c Ccm
CcC CcCc

U
U
U

6 7 8

ku ¢cdo U, éshté njé element Fibonaci gé éhté pjesé e M -sé. Megé e zgjeruam |Mk+1| dhe
kofaktorét pasues nga rreshtat e tyre t& pare, M ruan renditjen e njejté té rreshtave siné M.,
késhtuge U =F,,, dhe U, =F ku r >1. Atéheré

m+2r?

F, F F

m m+s m+t

F F
F F

m+r+s m+r+t

m+2r+s m+2r+t

(
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ku s,t >1. Nga Lema 3 rrjedh se |M | =0. Meqé ¢do matricé 3x3 M éshté singulare, rrjedh se

M,., éshté singulare. Késhtu qé, sipas rregullés sé induksionit matematik, M éshté singulare pér
¢do n>3.

Pér shembull,

FR F, FR||FRR F, F| |[FR R, R| |RR F F

|M4| = FlO I:11 FlZ - F9 F11 I:12 +2 Fg FlO FlZ -3 Fg FlO I:11
F, Fs Fel [Fs Fs Fg Fo Fu Fg Fo Fu Fs

=0-0+2-0-3-0

=0

Késhtu gé¢ M, éshté singular. (Koshy, Fibonacci & Lucas numbers with apllication )

2.7. Polinomet e Fibonacit

Klasat e médha té polinomeve mund té pércaktohen nga marrédhéniet e ngjajshme me Fibonaci,
dhe ato japin numra Fibonaci. Polinomet e tilla quhen polinomet e Fibonacit gé jan studiuar nga
matematicienti belg Eugene Charles Catalan né vitin 1883 dhe matematicienti gjerman
E.Jacobsthal. Polinomet f (x) té studiuar nga Catalan jané pércaktuar nga marrédhéniet e

pérséritura
fn ()= an—l (X) + fn—z () (31)
ku f,(x) =1 f,(x) = x, dhe n>3. Ato u studiuan mé tej né vitin 1966 nga M.N.S. Swamy.

Polinomet Fibonaci té studiuara nga Jacobsthal ishin pércaktuar na J  (x) =J, ,(X)+xJ,,(X), ku

J,(x) =1=J,(x). Né vazhdim i drejtohemi klasés sé polinomeve té& Fibonacit té paragitura nga
Catalan.
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2.8. Polinomet e Fibonacit té Catalanit

Dhjeté anétarét e paré té késaj familje Fibonai jané:

fl(X) =1
f,(x) =x
f.(x)=x"+1

f,(x) = x° +2x

fo(x) =x* +3x* +1

Kétu béjmé njé vézhgim interesant f, (1) =F, pér 1<i<10. Né fakt, f (1) =F, pér¢cdo n; kjo
rrjedh drejtpérdrejt nga relacioni i pérséritjes. Pérveg késaj shkalla e f (x) éshté n—1, ku n>1.

Né vazhdim bé&mé njé tjetér vézhgim interesant. Vérejmé se f,(2) =1 f,(2) =2,dhe
f,(2)=2f ,(2)+f, ,(2) ku n>3 . Késhtu P, = f (2) pércakton numrat e njohur Pell 1, 2, 5,
12,29, ...

Mund té zgjerojmé pérkufizimin e polinomeve Fibonaci gjithashtu me indeksa negative
fa(x)=E"" 1, (%)

Vérejmése f,(x)=0
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Tabela 1.1 (Tabela paraget koeficientét e ndryshém té dhjeté polinomeve té para té
Fibonacit, kur renditen sipas eksponentéve né rritje)

n x xt Xt X X x* x° x! X"

1 1

1) e — A Pascal row

4 0 2 0 % 1 Ve Diagonal sum = 2*

5 1 0 3 0/ 1

6 0 /3/ 0 4 0 1

7 1 0 ﬁ/ 0 5 0 | « Row sum = F;
B 0 4/ 0 /<0 O 6 0 1

9 1 /ﬂ lﬂ'< 0 15 0 7 0 1

10 0 5 0 20 O 21 0 8 0 1

Né vazhdim japim tre vézhgime té réndésishme:

e Elementet né ¢cdo diagonal né rritje né rreshtin 2n jané zero

e Diagonalet alternative né rritje formojné rreshtat Paskal té ndryshme

e Shuma e elementeve né diagonalen rritése té n-té éshté 292 =2 ku n éshté tek. Pér
shembull, shuma e numrave né rreshtin 7 éshté 1+3+3+1=8
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Tabela 1.2. (Njé formulé eksplicite pér f (X))

n Expansion of (x 4+ 1)"
] 1
1 x+1
//_ fsix)

2 x2 4+ 2x + 1

/-— f7(x)
3 X3 340
4 Va6 +Ax + 1
5 x5 4 5x% 4 10x? 4+ 10x? + 5x + 1
6 .t/+ﬁ,t5+1514+2ﬂ.1‘3+15x2+6.t+ ]

Né vitin 1970, Marjorie Bicknell tregoi se polinomet Fibonaci mund té ndértohen duke pérdorur
zgjerimet binomiale (x+1)", ku n>0. Shuma e elementeve pérgjaté diagonaleve né rritje né
tabelén 1.2. prodhon polinomet Fibonaci té ndryshme. Pér shembull, shuma e elementeve pérgjaté
fillimit té diagonales né rreshtin 4 x* +3x* +1, i cili éshté f,(x); né ményré té ngjajshme duke
filluar nga rreshti i gjashté diagonalja jep f,(x).

2.9. Formula eksplicite pér f_(x)

Neé pérgjithési, shuma e elementeve pérgjaté diagonales fillon né rreshtin n éshté f_ . (x); qé éshté,

. _\_n/ZJ n_j .y
n+l(x) - Z J X nZO

=0
L-/2)n— i —1 _
=Y [” J‘ Jx“-zl-l n>0 (32)

=0

Pér shembull,
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L (x) = 22:(4] jJXA—Zj

4 3 2
= X X X°
0 1 0
=x*+3x* +1

gé provuam mé herét.

3. Numrat Fibonaci né natyré
3.1. Fibonaci dhe lulet

Numri i petaleve né disa lule éshté shpesh numér Fibonaci. Pér shembull, numrojmé numrin e
petaleve né lulet gé paragiten né figurén mé poshté. Lulja me emrin “nata e magjistareve” ka dy
petale, iris dhe trillium tre, tréndafili i egér pesé, delfinium dhe kozmos teté petale. Shumica e
margaritareve kané 13, 21, ose 34 petale; kemi edhe margaritaré me 55 dhe 89 petale. Tabela
paraget numrat Fibonaci té petaleve né shuméllojshméri té luleve. Edhe pse disa bimé té tilla si
lule vajza dhe irisi shfagin gjithmoné té njejtin numér té petaleve e disa jo. Pér shembull kur
delfiniumi lulézon nganjéheré ka 5 petale dhe nganjéheré 8, margaritari michaelmas ka 55 petale,
derisa disa kané 89 petale.

Krygézimi i njé molle krijon njé formé té pesékéndéshit me pesé bishtaja. Ylli i detit, me pesé
kémbé gjithashtu paraget numér Fibonaci.

Nightshate Trilliirr

Hapatica

Fig.1.10. ( Lulet me petale)
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Tabela 1.3. ( Numri i petaleve)

Plant Mumber of Petals
Enchanter’s nightshade 2
Iris, Lilly 3
Buttercup, columbine, delphinium, larkspur, wall letbuce 5
Celandine, delphinium, field senecio, squalid senecio &
Chamomile, cineraria, corn marigold, double delphinium, globeflower 13
Aster, black-eyed Susan, chicory, doronicum, helenium, hawkhbit 3|
Draicy, gaillinrdia, plantain, pyrethrem, hawkwesd 34

Fig.1.11. ( YIIi i detit)

3.2. Fibonaci dhe lule dielli

Lule dielli i pjekur shfag numrat Fibonaci né njé ményré unike dhe té jashtézakonshme. Farat e
luleve jané té paketuara né dy spirale té dallueshme, gé fillon nga gendra e kokés né skajin e
jashtém (fig.1.12). Njéra shkon né drejtim té akrepave té orés dhe tjetra né drejtim té kundeért.
Studimet kan treguar se megjithése ka pérjashtime, numri i spiraleve, né pérgjithési éshté i lidhur
me numrat Fibonaci; zakonisht, ato jané 34 dhe 55. Hoggatt tregon pér njé luledilli t&¢ madh me 89
spirale né drejtim té akrepave té orés dhe 55 né drejtim té kundért, dhe njé lule gjigante me 144
spirale né drejtim té akrepave té orés dhe 89 né drejtim té kundért.

Fig.1.12. ( Spiralja tek lule dielli)

3.3.  Fibonaci, pishat, articoka dhe ananasi
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Modelet e luspave tek pishat, articokét dhe ananaset ofrojné shembujt té shkélqyshém té numrave
Fibonaci. Né fakt luspat jané gjethe té modifikuara té renditura ngusht né kércell té shkurtér dhe
ato formojné dy grupe spiralesh té qujatura parastichies. Disa spirale jané né drejtim té krepave té
orés dhe pjesa tjetér, sikur tek luledielli. Numrat e spiraleve jané shpesh té renditura si numra
Fibonaci. Disa kone kané 3 spirale né drejtim té akrepave té orés dhe 5 né drejtim té kundért, disa
kané 5 dhe 8, dnhe disa 8 dhe 13. Eshté mjaft interesante qé disa pisha shfagin tre modele té
ndryshme spiralesh. Numrat e tyre si¢ do té shihni jané numra Fibonaci té renditur.

Articokét tregojné njé model té ngjajshém, me numrin e spiraleve né té dy drejtimet té lidhura
ngusht me numrat Fibonaci. Zakonisht, jané 3 spirale né drejtim té akrepave té orés dhe 5 né
drejtim té kundért.

Fig.1.13. ( Spiralja tek pisha)
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Fig.1.14. ( Spiralja tek articoka)
(https://lwww.google.com/search?g=artichoke+spirals+fibonacci&tbm=isch&ved=2ahUKEwiP9
emb3a33AhUph_OHHbRbCVgQ2-
cCegQIABAA&og=arti&gs_lcp=CgNpbWcQARgAMgclIxDVAXAnMgclIxXDVAXAnMgglABC
ABBCxAzIICAAQUAQQsQMYCAJAEIAEELEDMggIABCABBCxAzIICAAQIAQQsQMyYC
AgAEIAEELEDMggIA, n.d.)

Luspat e ananasit jané né formé pothuajse gjashtékéndore; Shih figurén 1.15. Gjashtékéndéshat
pérshkruajn njé rrafsh né ményré té pérsosur, luspat prej tri modeleve té ndryshme té spiraleve.
Edhe njéheré, numrat e spiraleve jané numra Fibonaci té renditur 8,13 dhe 21.
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Fig.1.15. ( Numri i spiraleve tek ananasi)
(https://www.google.com/search?q=pinapple+spiraes+fiboncai&tbm=isch&ved=2ahUKEwi03p2
bia33AhUThfOHHZ-IDoMQ2-
cCegQIABAA&oq=pinapple+spiraes+fiboncai&gs_Icp=CgNpbWcQA1DrBljUQGDcQmgAcA
B4AIABgWKIAFEKKgEFMCA45LjGYAQCgAQGIAQtnd3Mtd2I6LWItZ8ABAQ&sclient=img
&ei=ZnRlI, n.d.)

Fig.1.16. (Modeli gjashtkéndésh i luspave)

(https://www.google.com/imgres?imgurl=https%3A%2F%2Fcraftofcoding.files.wordpress.com
%2F2020%2F05%2Fpineapplehexpattern.jpg&imgrefurl=https%3A%2F%2Fcraftofcoding.word




press.com%2F2020%2F05%2F28%2Ffibonacci-and-
pineapples%2F&tbnid=aEtohDWO06DLcSM&vet=12ahUKEw, n.d.)

3.4. Fibonaci dhe bletét meshkuj

Bletét meshkuj vijné nga vezét e pa fertilizuara, késhtu njé bleté mashkull (M) ka néné por nuk ka
baba. Né anén tjetér, bleta femér (F) éshté krijuar nga veza e fertilizuar, késhtu qé ka té dy prindérit,
Figura 1.17 paraget pemén gjenealogjike pér dronet e shtaté gjeneratave..Numrojmé numrin e
pérgjithshém té bletave né nivelin tjetér qé éshté né gjeneratén tjetér. Eshté njé numér Fibonaci,
si¢ na paraget tabela 1.4.

@ @

Fig.1.17. (Pema familjare e bletés mashkull)

Tabela 1.4. (Gjenerata e bletave)

Gjenerata 1 2 3 45 6 7 8
Numri i bletave femra 011 2 35 8 13
Numri i bletave meshkuj 1011 2 3 5 8

Numri i pérgjithshémibleta | 1 1 2 3 5 8 13 21
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Le té jeté a,,b, dhe t, tregojmé numrin e bletave femra, numrin e bletave meshkuj, dhe numrin
e pérgjitshém té bletave né gjeneratén n, rrespektivisht, kur n>1. Shihet qarté se, a, =0,b, =1.
Prej droneve gé kané saktésisht njé prind, né vazhdim kemi b, =a, ,,a,=a,,+b,, dhe
t,=a,+b,.Prej a, =0 dhe a, =1, a, =a,, +a, ,,shohimgé a, = F_,.

Atéheré t, =a, +b, =a,+a,,=a,, kut, =a,=1dhet, =a, =1; késhtugé t, = F,.

Késhtu numri i paraardhésve té dronit né gjeneratén n éshté F, .

3.5. Fibonaci dhe bletét

Konsiderojmé dy rreshta gelizash té renditura né njé koshere té pafundme bletash, si né figurén
1.18. Déshirojmé té gjejmé numrin e shtigjeve nga té cilat bleta mund té ecé ngadal nga njé qelizé
né gelizén ngjitur. Mund té 1éviz né drejtim té pérgjithshém dmth. né té djathté.

2%

Fig.1.18. ( Rrugét ku léviz bleta)

Le té shénojmé me b, numrine shtigjeve té ndryshme pér gelizén e n -té. Meqgenése ka pikérisht
njé shteg pér te geliza A, b, =1; shohim figurén 1.19. Ka dy shtigje t¢ mundshme pér né gelizén
B, si né figurén 1.19 . Késhtu gé b, = 2. Ka tri shtigje t¢ mundshme ku bleta mund té merr pér te
geliza C; késhtu gé b, = 3. Ka pesé shtigje gé bleta mund té merr pér te geliza D. Rrjedhimisht,
b, =5. Gjithashtu, by =8.
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Shihet né ményré té garté gé na shfaget njé model si¢ tregon tabela 1.5. Né ményré induktive nga
kjo rrjedh se kemi b, = F, ., njé shteg t¢ mundur gé bleta mund té shkojé ngadal tek geliza n.

Tabela 1.5. (Numri i shtigjeve)

3.6. Fibonaci dhe trajtimi i ujrave te zeza

Shembull: Ka n gytete né bregun e njé lumi. Ujérat e zeza shkarkohen té pa trajtuara dhe e ndotin
ujin né pérrua, késhtu gé qytetet do té donin té ndértonin impiante trajtimi pér té kontrolluar
ndotjen. Eshté ekonomikisht e favorshme pér té ndértuar njé ose mé shumé impiante gendrore té
trajtimit pér gjaté kanalizimeve kryesore, dhe mé pas pér té dérguar ujérat e zeza nga ¢do qytet né
tjetrin. Nuk éshté ekonomike té ndash ujérat e zeza té njé qyteti ndérmjet dy qyteteve té aférta,
pasi kjo do té kérkonte ndértimin e dy kanalizimeve pér njé qytet. Gjeni numrin e zgjidhjeve
ekonomikisht té realizueshme.

Zgjidhja: Shénojmé me f(n) numrin e zgjidhjeve ekonomike. Shohim f (1) =1 .

Supozojmé n=2. Ka tri mundési t¢ mundshme té zgjidhjeve: Cdo qytet ka impiantin e vet, njé
impiant né qytetin 1, ose njé impiant né qytetin 2; shohim figurén 1.20. Késhtu f(2) =3.
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Fig. 1.20. ( Rrjeti i ujrérave té zeza)

Supozojmé qgé kemi tre gytete; shohim figuren 1.20. Meqgenése nuk ka transferim té ujérave té
zeza né mes qyteteve té aférta, cdo qytet mund té ndértoj planin e vet té trajtimit, dérgoni ujérat e
zeza né rrjedhén e sipérme (—), ose dérgoni ato né rrjedhén e poshtme («-). Shénojmé me 0
asnjé transport ndérmjet qyteteve fginje, me 1 tranportin né rrjedhén e sipérme dhe me 2 transportin
né rrjedhén e poshtme. Figura 1.21 paraget zgjidhje t& ndryshme ekonomike. Atom und té
pérfagésohen simbolikisht si mé poshté: 00 01 02 10 11 12 20 21 22, ku-21 nuk éshté zgjidhje,
meqgenése njé gytet nuk mund té transferoj mbetjet si né rrjedhén e sipérme ashtu edhe né té
poshtmen. Késhtu f(3)=8=3f(2)-1.

—3 — —

*® [ e 8 ® e e ] [ L
0 0 0 1 0 2 1 0
- - - & - —

® . . e o @ *e o @ * e »
1 1 1 2 2 0 2 2

Fig.1.21. ( Mundésit e shtrirjes sé rrjetit)

Me n=4 qytete, ka f(4) =21 zgjidhje:

000 001 002 010 OI1 012 63 022
100 101 102 110 111 112 Wl 122
200 201 202 210 211 212 281 222

Veérejmé gé f(4) =3f(3)— f(2), pasi ka tri “fjalé” q¢€ pérfundojné me 21.
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Né pérgjithési, marrim parasysh n+1 qytete me f(n+1) zgjidhje. Shtimi i njé gyteti rrit numrin
e zgjidhjeve né 3f (n). Nga kjo duhet té zbresim numrin e fjaléve gé mbarojné me 21, pérkatésisht
f(n-1).Késhtu f(n+1)=3f(n)—f(n-1),ku n>2.

Duke pérdorur kété pérséritje, vlera e f(n) mund té llogaritet pér vlera té ndryshme té n. Nga
tabela 1.6. shohimse f(n)=F,, .

Tabela 1.6. (Numri i zgjidhjeve ekonomike)

n 1 2 3 4 5 6

f(n) 1 3 8 21 55 144

Pér té vértetuar kété formulé, shohim gé¢ f(1)=1=F, dhe f(2)=4=F,. Kjo mjafton pér té
treguar se F,, plotéson pérséritjen Fibonaci:

3f(n)—-f(n-1)=3F,,-F,,,
= 2F2n + FZn—l
= an + F2n+2

= I:2n+2

=f(n+1)
Késhtu f(n)=F,,, ku n>1 gé provuam.

3.7. Fibonaci dhe atomet

Numri atomik Z pér njé atom éshté numri i protoneve né té. Tabela periodike paraget njé interesim
té marédhénieve né mes numrit atomic pér njé gaz inert dhe numrave Fibonaci; Shohim tabelén
1.7.

Kemi gjashté gazra inerte- heliumi, neoni, argoni, kriptoni, ksenoni dhe radoni- ato jané
jashtézakonisht kimikale stabile. Me pérjashtimin e heliumit, numrat e tyre atomik jané
péraférsisht té njejté si numrat Fibonaci prej F, deriné F,, si tabela 1.7. Llogarisim [Z /18 +1/2]

pér ¢do gaz. Rrjedh prej kolonés katér se secili prej tyre éshté njé numér Fibonaci.

Tabela 1.7...(Numri atomik dhe numri Fibonaci)

Gazi inert | Numri atomic Z Numri Fibonaci korespondues [2/18+1/2]
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Heliumi 2 8 0
Neoni 10 13 1
Argoni 18 21 1
Kriptoni 36 34 2
Ksenoni 54 55 3
Radoni 86 89 5

Bérthama e njé atomi pérbéhet nga dy lloje té grimcave: protonet dhe neutronet. Njé proton ka njé
ngarkes té barabarté por té kundért ndaj njé elektroni, ndérsa njé neutron éshté neutral. Shénojmé
me N numrin e neutroneve né bérthamé. Bérthamat qé kané vlerat 2, 8, 14, 20, 28, 50, 82, ose 126
pér N ose Z konsiderohen mé stabile se tjerat. (Origjina e kétyre numrave éshté mister). Llogarisim
[N/10+1/2] pér ¢do N. Cuditérisht secili prej tyre éshté prap njé numér Fibonaci si¢ shihet né

tabelén e méposhtme.

Tabela 1.8 ( Lidhja e protoneve dhe neutroneve me numrat Fibonaci)

N 2 8 14 20 28 50 82 126

[N/10+1/2] o 1 1 2 3 5 8 13

3.8. Fibonaci dhe reflektimet

Numrat Fibonaci kané béré njé paragitje né botén reale né optiké, dega e fizikés gqé mirret me drité
dhe vision. Pér té pare kété konsidero dy pjata prej xhami té kthyera fyttr pér fytyre. Ky raft ka
katér fytyra reflective si¢ paraget figura 1.22.
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A
Mo

7
7
-

(2) (b)
Fig.1.22. (a)Dy pjata prej xhami té ndara, b) Rafti ka katér fytyra reflective t&¢ numéruara
1-4)

Supozojmé se njé rreze drite bie né raft. Do té caktojmé numrin e rrugéve reflective té vecanta a

n

té krijuara me n-reflektime, ku n> 0. Pér kété géllim, fillimisht grumbullojmé disa té dhéna.

Kur n =0 nuk ka reflektime. Késhtu gé rrezja kalon pérmes pjatave té xhamit, si né figurén 1.23.
Atéheré a, =1.

1
C s
Part

N

N

.

Fig.1.23. (Rafti i pjatave té renditura pa reflektime)

Supozojmé se rrezja péson njé reflektim. Pastaj kemi dy rrugé té¢ mundshme té vecganta, késhtu gé
a, = 2 si¢ shihet né figurén 1.24.
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Fig.1.24. (Pjata prej xhami me njé reflektim)

Nése rrezja reflektohet dy heré, tri rrugé t¢ mundshme mund té shfagen; késhtu gé a, =3; si¢c
shihet né figurén 1.25. Nése reflektohet tri heré, jané pesé shtigje reflektive t&é mundshme; késhtu
gé a, =5; si¢ shihet né figurén 1.26. Né té njejtén ményre, a, =8; si¢ shihet né figurén 1.27.

T > <
5

B <

~a
A
Fig.1.25. (Pjata prej xhami me dy reflektime)
] ~— -

) [ o
&

Fig.1.26. ( Pjatat prej xhami me tri reflektime)
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Fig.1.27. (Pjatat prej xhami me katér reflektime)

Né pérgjithési, supozojmé qgé rrezja reflekton n-heré, késhtu gé reflektimi i fundit ndodh te fytyra
1 ose 3. Pastaj reflektimi i fundit duhet té ket ndodhur né fytyrén 2 ose 4; si¢ shihet né figurén
1.28. Numri i shtigjeve me reflektimin e n-té né fytyrén 1 éshté i barabarté me numrin e shtigjeve
qé arrijné fytyrén 1 pas n—1 reflektimeve. Jané a, , shtigje té tilla.

‘\-\.\_\_\_‘
\

1 23 4 123 4

Fig.1.28. ( Reflektimi i pjatave)

Supozojmé se reflektimi i n-té ndodh né fytyrén 3. Pastaj reflektimi i (n—1)-té duhet té keté
ndodhur né fytyrén 4. Njé rreze e tillé tashmé duhet té keté pasur n—2 reflektime para se t€ mbérrij
fytyrén 4. Sipas pérkufizimit jané a, , shtigje té tilla.

Késhtu gé, sipas rregullés sé mbledhjes, a, =a,, +a,,, ku a, =2 dhe a, =3. Rrjedhimisht

an = I:n+2 '

3.9. Fibonaci dhe muzika

Numrat Fibonaci kané ngjajshméri me muzikén. Kjo éshté provuar nga Zerger:

e Fjala MUSIC fillon me shkronjat e trembédhjeté dhe té njézet e njé té alfabetit. Me
shkronjat e teta, trembédhjeta dhe njézet e njétat formojné fjaléen HUM.
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e Numri i klasifikuar né kongres pér muzikén éshté M, shkronja e trembédhjeté.

e Numri decimal i klasifikuar nga Devej pér muzikén éshté 780, ku 780=2-2-3-5-13,
prodhimi i numrave Fibonaci.

e Pianot shpesh akordojné né standard prej 440 ciklesh né second, ku 440=8-55.

Tastiera e pianos ofron njé ilustrim visual térhegés né mes numrave Fibonaci dhe muzikés. Njé
oktavé né njé tastier pérfagéson njé interval muzikor né mes dy notave, njéra mé e larté se tjetra.
Frekuenca e notes mé té larté éshté dyfish mé e ulét. Né tastier oktava ndahet né pesé celésa té zi
dhe teté té bardhé, gjithésej trembédhjeté celésa ( shohim figurén 1.29) . Pesé celésat e zi formojné
dy grupe, njé me dy c¢elésa dhe tjetra me tre celésa.

Etém
A
'l !
2 3
s

C/IDIEF|GJ]AB|C

L .
~
g té bardhé
L )
'

13 Gjithésej

Fig.1.29. (Numrat Fibonaci né oktavén e njé tastiere té pianos)

Trembédhjeté notat e njé octave formojné shkallén kromatike (me ngjyra), shkalla mé e njohur né
muzikén peréndimore. Shkalla kromatike ishte parapri nga dy shkallé té tjera. Shkalla pentatonike
me pesé nota de shkalla diatonike me teté nota. Melodité e njohura t€ tilla si “Mary Had a Little
Lamb” dhe “Amazing Grace” mund t& luhet duke pérdorur shkallén pentatonike ndérsa melodi té
tilla si “Row, Row, Row, Row Your Boat” pérdorin shkallén diatonike.

Gjashtja major dhe gjashtja e minor (gjashté tone ve¢cmas dhe 5% tone vecmas, rrespektivisht )

jané dy interval muzikore mé térheqése pér veshin.
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330 vib/s 528 vibls Minor gjashté

30_5

528 B

clole|FlalalB|c| 264_3

} | 440 5
264 vib/s 440 vib/s Major gjashté

Fig.1.30. (Raportet Fibonaci né intervalet muzikore)

E gjashtja e major, pér shembull, pérbéhet nga notat C dhe A; ato béjné 264 dhe 440 vibrime pér
second, rrespektivisht (shohim figurén 1.30) . Vérejmé qé 264/440=3/5 éshté raport Fibonaci.

Intervali gjashté minor pér shembull pérbéhet nga notat E dhe C, gé béjné 330 dhe 528 vibrime né
second. Raporti i tyre éshté gjithashtu raport Fibonaci: 330/528=5/8.

3.10. Fibonaci dhe poezia

Numrat Fibonaci gjithashtu kan gjet zbatim edhe né artin e poezisé. Njé poemé humoristike, sipas
fjalorit t&é Webster, éshté njé poezi e pakuptimté me pesé rreshta, nga té cilat i pari, i dyti dhe i
pesti kané tri thekse, dhe dy tjerat kané dy thekse, dhe rime. Poezia né vazhdim, pér shembull éshté
béré prej pesé rreshtave; ato pérmbajné dy grupe nga dy rrokje dhe tri grupe me tri rrokje, gjithésej
13 rrokje. Edhe njéher té gjithé numrat gé béjné pjesé jané numra Fibonaci.

A fly and a flea in a flue 3 thekse
Were imprisoned, so what could they do? 3 thekse
Said the fly, “Let us flee!” 2 thekse
“Let us fly!” said the flea, 2 thekse
So they fled through a flaw in the flue. Jthekse

Total = 13 thekse

Fig.1.31. (Poezia humoristike dhe Fibonaci)
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3.11. Fibonaci dhe neurofiziologjia

Né vitin 1976, Kurt Fischer né universitetin e Regensburg té Gjermanisé ka studiuar modelin
fiziologjik té nervave dhe zbuloi njé tjetér renditje té numrave fibonaci. Impulset gé lévizin pérgjat
fibrave nervore e kan origjinén nga natriumi ose jonet e kaliumit dhe rrjedhin népér pore identike
transmembranore té pérbéranga n>2 geliza. Sasi e vogél e joneve té kalciumit, Ca®", mund té

hyjé né poret dhe té ndaloj rrjedhen e joneve té natriumit, Na*. Ato mund ti z&n njé qgelizé ose dy
pérvec né hyrje té pores. Kéto dy forma shénohen rrespektivisht me 1 dhe 2. Figura 1.32 shfaq
pore tipike, ku 0 tregon njé gelizé boshe.

| |
2 0] 1 2
1

Fig.1.32. (Njé pore mostér)

Supozojmé gé natriumi mund té hyjé ose té dale né té dy skajet e njé poreje, ndérsa kalciumi mund
ta béjé kété vetém me anén e majté té pores. Rrjedhimisht jonet e kalciumit brenda njé pore
pengojné rrjedhjen e natriumit.

Ky proces stokastik Markovian mund té pérshkruhet nga njé struktur peme; nyjet e pemés
pérfagésojné format e pores dhe skajet e sajé pérfagésojné tranzicionet e mundshme ndérmjet
formave. Pér shembull figura 1.33 shfag formén e ndryshme dhe té mundshme pér njé pore me
pesé geliza jo boshe.

1] 2 212 2ff2] glfe] [

| =
N
M=

Fig.1.33. (Struktura e pemés té njé pore me 5 geliza)

Vérejmé se pema pérbéhet nga dy lloje té nyjeve, ato me njé 1 né gelizén e djathté ose me njé 2 né
mes té dy gelizave té djathta. Cdo formé né nivelin e pesté ka vecorné e fundit, dhe kjo tregon se

59

——
| —



pérkthimi i joneve té natriumit né té djathté nuk éshté mé i realizueshém pér shkak té pranisé sé
kalciumit né anén e djathté té secilés formé.

Figura 1.33 pérshkruan njé skelet peme i cili i ngjan shumé pemés Fibonaci. Nga secila figure
rezulton se njé pore me pesé geliza jo boshe kané 5 = F, né nivelin 5. (Koshy, Fibonacci & Lucas

numbers with apllication )

4. Drejtkéndéshi i arté

Figura 1.34 e paraqgitur né figurén 1.35, ka njé veti magjepsése qé tregon se raporti i gjatésisé X
té anés mé té gjaté me gjatésiné y té anés mé té shkurtér éshté i barabarté me raportin e shumés
Sé gjatésisé sé tyre né gjatésiné e anés mé té gjaté, qé éshté

Kjo na jep ekuacionin x/y=1+y/x, atéheré x/y plotéson ekuacionin e njohur t=1+1/t. Né
kété ményré x/y =, si¢ mund té kishim hamendje. Drejtkéndéshi i tillé quhet drejtkéndéshi i

arté. Megenése drejtkéndéshi i arté éshté njéri ndér drejtkéndéshat mé té pélqyeshém, artist té
panumeért kan pérdorur drejtkéndéshat e arté dhe vetit e tyre madhéshtore né punat e tyre.

“Familja e shenjt€” nga Michelangelo Buonarroti (1475-1564), dhe “Madonna of the Magnificat”
nga Sandro Botticelli(1444-1510) dhe shumé té tjera.

(a) (b) (c) (d)

Fig.1.34. ( Llojet e drejtkéndéshit)
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Fig.1.35. ( Drejtkéndéshi )
M.J. Zerger shpiku njé metodé té zgjuar pér ndértimin e njé dretkéndéshi té madh qé péraférohet
me njé drejtkéndésh té arté. Vendosi 20 fleta t& zakonshme Séxll , Né katér rreshta nga pesé

secilasi né figurén 1.36. Forma gé rezulton éshté njé drejtkéndésh 34 x55 , i cili éshté njé péarfrim
mjaft i mire me njé drejtkéndésh té arté.

55

Fig.1.36. ( M.J. Zeger)

Arkitekti Le Corbusier(1887-1965) njéri ndér dizajnerét mé influent té shekullit XV1II, zhvilloi
shkallén e proporcionit té quajtur modulator. Kjo njési bazohej né trupin e njeriut, lartésia e té cilit
éshté e ndaré nga kérthiza né raportin e arté gé shihet né figurén 1.37.
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Fig.1.37. (Modulatori, shkalla e proporcionit e béré nga Le Corbusier)

4.1. Partenoni

Partenoni, ndértesa madhéshtore e ngritur nga athinasit e lashté pér nder té Athena Parthenos,
peréndesha mbrojtése e Athings e cila géndron né Akropol. Eshté njé monument antik qé paraget
drejtkéndésh té arté.

Height
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(a) (b)

Fig.1.38. ( (a) Pamja e Partenonin né Athiné, (b) Ndértesa madhéshtore gé i pérshtatet njé
drejtkéndéshi té artg)
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Fig.1.39. ( Partenoni )

4.2. Trupiinjeriut dhe drejtkéndéshi i arté

Si¢ e dinin grekét e vjetér trupi i njeriut paraget njé proporcion té arté. Tek koka pérshtatet mire
njé drejtkéndésh i arté si né figurén mé poshté. Pérvec késaj fytyra ofron shembuj visual té raportit
té arté

AC_CD_AD __
CD BC BD

Po késhtu edhe gishtat si¢ e kemi té ilustruar né figurén 1.40:

c
—_—=—=0
d c

b
a




.|

Fig.141. (Proporcioni i arté te dora e njeriut)
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Fig.1.42. (Drejtkéndéshi personal i arté i formuar nga gishti tregues)

4.3. Drejtkéndéshi i arté dhe ora

Eshté njohur gé pozicionet e orés dhe akrepave té minutave lévizin ngjajshém si né orén e dorés
0se né orén murit, ose né gazeté dhe magazinat e reklamave priten té jené péraférsisht 10:09 ose
8:18 si né figurén 1.43 mé poshté.

Njé mit né lidhje me kohén 8:18 ishte pikérisht koha kur Abraham Lincoln vdiq nga plumbi i njé
atentatori me 15 Prill 1865. Njé tjetér kegkuptim éshté se njé vendosje e tillé e akrepave jep mé
shumé hapésiré né fagen e orés pér té treguar emrin e prodhuesit né ményré mé té garté.

Né vitin 1983, M.G. Monzingo argumentoi bindshém se njé mjedis i tillé lidhet me drejtkéndéshin
e arté, dhe pastaj béhet njé teérheqgje estetike. Ai tregoi se kéndi & né figurén 1.44 éshté rreth 58.3
. Supozoi OE =1. Atéheré EB ~tg58,3" ~ . Késhtu gé AB: AD~2x:2=«:1. Me fjalé té
tjera, njé pamje e tillé ta kénaq syrin pasi gé krijon njé drejtkéndésh imagjinar té arté OEBF né
fagen e orés.

Supozojmé gé pikat A, B,C, D né figurén 1.45 ndajné anét pérkatése PQRS né proporcion té arté.
Atéheré PA=PB,QB =QC dhe PB/QB=«.
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11

Fig.1.44 ( Ora 10:09 lidhet me drejtkéndéshin e arté) Fig.1.45 (Proporcioni i arté i orés)
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Atéheré

AB® PA*+PB?* 2PB? )

BCZ QBZ+QC? 2QBZ

Né kété ményré, AB/BC = «, késhtu ABCD &shté me té vérteté njé drejtkéndésh i arté.

4.4. Raportiiarté

Raporti i arté, i cili shpesh quhet mesatarja e arté, proporcioni hynor ose seksioni i arté éshté njé
atribut i vecanté, i shénuar me simbolin ¢ dhe éshté aférsisht i barabarté me 1.618. Studimi i

shumé formacioneve té vecanta mund té béhet duke pérdorur vargje té vecanta sikur vargu
Fibonaci dhe atributet si raporti i arté. Ky raport gjendet né arte, arkitekturé, dizajne té ndryshme
dhe né natyré. Shumé pjesé té admirueshme té arkitekturés si piramida e madhe e Egjiptit,
Partenoni jané projektuar pjesérisht ose plotésisht duke pasqyruar raportin e arté né strukturén e
tyre.

Raporti i arté (phi=¢) shpesh quhet numri mé i bukur né univers. Arsyeja pse ¢ éshté kaq e

jashtézakonshme éshté sepse mund té vizualizohet pothuajse kudo, duke filluar nga gjeometria e
deri te trupi i njeriut.

Raportin e arté mund ta gjeni kur ndani njé vijé né dy pjesé dhe pjesa mé e gjaté (a) e ndaré me
pjesén mé té vogél (b) éshté e barabaré me shumén e (a) + (b) pjestuar me (a), gé té dyja tv
barabarta me 1.618. Kjo formulé mund té ju ndihmojé kur krijoni forma, logo, paraqitje dhe shumé
gjéra té tjera.
(https://www.google.com/search?q=golden+ratio&oqg=golden+ratio&aqgs=chrome..69i57j6j0i433
1512j0i512j0i131i433i512j0i512j0i433i512j0i51213.4393j0j4&sourceid=chrome&ie=UTF-8,
n.d.)
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s — ™~
Pl O% 1Q
L A
S
\.___Y___J
a a+b
b- o - 1.618....= 0

Fig.1.46. (Raporti i arté)

Gjaté gjithé histories, raporti i gjatésise me (gjerésiné e drejtkéndéshave prej
1.61803398874989484820 éshté konsideruar si mé i pérshtatshém pér syrin.
(https://www.cuemath.com/commercial-math/golden-
ratio/?fbclid=IwAR3iXYTdD1vmRFZwOX4Z5XHjgqHwrczRs_3fypygQjOxuAvCUSIMuXmz
Dvl, n.d.)

Paternoni Athines Spiralet ne natyre

Piramida e Egjiptit

a1

Fig.1.47. (Raporti i arté tek Piramida, Paternoni dhe spiraled né natyé)
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Dy menyra te raportit te arte Gjeresia Gjatesia

Gjatesia Gjeresia

2 5 1
I 2

o_V5+1 1 _o 5-1
1 2 " 2

p=y5t1 0~1.618 D~0.618
2

=0.5

Fig.1.48.(Raporti i arté tek drejtkéndéshi)

4.5. Spiraljaearté

Spiralja e arté éshté njé model i krijuar bazuar né konceptin e raportit té arté — njé ligj universal gé
pérfagéson “idealin” né t€ gjitha format e jet€s dhe materies. N€ fakt, shpesh pérmendet si njé
shembull i lidhjes né mes ligjeve té matematikés dhe structures sé gjallesave. Sa mé shumé ta
kuptojmé matematikén pas simbolit, ag mé shumé do té vlerésojmé paragitjet e tij né natyré dhe
né art. Né matematiké, raporti i arté éshté njé numér i veganté si¢ e kemi pérmendur edhe mé lart
numrin @. Mund té pyesim se nga vjen Kjo spirale e arté — dhe pérgjigja pér kété géndron brenda
drejtkéndéshit té arté. Né gjeometri, spiralja e arté mund té nxirret nga njé drejtkéndésh i arté, anét
e té cilit jané té pérpjestuara sipas raportit té arté.

Mé tej né kohé madje u pérshkrua si hyjnor pér shkak té shpeshtésisé sé tij né botén natyrore.
Modeli spirale i krijuar nga raporti i arté quhet gjithashtu spiralja e arté.
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4.5.1. Spiralja e arté dhe spiralja Fibonaci

Fig.1.49. ( Spiraja e arté)

Raporti i arté ndodh né shumé konteste matematikore. Kjo éshté arsyeja pse spiralja e arté
shogérohet shpesh me vargun Fibonaci- njé seri numrash té lidhur ngushté me Phi. Teknikisht,
vargu fillon me 0 dhe 1 dhe vazhdon pafundésisht, dhe nése pjestoni ¢cdo numér me paraardhésin
e tij, rezultati do té konvergjonte né raportin e arté, aférsisht 1.618 qé e kemi pérmendur edhe mé
lart.

01 1 2 3 5 6RNESRSZAINNGJEse

377
295

Fig.1.50. (Ményra se si fitohet numri PHI)

13

=1.625 =1.618

Né matematiké, ka disa modele spirale dhe ato mund té maten. Spiralja e arté dhe spiralja Fibonaci
jané shumé té ngjajshme né formé, dhe shumé i pérdorin ato né ményreé té ndérsjellté, por nuk jané
té njejta. Gjithcka mund té shpjegohet me llogaritjet matematikore dhe ato nuk do té kené té njejtin
model té sakt kur maten.

Thuhet se spiralja e Fibonacit pérputhet me spiralen e arté vetém né njé pike té caktuar, kur e para
i afrohet raportit té arté ose 1.618. Né fakt, sa mé té larté té jené numrat Fibonaci, ag mé e afért
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éshté marrédhénia e tyre me Phi. Vetém mbani né mend se jo ¢cdo spirale e gjetur né natyré bazohet
me numrat Fibonaci ose né raportin e arté.

Simboli i spirales sé arté ka frymézuar njeréz té panumért gjaté histories. Eshté lidhur me bazat e
jetés, shpirtérore dhe krijimit.

Spiralja e arté éshté unike né vetité e saj matematikore dhe déshmon se ne jetojmé né njé univers
té geverisur nga ligjet matematikore. Ndérsa té tjerét besojn se éshté thjesht njé rastési shumé e
cuditshme, shumé shkencétar dhe studiues e konsiderojné até si njé déshmi té njé matematikani,
mjeshtér ose njé krijues. Né fund té fundit, dizajni intelegjent né natyré éshté kompleks dhe mund
t’1 duket e palogjikshme disave t€ mendojné se ai ka ardhur rastésisht.

Spiralja e arté ka rrémbyer imagjinatén e matematikanéve, stilistéve dhe artistéve me bukuriné e
saj. Eshté pasqyruar né disa nga veprat mé té médha té artit dhe arkitekturés. Ajo gjithashtu éshté
lidhur me bukuring, pasi shumé besojné se bukuria pérgendrohet né vetité e saj unike né
matematiké dhe gjeometri. (https://symbolsage.com/golden-spiral-
meaning/?fbclid=lwAR26ndHTch-PBgAJqC3-
d5_kTucQlunkhYx14t9c00eBPVLjfO_r8RGA30M, n.d.)

A
a

Fig.1.51. ( Raporti, drejtkéndéshi dhe spiralja e arté tek fytyra e njeriut)
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Fig.1.53. ( Raporti, drejtkéndéshi dhe spiralja e arté tek AND, shenjat e gishtave dhe
kérmilli)

72

——
| —



Fig.1.55. ( Raporti, drejtkéndéshi dhe spiralja e arté tek veshi, picture dhe sport)
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Fig.1.57. ( Raporti, drejtkéndéshi dhe spiralja e arté tek pema)

74

——
| —



Fig. 1.59. ( Raporti, drejtkéndéshi dhe spiralja e arté tek kérmilli dhe ylli detit)




Fig.1.61. ( Raporti, drejtkéndéshi dhe spiralja e arté tek gjymtyrét e njeriut)
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Fig.1.63. ( Drejtkéndéshi dhe spiralja e arté tek numrat Fibonaci)

5. Numrat Fibonaci né kodim

Perkufizimi 5.1:

Numrat Fibonaci (F,) jané varg qé pérmbushin relacionin e pérséritjes

><n+1 = Xn + Xn—l (33)

ku neN . Sic¢ do té shohim, éshté lehté té pérgjithésojmé deri tek n e Z . Kushtet fillestare jané
rrespektivisht
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F, =0 F =1 (34)
Elementet e para té vargjeve jané té dhéna nga
F:0 11 2 3 5 8 13 21

Meqgé relacioni i pérséritjes éshté i rendit té dyté, né ményré qé té aplikojmé metodén e induksionit,
duhet té sigurohemi gé relacionet té cilat duam t’i vértetojmé géndrojné edhe pér n=0 dhe n=1
. Pér té definuar vargun pér vlerat negative té n, shkruaj (33) né formén

X=X —X, (35)
Mund té vértetojmé se
F.,=(-D)""F,neN (36)
Prova e Fibonacit:
F,=F-F,=1 F,=F,-F,=-1 37)

Supozojmé se relacioni géndron pér n=m, atéheré kemi

Fos=Fou—Fo=C)"Fy—()"'F, =(-)"F,, (38)

-m-1 —m+1

Ky algoritém éshté implementuar me kodin né vazhdim né Python:
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import numpy &g np

from secipy.constante impoert golden
def fibo(m):
'""*Binet's formuela for the Fibonaccl numbers®""
n int{m)
phi golden # Golden ratie
return int ({phi**n-(l-phij=+*n)/np.aqrt(5))

def repriml:
'*Zeckendorf representaticon of mo."""

m int{m)
phi golden & Golden ratio
q [1
while m > 0:
# Index of the largest Fibonacecl number not exceeding m

nu int{np.log{np. sqrt(5)+m) /' np.log(phi)+0.1)
# New wvalpe of m
mn fibo{mu)
q.append (nu)
return q

n 3E6TISB095866T341
q reprin)

# Check

& sumf[ fibo(k) for k in q 13

Marrim q(n) = [80,78,76], dhe n = 3567358095 8667341 = > ., F -

Algoritmi mé i zakonshém dhe minimal pér té gjeneruar vargun Fibonaci kérkon gé té kodojmé
njé funksion pérsérités qé thérret vetén aq here sa éshté e nevojshme derisa té llogarisim numrin e
déshiruar Fibonaci. (https://realpython.com/fibonacci-sequence-python/ , n.d.)

Python

»»» def fibonacci_of(n):
if n in {@, 1}: # Base case
return n
return fibonacci_of(n - 1) + fibonacci_of(n - 2) # Recursive case

»»» [fibonacci_of(n) for n in range(15)]
(¢, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377]

Gjithashtu, mund té vértetojmé se té gjithé numrat e ploté(pozitiv, zero ose negative) mund té
shprehen né ményré té vecanté si shumé té numrave Fibonaci me indeksa jo pozitive ku dy numra
té njé pas jéshém nuk pérdoren. Pa dhéné njé vértetim té garté té kétij rezultati, kemi njé algoritém
efektiv pér pérfagésimin nefafibonaci té njé numri té ploté té réndomté n.
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1. Nése n=F,, pérdisa i <0, pérfundon. (Ky éshté rasti, pér shembull, pér n=0=F,; dhe

n=1=F,).

2. Nése n>0 dhe pér k>O0,F, <n<F,,, dmth. —-F, <n<F,,,

n=F,_,+(n—-F,_,), dhe aplikojmé Igoritmin tek n—F ,, ,.

3. Nése n>0 dhe pér k>O0,F,,<n<F,, dmth. F,.  <n<-F,,

n=F,. +(n—F,.,) dheaplikojmé algoritmin tek n—F ,, , .

4. Nése n<O0 dhe pér k>0,F, <-n<F,,, dmth, —-F, <n<F,,

n=F, +(n—F,.), dhe aplikojmé algoritmin tek n— F ,, .

5. Nése n<0O dhe pér k>0,F, , <-n<F,, dmth, F, <n<F,,,

n=F, +(n—F,) dheaplikojmé algoritmintek n—F ,, .

Ky algoritém éshté implementuar me kodin né vazhdim né Python:

L numpy ag np
m scipy.constante ilmport golden

marrim

marrim

marrim

marrim
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def fibogen(m):

""*Fibonacci numbers for arbitrary integers"""

n = int{m)
pki = golden # Golden ratio
it m »= 0:
return int{{phi**n-(1-phi)+*n}/np.aqrt(5)}
elae:

return (-1)*+(-n+1)+«int((phis=(-n)-(1-phi}*=(-n))/np.eqrt(5))

def bunder(mn):

“"*EBunder representation of m"""
m = int{m)
phi = goldan # Golden ratio
p = [1
if m ==
return [0]
elae:
while m !=0:
if m » 0:
nu = int{np.leginp.zqrt(5)+m)/np.log{phil)
if mu}2 == 0: # Casze 2
m -= fibogen(-nu-1)
p-eappend{-nu-1}
continue
elae: # Case 3
m -= fibogen{-nu)
p.append{-nu)
continue
elegea:
nu = int(np.leg{-np.agrt(S)+m) /np.log(phi)}
if onu}2 == 0: # Caze 4

m -= fibogen(-nu)
p-append{-nu)
continue

elae: # Case 5
m -= fibogen{-nu-1)
p.append(-mu-1}
continue

return p

n = -35958667

bunder (n}

=]
il




5.1. Skripta e Python

B.1 Ndértimi i katrorit

# fibonacciSquares.py -- Draw the approximation te the Golden Spiral
# by the squares constructiom --
import numpy a8 np
import matpletlib.pyplet as plt
def box(pl, pl):
“"*“braw a rectangular box, given the points pd and pl en the
diagomal. "*"
x0 = (po[0], pO[O])
yo = {(pO[1], pO[1]}
x1 = {(pi[0], pl[O])}
y1 = {(pi[1], pl[1]}
10 = {(poO[0]l, pllOl}
11 = (pol1], pil1])
return ((l0, wO0), (=1, 11}, (10, yi), (=0, 11})
def are(pb, pl):
“"*Draw a gquarter-circle are conmecting pd to pl counterclockwisze.
if np.2ignl(pl[0]-p0[O]) == np.sign(pl(i]-pl[1]):
¥ = np.linspace(pO(1], pi[1], 250)
x = pllo]l+(p0[0]-pl[0])*np.egre(1-({y-pO[1])/(pil1]l-pO[1])hsx2
¥
elae:
x = mp.linspace (pO[0], pi[0], 250)
¥y = plit]l+(po[1]l-pi[1])+*np.sqrt(1-((x-pO[0])/(pll0]-pO[O]))*+2
¥
return (x, ¥y)
def IibSquurEu(ll]:
“"*Draw a fibonacel squares gcheme based om the first N fibonacel
numbers. """
H = int(N)
fib = mnp.zeros(N)
fib[1] = 1
for k in range (2, MH):
fiblk] = fiblk-1] + fibl[k-2]
P = np.zeros {(N, 2})
PL[1, 0] =1
boxes = []
arca = []
for k in range(l, H):
Flk, :1 = P[k-1, :]1 + ((-1)#{(k-1)//2)s2dib[k],-(-1)*:(k//2)=
fib [kl
boxea.append (box(P(k, :], Plk-1, :])})
arce. append (are(F[k, :], Plk-1, :]1)}
return boXxea, Arcs
H=9
boxea, arce = fibSquarea(N)
for 1 in range(len{boxes}):
for ] in range(len{boxes [0])):
plt.plot (boxes [1] [j1[0], boxea(il[j]1[1], coler = 'k')
[ g )




plt.
plt.
plt.

plt.plet{arce (1] [0], arcalil(1], 1w = 2, eecler = 'r'}
axie('equal')

axie('off')

savefig('Figures/fiboSquare . pdf ')

(Peliti)

B.2 Spiralja e Fibonacit

eqs
gq2
phi
pei

def

def

def

# gpiral .py - Fibonacci spiral, with its broken spiral inside

import numpy a8 np
import matpletlib.pyplot as plt
from seipy.conatanta import gelden

np.egrt {5}
np.agrt (2)
golden #Golden ratio
np.leg{phi)

fibo(t):
"fepinet's formula for the Fibonacel numbera."®"
return (np.exp{t+*pai)-np.coa(np.pi=*t}=*np.exp(-t+*pai)})/eqs5

fibzequence (L) :
""*Sequence of the first L Fibonacci numbera."*"
L = int(L)
if L < 2:
print{("¥a: error: L=}d must noet be smaller than 2" ¥ ('spiral.

py', L))

aya.exit{l3)

fib = np.zeros{L+l, dtype=int)

for k in range(2}:
tibk(k] = k

for k in range (2, L+1):
fiblk]l=fib[k-1]+fib[k-2]

raturn fib

fibapiral (L, HO):
"**Fibonacci spiral up to the L-th Fibonacci number, with NO
peints per interwval. "*"

L = int(L)

NO = int({NO)

N = NO=L

t np.linspace(l, L, N)

x np.zeroa (N}

¥y = np.zeros (N}

for k in range (H):

Fibonacci spiral from equation (&5)

np.array{[fibo(t[k]l},fibo{t[k]l-131}

np.array([[np.coa(np.pi=(t(k]+1/2)/2) np.ain(np.pi=(t(k]+1

F2)52)1,
[-np.sin(np.pi+«(t[k]+1/2)/2), np.cos{np.pi*{t[k]
+1/2)/2311)

#
W
q

qq = ap.dot(w, gq)+aq2
x[k] = ggqlo0]
ylkl = qql1]

return x, ¥




daf brokenapiral (L}
"*Broken gpirel wp to the L-th Fibonacel number. "7°
L = int(L)
tl = np.zeros(L}
tl = np.zeroe(L}
f = fibaequence (L)
for k¥ inm rangsa(l,L+1):
# The broken spiral from eguation
w = np.array{[f[k],f[k-111}
q = nap.array([[np.cos(np.pi=*=(k+1,/2)/2) np.ein(np.pi=(k+1,/2)/2)
1,
[-np.gin({np.plis (k+1/2)/2), np.coe(np.pi+(k+1/2),/2)]11)
qq = np.det{w, ql+aql

{86 )

tO[k-1] = qql0]
ti[k-1] = gql1]
return t0, ti1
Hg = 25

L=28

x, ¥y = fibapiral (L, NO)
th, tl = brokenapiral (L)

plt.ploti(x, y., 'k-'}

plt.ploci{td, t1, "k--")
plt.axie('equal')}
plt.zavefig('Figures/fiboSpiral . pdf ')

(C.Canaan, 2011)

5.2. Numrat Fibonaci dhe algoritmet e lidhura

Programet e numrave Fibonaci gé implementojné kété pércaktim né ményré direkte shpesh
pérdoren si shembuj hyrés pér pérséritje. Mirépo, ekzistojné edhe shumé algoritme tjera pér
llogaritjen e numrave Fibonaci. Pércaktimi pérsérités mund té pérkthehet drejt pér sé drejti né
Python késhtu:

<<fibonacci_ recursive.py>>=
def fib(n):
if n == 0=
raturn 0
elif n == 1:
return 1

elzar

return fibin=1) + fib(n=2)

Edhe pse implemetimi pérsérités i dhéné paraprakisht éshté elegant dhe afér pércaktimit
matematikor, nuk éshté shumé praktik. Llogaritja e fib(n) kérkon llogaritjen e dy numrave Fibonaci
mé té vegjél qé gjithashtu kérkon dy thirrje pérséritése pér secilén, derisa té gjitha degét arrijné 1.
Si pasojé koha pér té llogaritur fib(n) éshté eksponenciale né n (éshté péarférsisht ¢n, ku ¢ éshté
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raporti i art€). Kur llogarisim fib(n), pér té gjitha 1< k < n fib(k) quhet fib(n-k) heré, por fib(0)
quhet fib(n-2) heré.

Pér té pérmirésuar kété, mund té pérdorim pér té ruajtur llogaritjet paraprake.

Memoizimi cache é&shté njé fjalor me hyrje gé pérbéhen nga njé celés n dhe njé vleré
korresponduese fib(n). Inicializojmé fjalorin me dy numrat e pare Fibonaci:

Funksioni i memorizuar fib né ményré pérséritése llogarité dhe ruan vlerat e fib(n) nése nuk jané
ruajtur mé herét né fjalorin memo. Pérndryshe thjesht e kthen vlerén e memorizuar té fib(n).

Pér té llogaritur numrin Fibonaci té n-té né vetém n hapa, mund té fillojmé me 0 dhe 1 né ményré
pérséritése shtojmé anétaré n-heré:

<fibonaccl iteration.py»»=

e

(=
]
I
|
O
m
m
R
i
rt
]
H
(]

Té gjitha vargjet té pércaktuara nga pérséritja lineare kané njé shprehje té formés sé mbyllér té
asociuar pér numrin e n-té. Numrat Fibonaci né veganti jané té dhéné nga formula e Binetit.

F(n) — (on _\(;Lg_ ¢)n

ku ¢ éshté raporti i arté,

1+\/§
$=3

Kjo mund té implementohet drejtpérdrejté:

85

——
| —



Pér shkak té gabimeve té rrumbullaksimit kjo do té jep rezultatin e sakté vetém pér n < 70.

Formula e Binetit mund té kthehet duke injoruar termine (1— ¢)", gé zhduket pér ¢do n té madhe.
Késhtu gé mund té pércaktojmé funksionin Fibonaci inverz gé, kur F(n) kthen n (duke injoruar
¢ FQ=F():

{1y [ F = E+4 £ F 1looinkhd 1
{log(f 5++0.5) / logiphi)))

Kétu rrumbullaksimi pérdoret né avantazhin ton: E heq gabimin gé shfaget nga ndryshimi yné i
formulés sé Binetit. Né fakt, funksioni do té kthejé pérgjigjen e sakté kur jipet ¢fardo numri
Fibonaci gé& mund té ruhet si numér i ploté né memorien e kompjuterit. Né anén tjetér nuk e
verifikon gé numri i dnéné éshté né fakt njé numér Fibonaci; djénja e njé numri Fibonaci té¢ madh
apo ¢fardo numri do té jep rezultatin e njejté. Kjo do té ishte e dobishme pér té gjetur numrin
Fibonaci mé té pérafért té njé numri té dhéné.

Memoizimi pérshpejton ekzekutimin e funksioneve pérséritése duke ruajtur rezultatet e llogaritura
mé pare né njé cache. Né kété ményré, kur e njejta hyrje ndodh pérséri, funksioni i thjeshté duhet
té kérkojé rezultatin pérkatés dhe ta kthejé até pa pasur nevoj té ekzekutoj pérséri llogaritjen. Ju
mund ti referoheni kétyre rezultateve si t€ memorizuara.

F(5)

F(4) F(3)
F(3) F(2) F(2) F(1)

F(2) F1)  F1) Fl0) F(1)  F{0)

F(1) F(0)

Fig.1.64. ( Rrugét e kryerjes sé funksioneve)
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Me memoizimin, vetém duhet té kaloni lart pemén e thirrjes sé thellésisé n-heré pasi té ktheheni
nga rasti fillestar, pasi ti merrni té gjitha vlerat e llogaritura mé pare té theksuara me ngjyré té
verdhé, F(2) dhe F(3), nga cache i mé hershém.

Rruga portokalli tregon se asnjé hyrje né funksionin Fibonaci nuk thirret mé shumé se njéheré. Kjo
redukton ndjeshém kompleksitetin kohor té algoritmit O(2n) eksponencial né O(n) linear.

Edhe pér rastet fillestare, mund té zévendésoni thirrjen F(0) dhe F(1) me vetém marrjen e vlerave
direct nga cache né indekset 0 dhe 1, késhtu gé pérfundoni duke e thirrut funksionin vetém 6 heré
né vend té 15.

Kétu éshté njé pérkthim i mundshém i kétij optimizimi né kodin Python:
Python

>»> cache = {@: 8, 1: 1}

»>»» def fibonacci of(n):
if n in cache: # Base case
return cache[n]
# Compute and cache the Fibonacci number
cache[n] = fibonacci of({n - 1} + fibonacci of(n - 2) # Recursive cas:
return cache[n]

>»» [fibonacci of(n) for n in range(15)]

(¢, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377]

Né kété shembull, mund té pérdorni njé fjalor Python pér té ruajtur memorien e numrave té
llogaritur té Fibonacit. Fillimisht, cache pérmban vlerat fillestare té vargut Fibonaci, 0 dhe 1.
Brenda funksionit, fillimisht kontrolloni nése numri Fibonaci pér vlerat aktuale hyrése té n éshté
tashmé né cache. Nése po, atéheré ktheni numrin né doré.

Nése nuk ka numér Fibonaci pér vlerén aktuale t¢ n, atéheré llogariteni até duke thirrur
fibonacci_of() né ményré té pérséritur dne duke pérditésuar cache. Hapi i fundit éshté té ktheni
numrin e kérkuar Fibonaci. (https://realpython.com/fibonacci-sequence-python/, n.d.)

Ka ményra efektive pér té llogaritur numrin Fibonaci té n-té pa llogaritur té gjithé paraardhésit e
tij. Njé ményré pér té béré kété éshté duke pérdorur identitetin e matrices

1 1)" (F(n+1) F(n)
(1 oj _( F(n) F(n—l)j
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dhe me ané té fugizimit duke ngritur né katroré pér té gjetur fuginé e n-té e anés sé majté té
matrices. Kemi pérfagésuar matricén 2 x 2 si njé listé treshe (a, b, c), ku

S

<<fibonacci matri. pys>=
def mul (A, B):
a, b, c= A
d, &, = B
return a*d + b*e, a*e + b b*e c
def pow (R ]
if n == 1: return A
if n & 1 == 0: return pow(mul (A, A}, n/f/2)
aelae: return mul (A, pow{mul (A, A}, (n=1)//2))
def fib{(
if n <« Z: return n

return pow((1l,1,0), n=1) [0]

(Kinyanjui, 2019)

5.3 Vargu Fibonaci me pérséritje té Python dhe memoizim

Fakt interesant: 23 néntori festohet si dita e Fibonaci sepse kur data shkruhet mm/dd (11/23) shifrat
né daté formojné njé varg Fibonacci: 1, 1, 2, 3.

Pércaktimin e numrave Fibonaci mund ta shprehim me ané té formulés:
fib(n) = fib(n—1) + fib(n—2)
Me kété formulé, mund té shkruajmé njé funksion pérsérités té thjeshté pér té zgjidhur fib(n).

Shénim: Pérdore kété kod vetém pér numrat e vegjél sidomos pér n <10.

def fib(n):
if n < 2: # base case
return n
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return fib(n-1) + fib(n-2)

if __name__ == "__main__
print(fib(7))

Eshté lehté gé formula té shéndrrohet direkt né

def fib(n):
return fib{n-1) + fib{n-2)

Problemi me kété éshté se kur e ekzekuton kodin paragitet njé Recursion Error. Kjo thjesht do té
thoté se ekziston mundésia e njé cikli infinit né kété program. Njé rast bazé né njé funskion
pérsérités i tregon funksionit kur té ndalet (pér té shmangur njé cikél infinit) dhe mé sé
shpeshti éshté dicka gé tashmé dihet ose gé mund té zgjidhet lehté pa nevojén e funksionit.
Né rastin ton ne e dime prej pércaktimit gé ¢cdo numri né vargun, pérvec té parit dhe té
dytit, éshté shuma e dy numrave té kaluar. Pérdorim kété pér té formuar rastin ton bazé if
n<2:.returnn.

Tani do té shpjegojmé pérse programi funksionon vetém pér vlera té vogla té n-it. Cdo thirrje ndaj
fib() rezulon né dy thirrje tjera ndaj fib() né komandén return. Pema e thirrjeve rritet
eksponencialisht. Pér shembull, 15 thirrje jané té nevojshme pér té llogaritur fib(5), 177
thirrje pér fib(10), 21891 pér fib(20) etj. Pér té zgjidhur kété problem, mund té pérdorim
memoizim.

Memoizimi ndimon shmangjen e llogaritjeve té panevojshme té vlerave té njejta nése ato tashmé
jané llogaritur. Fusnkionon njejt sikur memozuar pér njerézit. Ne e kemi t€ memozuar 2 X
2 dhe mund té japim rezultatin menjéheré pa pasur nevoj té pérdorim kalkuator. Mirépo
nése pytesh pér numra mé té médhenj si pér shembull 799 x 377 mesiguri gé do té nevojitet
né kalkulator pér té dhéné njé pérgjigje t&¢ menjéheréshme. Mirépo nése vlera e késaj
llogaritje té nevojitet shpesh né puné té pérditshme atéheré do té ishte mire gé ta memozoje
kété vleré dhe ti gasesh saheré gé té nevojitet.

Fatmirsisht, Python ka njé decorator té integruar gé kryen kété puné.
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from functools import lru_cache

@1 ru_cache(maxsize=None)

def fib(n):
if n < 2: # base case
return n

return fib(n-1) + fib(n-2)

if __name__ == "__main__":
print(f1b(5@))

Me kété program tani mund té testohen edhe numrat e médhenjé.
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Pérfundimi

Né matematiké njéri ndér kuptimet themelore éshté edhe vargu numerik. Né kété punim jam
munduar gé té hulumtoj pér aplikimin e numrave Fibonaci né teori ku kuptojmé pérkufizimet dhe
historikun e numrave Fibonaci, né natyré ku me ané té ilustrimeve dhe fotografive e kemi béré mé
té garté dhe mé té kuptueshme réndésin e tyre, né kodim ku mund té pérdorim shumé gjuhé
programuese dhe programe té ndryshme gé na ndihmojné ti aplikojmé numrat Fibonaci.

Pas hulumtimeve té shumta rreth punimit mora njohuri edhe mé shumé sa i pérket réndésisé sé
numrave Fibonaci né natyré, pothuajse ¢cdo gjé gé e shohim dhe e jetojmé lidhet me numrat
Fibonaci. Edhe pse gjithésia éshté e pakufishme me ané té& numrave Fibonaci arrijmé té kuptojmé
disa mistere té cilat jané té shumta né kété planet por edhe né galaksi.

Besoj se punimin té cilin e kam kryer me shumé vullnet gé ishte dhe shumé atraktiv dhe i pa
eksplorueshém mé herét pér mua do ti shérbej edhe lexuesve té tjeré gé té ken njohuri mé shumé
rreth lidhjes sé numrave Fibonaci me jetén e pérditshme.
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