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Hyrje 

 

Numrat e Fibonaccit janë numrat e numërimit të sistemit natyrorë. Ata shfaqen kudo në natyrë, në 

bimë, në modelin e petaleve të një luleje, në një boçe pishe apo shkallët e një ananasi. Numrat e 

Fibonaccit janë të zbatueshme për këtë arsye në rritjen e çdo gjallese, përfshirë edhe në një qelizë 

të vetme, një kokërr gruri, një zgjua bletësh, madje në rritjen e të gjithë njerëzve. 

Fibonacci ishte i njohur në kohën e tij dhe është i njohur edhe sot si një ndër matematikanët më të 

mëdhenjë evropian të mesjetës. Ai lindi në vitin 1170 dhe vdiq më 1240 dhe tani ekziston një 

statujë që përkujton atë që ndodhet në fund të kullës së varrezave në katedralen e Pizës. Emri i tij 

i plotë është Leonardi i Pizës apo Leonardo Pisano në italisht sepse ai kishte lindur në Pisa. 

Numrat Fibonaçi janë numrat që formojnë seritë e quajtura seri Fibonacci dhe përfaqësohen si Fn. 

Dy numrat e parë Fibonacci janë përkatësisht 0 dhe 1 dmth F0= 0 dhe F1=1. Duke filluar nga numri 

i tretë Fibonacci, secili numër Fibonacci është shuma e dy numrave të tij të mëparshëm në seri. 

Tema të cilën do ta punoj është një temë mjaft interesante si në matematikë ashtu edhe në fusha 

tjera jetësore. Po e ceki në fusha tjera jetësore sepse numrat Fibonacci mund ndryshe ti quajmë si 

“numrat që mundësojnë jetën”. Me këta numra mund edhe të kodojmë, të realizojmë programe të 

ndryshme atraktive që shërbejnë për zhvillimin intelegjencës tek nxënësit. Do të paraqesim 

shembuj të ndryshëm si teorike ashtu edhe shembuj që lidhen me natyrën, njeriun dhe artin.  

Numrat Fibonaci na ndihmojnë që edhe të kodojmë në gjuhë të ndryshme programuese ku unë 

kam zgjedhur Python për të koduar me këta numra. 
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1. Historia e numrave Fibonacci 

 

       Numrat e Fibonaccit kan tërhequrvëmendjen e profesionistëve dhe matematikanëve amatorë. 

Përkufizimi i tyre i thjeshtë nënkupton një larmi të madhe mardhëniesh. Ato shfaqen shpesh 

çuditërisht si përgjigje ndaj problemeve të ndërlikuara dhe në matematikën rekreative. Për më tepër 

ata jan të afërm tek seksioni i artë i cili vet shfaqet në studimin e natyrës dhe artit. Konteksti teorik 

i librit actual përshtatet në algjebër, analizë, gjeometri, teoria e probabilitetit, aspektet llogaritëse 

dhe natyrisht ana kombinuese e teorisë së numrave. 

Seksioni i artë u studiua në antikitet, ndërsa numrat e Fibonaccit janë hiq më pak se 800 vjeç dhe 

studimi i tyre serioz daton rreth 150 vjet më pare.  

1. Leonardo i Pizës(rreth 1170-1250) i quajtur Fibonacci, që është biri i Bonaccio ka qen njëri 

ndër matematikanët më të njohur evropian i mesjetës. Ai u rrit në Afrikën e veriut ku u 

njoh me njohuritë e avancuara matematikore të dijetarëve arab. Në Liber Abaci (1202, i 

rishikuar në 1228) ai mbrojti përdorimin e numrave arab që ne përdorim sot. Në të njejtin 

libër ai parashtroi problemin e mëposhtëm: Një çift lepujsh të porsalindur sillen në një vend 

të mbyllur. Ky çift, dhe çdo çift i mëvonshëm lind një çift të ri çdo muaj tjetër, duke filluar 

në muajin e tyre të dytë. Sa çifte do të ketë pas një, dy, tre…muajsh, duke supozuar se nuk 

ndodhin vdekjet. Në fillim të muajit të pare kemi atë çift paraardhës. Në fillim të muajit të 

dytë do të ketë akoma vetëm atë çift, por në fillim të muajit të tretë do të vijë një çift tjetër. 

Në përgjithësi, le të ketë çifte nf  në fillim të muajit të nëntë, dhe 1nf  në fillim të muajit 

)1( n . Ky i fundit do të jetë akoma atje në fillim të muajit )2( n . Por numri i përgjithsëm 

i çifteve të lepujve do të rritet nga pasardhësit e të gjithë atyre që ishin atje në fillim të 

muajit të nëntë. 

Prandaj, 

nnn FFF   12                                                                                                                  (1) 

Këta numra i quajmë numra Fibonacci, vargu i tyre fillon nëse e lëm edhe n  të jet 0, si më 

poshtë: 

n      543210  

nF     532110  

 

2. Rregulli (1) është karakteristik për vargun Fibonacci, pork jo e fundit është vetëm atëherë 

kur jepen dy vlerat e para, “fara” (ose në të vërtetë dy vlerat e saja). Rregulli (1) mund të 

përdoret për të zgjeruar vargun prapa, kështu 

011 FFF   ,      102   FFF ,   dhe kështu me rradhë 

Në vazhdim fitojmë 

n     543210  

nF  532110   
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dhe si përfundim kemi 

              n

n

n FF 1)1( 

  .                                                                                                 (2) 

Ne do ta quajmë çdo varg që ndjek rregullin (1) një varg Fibonacci të përgjithësuar nga 

              
nnn GGG   12
                                                                                                 (3) 

Për shembull, marrim farën (2,1). Numrat që do të fitohen do të quhen numrat Lucas, që 

shenohen me 
nL . Kështu që kemi 

n      543210  . . . 

nL     1174312  

dhe, nga ana tjetër kemi, 

n       543210  

nL    1174312   

Në përgjithësi 

               n

n

n LL )1(                                                                                                     (4) 

3. Në vazhdim do të paraqesim një problem që është strukturalisht i ngjajshëm me prolemin 

e lepurit tek Fibonacci. Një shkallë ka n  hapa. Ne ngjitemi duke bërë një, ose dy hapa në 

të njejtën kohë. Sa mënyra )( nS  ka për të ngjithur shkallët? Kur fillojmë të ngjitemi, mund 

të bëjmë një hap, ose dy hapa për të filluar. Nëse hedhim një hap atëherë kemi 1nS  mundësi 

për të vazhduar ngjithjen e mbetur 1n  hapa. Nëse bëjmë dy hapa atëherë mundësitë e 

mbetura janë 2nS  në numër. 

Prandaj 

21   nnn SSS  

Kjo formulë është e barabartë me (1), por ne duhet të përcaktojmë 1S  dhe 2S . Kur shkalla 

përbëhet nga një hap i vetëm, atëherë ka vetëm një mundësi për ta ngjitur atë. 11 S . Nëse 

ka dy hapa, atëherë ka dy mundësi: bëni dy hapa ose ndërmerrni dy hapa të vetëm rradhazi: 

22 S . Atëher marrim vargun 

n    1   2   3   4   5 

nS  1   2   3   5   8 

Ky është prap një varg Fibonacci, por i zhvendsur me një term: 

1 nn FS . 

4. Shqyrtojmë gjeneratën e bletëve. Vezët e bletëve punëtore zhvillohen pa fekondim në drone, 

ndërsa vezët e mbretëreshës fekondohen nga dronët dhe zhvillohen në femra, qofshin ato 

mbretëresha ose bleta punëtore. Kështu një dron ka vetëm një prind, një femër, ndërsa 

femra ka dy prindër, një mashkull dhe një femër.  
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Emërtojmë prindin e një droni “gjenerata 1”, gjyshërit e tij “gjenerata 2”, e kështu me 

rradhë. Në gjeneratën 1 kemi, një femër, që e shënojmë 11 f , dhe asnjë mashkull, 01 m

. Gjeneratat e tjera janë si në vijim: 

nn fm 1
                                                  

nnn mff 1
 

22   nn fm                                               
112   nnn mff  

 

Prandaj  

nnn mmm   12
          dhe          

nnn fff   12
 

Të dy vargjet e nf  dhe ato të nm  janë vargje Fibonacci, por me fara të ndryshme. Në fakt 

 

                     n      1   2   3   4   5 

                    nm    0  1   1   2   3  .   .                                           1 nn Fm  

                    nf     1  1   2    3   5  .   .                                           nn Ff   

                             _______________ 

duke shtuar           1  2   3   5    8                                                  11 nfnnnn FFFfm    

në gjeneratën n , ka 1nF  paraardhës. 

5. Shqyrtojmë numrat natyrorë 1, 2, 3, . . . , n  në këtë renditje. Gjeni numrin e atyre 

permutacioneve ku secili numër qëndron I fiksuar, ose ndërron vendet me njërin prej 

fqinjëve të tij. Më shume se një nga këto ndryshime mund të ndodhin në të njejtën kohë.  

Shënojmë numrin e n  permutacioneve me ng . Nëse n  qëndron e fiksuar, atëherë kemi 

1ng  permutacione. Nëse n  dhe 1n  janë ndërruar, atëherë kemi 2ng  mundësi të 

mbetura. Prandaj 

21   nnn ggg  

Për të përcaktuar ng  plotësisht, marrim 1g , që është padyshim 1, dhe 2g (ose lereni 1 dhe 

2 në pozitat e tyre, ose ndërroni ato). Vargu ng  është 1  2  3  5  8 . . . , që është 1 nn Fg . 

Tani shqyrtojmë të nejtin problem, por me numra të renditur rreth një rrethi. Shënojmë 

numrin e renditjeve të mundshme siç i përshkruajtëm më lartë me nh . Supozojmë 3n . 

Nëse 1 dhe n  ndërrohen, atëherë kemi 2ng  mundësi të mbetura. Nëse ato nuk ndërrohen, 

atëherë kemi pikërisht problemin e mëparshëm, me ng  mundësi. 

Prandaj 

        112   nnnnn FFggh   

Këtë here marrim vargun Fibonacci të përgjithësuar 

 

n        3   4   5 

nh      4   7   11 

Në të vërtetë nn Lh  . 
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6. Në sa mënyra është e mundur që të marrim n  si shumë e numrave pozitiv më të mëdhenjë 

se 1? Le ta quajmë këtë numër me nT . Për shembull, 87 T  ; të barabarta me 7. 

         2+2+3,      2+3+2,      2+5,      3+2+2, 

         3+4,           4+3,          5+2,      7. 

Tri nga këto shuma fillojnë me 2. Nëse, në këto shuma, i heqim 2, atëherë kemi të gjitha 

shumat të cilat na japin numrin 5. Prandaj 35 T . Pesë nga këto shuma fillojnë me numrin 

më të madh se 2. Nëse vendosim termin e parë në këto shuma e zvogëlojmë për 1, atëherë 

ne marrim të gjithë këto shuma të cilat na japin numrin 6. Prandaj 6T  është e barabartë me 

5. 

Aplikojmë këtë procedurë për çdo n , pastaj gjejmë nnn TTT   12 . Pasi që 12 T  dhe 

13 T , përfundojmë se 1 nn FT . Ngjajshëm, në përgjithësi shtrohet pyetja: Në sa mënyra 

është e mundur të vendosim n  si shumë e numrave  m,...,2,1 ?  

Marrim shprehjen )(m

nT . Për shembull, 7)3(

4 T . Të barabarta me 4. 

   1+1+1+1,     1+1+2,    1+2+1,    1+3,  

   2+1+1,          2+2,        3+1. 

Shohim shumën e termit të parë, rezultatin e heqjes së tijë, dhe gjejmë  

        )3(

1

)3(

2

)3(

3

)3(

4 TTTT  . 

Tani 

        ,1)3(

1 T     ,2)3(

2 T     4)3(

3 T     dhe   1+2+4=7. 

Në përgjithësi, 

       
)()(

3

)(

2

)(

1

)(

1 ... m

n

mmmm

n TTTTT  . 

Kjo është mënyra për një përsëritje të rendit n . 

7. Në vazhdim marrim dy raste të cilat lidhen me probabilitetin. 

a) Një monedhë hidhet deri sa të shfaqen dy koka të njëpasnjëshme. Probabiliteti i vargut 

që përfundon pas n  hedhjeve është n

nF 2/1 . 

b) Një monedhë hidhet deri në tre koka rradhazi ose deri sa të shfaqen tre bishta rradhazi. 

Probabiliteti i vargut përfundon pas n  hedhjeve është 1

2 2/ 



n

nF .  

8. Gjeni  numrin e mundshëm të vargjeve prej n  shifrash, çdo shifër fillon me 0 ose 1, pa dy 

zerrot duke qen të njëpasnjëshme kudo në varg.  

Le të jetë numri ).(nP  Kemi )1( nP  mënyra, që fillojnë me 1, dhe )2( nP  mënyra që 

fillojnë me 0 1. Kështu 

)2()1()(  nPnPnP . 

Nëse 1n , atëherë kemi dy mundësi, 0 ose 1. Nëse 2n , atëherë kemi tri mundësi, 1 1, 

ose 0 1, ose 1 0. Prandaj 3)2(,2)1(  PP , dhe në përgjithësi 2)(  nFnP .  

Në fakt, ky rezultat rrjedh nga përgjigja e problemit në pjesën 7 (a). 
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Konsiderojmë vargjet me n2  mundësi prej 0 dhe 1, me probabilitete me secilën prej tyre 

që shfaqen në vendin e m -të ),...,2,1( nm  . Probabiliteti që të shfaqen dy zero pas dy 

hapave është 2

1 2/F , që prej dy zerrove për here të pare është shfaqur pas tre hapave, kështu 

që është 1 0 0,  3

2 2/F , pas n  hapave kemi n

nF 2/1 . Prandaj probabiliteti prej dy zerrove 

të njëpasnjëshme është shfaqur për here të parë pas i  hapave dhe kemi i

iF 2/1  , dhe asnjë 

çift i zerrove nuk janë shfaqur gjatë n  hapave të parë: 

                                                     



n

i
i

iF

2

1

2
1  

Ky barazim është i vërtetë për n

nF 2/2 . 

9. Marrim parasysh që kemi një varg të )2(m  shifra, secila 0 ose 1, ky varg përsëritet 

periodikisht.Supozojmë që nuk duhet të përsëriten dy zero të njëpasnjëshme. Sa vargje 

plotësojnë këtë kusht? Le të jetë numri )(mT . 

Ky problem ndryshon nga problem i pjesës 8 kështu që vargu nuk duhet të mbaroj me 0, 

nëse ai fillon me 0. Atëherë nëse vargu prej m  shifrave fillon me 1, atëherë kemi )1( mP  

mundësi, ku )(mP  është përcaktuar në pjesën 8. Por nëse vargu fillon me 0, atëherë as i 

dyti e as shifra e m -të nuk mund të jetë 0, në mënyrë që të ketë )3( mP  mundësi të 

mbetura.  

Për ta bërë më të qartë, marrim shembullin 4m . Atëherë 7)4( P , si në vijim. 

            01010101…,       01110111…,      10111011…,      11011101…., 

            11111111…,       10101010…,      11101110… . 

(Vërejmë se vargu i përsëritur 0101 është ndryshe nga vargu 1010). 

Kemi parë se 2)(  mFmP   . Atëherë 

          mmm LFFmPmPmT   11)3()1()(  . 

10. Matematikani Huntley ka thënë që 2nF  është numri i mundshëm i shtijeve të rrezes që 

reflektohet n-herë kur kalon përmes dy xhamave, dhe Gardner ka përmendur që Leo Moser 

ka studiuar këto shtigje. Për shembull 5,3 5  Fn . 

 
11. Në teorinë e grafikëve, një n-gon )3( n  me të gjitha kulmet e tij të lidhura me një pikë 

tjetër quhet rrotë. Numri i pemëve që shtrihen në një rrotë është 22 nL , e cila është e 

barabartë 25 nF  për çdo n, 45 2 nF  për n të rastësishëm. 

12. Numrat Fibonaci gjithashtu gjejnë zbatim në studimet botanike. Në shumë kone mund të 

gjurmojmë pesë rreshta luspash që mbështjellin një kon në drejtim të pjerrët, dhe tre rreshta 

dredha-dredha më pak të pjerrëta në anën tjetër, në disa specie tjera…Numri normal është 
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tetë rreshta në një drejtim dhe pesë në tjetrin…Në disa raste do të jemi në gjendje të 

gjurmojmë trembëdhjetë rreshte në një drejtim dhe njëzet e një në drejtim tjetër, ose 

ndoshta njëzet e një dhe tridhjetë e katër. 

13. Pemët Fibonaci janë përmendur në Turner (1986). Ato janë formuar si në vijim: 

1T  është pikë e vetme, dhe 2T  gjithashtu një pikë e vetme. 2nT  është pema e përftuar duke 

e vendosur një nyje të re në fund të një dege, duke filluar nga nyja e fundit prej nT  dhe prej 

1nT , atëherë: 

 
 

Numri i nyjeve të pemës kT , shënohet nga kN , që është e barabartë 12 kF . 

Provojmë, nga diagrami kemi: 

 

                    112   kkk NNN                              ,..)3,2,1( k  

Fillojmë me 

 

                    12 1̀1  FN ,        12 22  FN  

(Nga përkufizimi 1N  dhe 2N  të dyja janë të barabarta me 1) 

Shohim se 

 

                   12  tt FN   dhe  12 11   tt FN  

 

Vlen për k,...,2,1 . Atëherë 

  

                  121)12()12( 212   kkkk FFFN         (Vajda, 1989) 
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1.1. Përkufizimi i numrave Fibonaci 
 

Numrat Fibonaci janë vargu i numrave të plotë  0, 1, 1, 2, 3, 5 , 8, 13, 21, … , ku çdo anëtarë është 

formuar duke mledhur dy anëtarët paraprak. Vargu mund të përcaktohet në mënyrë të përsëritshme 

nga 

















1)2()1(

11

00

)(

nnFnF

n

n

nF      (Peliti) 

  

 
Fig.1.1.(Krijimi i vargut Fibonaci) 

 

 

1.2.  Marëdhënjet në mes numrave Fibonaci dhe Lukas 
 

Në vazhdim do të paraqesim marëdhëniet ndërmjet numrave Fibonaci. Ne nuk synojmë ti rendisim 

të gjitha-numri i tyre është pothuajse i pafundëm. Do të zhvillojmë disa grupe tipike dhe do të 

përmendim rëndësin e tyre. 

 Fillojmë me lidhjet ndërmjet numrave Fibonaci dhe Lukas. 

 

nnn FLL 511                                                                                (5) 

 

Kjo vlenë për 1n , dhe për 2n , për këtë arsye edhe për 4,3  nn , dhe kështu me 

rradhë. 
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nnn LFF   11
                                                                          (6) 

 

Përsëri kjo vlen për 1n  dhe për 2n  dhe kështu për çdo numër të plotë n . Si përfundim 

(5) dhe (6) çdo formule që përmban numrat Fibonaci dhe Lukas mund të shprehet vetëm 

në terma të njërit prej këtyre llojeve, megjithatë, kjo nuk është gjithmonë e përshtatshme. 

Duke përdorur (3) dhe (6) gjithashtu mund të shkruhet 

 

nnn LFF   22
                                                                         (7a) 

 

Apo dhe 

 

12  nnn FLF                                                                            (7b) 

 Grupi tjetër i formulave bazohet në  

 

11,   nmnmmn GFGFG                                                              (8) 

Ku ,..., 21 GG  është çdo varg Fibonaci i përgjithësuar. 

Provojmë. 

 

101   nnn GFGFG  (sepse 0,1 01  FF ) 

1101   nnn GFGFG  (sepse 1,0 10  FF ). 

 

Nëse (8) vlen për tm   dhe për 1 tm  (siç vlen për 0t ), atëherë nga mbledhja vlen 

për ,...3,2  tt  e kështu me rradhë. 

Për 2m , (8) zvogëlohet në (3).  

Gjithashtu  

 

).()1( 1111   nmnm

m

nmmmmn GFGFGFGFG               (9) 

 

Nga (8) dhe (9) marrim 

 

nmnmmmn

m

mn GLGFFGG   )()1( 11                                          (10a) 

 

dhe 

 

)()(2)1( 11111   nnmmmnmmn

m

mn GGFGFFGFGG          (10b) 

 

Tani specifikojmë ii FG  . 
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Nga (8) marrim, kur 1 nm  

 

12

22

1   nnn FFF                                                                                        (11) 

 

derisa 

 

1211

22

1 ))((   nnnnnnnn FFFFFFFF                                                (12) 

 

dhe kur nm   

 

nnnnnnn LFFFFFF   112  duke përdorur (6)                                           (13) 

 

Prandaj 

 

1222211   nnnnnnn FFFLFLF                                                              (14) 

 

Nga (11) nxjerim një formulë tjetër, jo me interes të veçant në vetvete, por e dobishme më 

vonë, kur kemi të bëjmë me gjenerimin e funksioneve. Formula (11) jep 

 

0)(3)(

3

33

221212122

1)2(21)1(212

2

1

22

1

2

2

2

1

2













nnnnn

nnn

nnnnnn

FFFFF

FFF

FFFFFF

 

 

Prandaj 

 

)3()3( 2

1

22

1

2

2

2

1

2

  nnnnnn FFFFFF  

 

Dhe prej 

 

23 2

1

2

2

2

3  FFF , 

 

Rrjedh se 

 
12

2

2

1

2 )1(23 

  n

nnn FFF                                                                         (11a) 

 

Nga (10a) marrim 

 

nmmn

m

mn FLFF   )1(                                                                               (15a) 
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dhe nga (10b) 

 

nmmn

m

mn LFFF   )1(                                                                                       (15b) 

 

Duke mbledhur (15a) dhe (15b) fitojmë 

 

mnmnnm FFLFL  2                                                                              (16a) 

 

dhe duke zbritur (15b) nga (15a) kemi 

 

mn

m

mnmn FFLLF  2)1(                                                                     (16b) 

 

Nëse në (10a) dhe në (10b) vendosim ii LG  , atëherë 

 

nmmn

n

mn LLLL   )1(                                                                         (17a) 

 

dhe duke përdorur (5) 

 

nmmn

m

mn FFLL 5)1(                                                                         (17b) 

 

Nëse në (17a) vendosim nm  , fitojmë 

 
2

2 2)1( n

n

n LL                                                                                     (17c) 

 

(17c) përcakton vargun Lukas në kuptimin që nuk qëndron nëse zëvendësojmë iL  nga çdo 

varg tjetër i përgjithësuar Fibonaci i numrave të plotë, ose në të vërtetë nga vargu i 

zakonshëm Fibonaci iF . Në vazhdim shohim se: 

Le të jetë xGi  , atëherë (17c) do të thotë 22

2  xG , prandaj 22

3  xxG , dhe 

42 2

4  xxG . Por nga (17c) kemi gjithashtu 22

24 GG , që është 

  ose   022 24  xxx . 

 

Ky ekaucion ka vetëm një rrënjë numër të plotë, dmth. 1x ,  i cili na dërgon 

3,1 21  GG , e kështu me rradhë vargu Lukas. 

 Tani prezentojmë një formulë të përgjithshme, nga e cila dalin shumë më tepër marëdhënie 

sipas specifikimit. 

Le të jetë iG  dhe iH  vargje të përgjithësuar Fibonaci, dhe marrim parasysh shprehjet 
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nkhnnknhn JHGHG  
 

 

dhe 

 

11111   nkhnnknhn JHGHG . 

 

Përdorim barazimin (8) të shkruajmë 

 

11   nhnhhn GFGFG  

 

dhe 

 

11   knhknhkhn GFGFH . 

 

Atëherë 

 

).(

)()(

11

1111









knnknnh

knhknhnknnhnhn

HGHGF

HFHFGHGFGFJ
 

 

Në mënyrë të ngjajshme përdorim (8) për të shkruar 

 

111   nhnhhn GFGFG  

 

dhe 

 

knhknhkhn HFHFH   111  

 

Atëherë 

 

).(

)()(

11

1111111

knnknnh

knhknhnknnhnhn

HGHGF

HFHFGHGFGFJ








 

 

Vërejmë se nn JJ 1 . Prandaj 

 

00

2

201 )1(,...,)1(, JJJJJJ n

n   

 

kjo është 
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)()1( 0 knkn

n

khnnknhn HGHGHGHG   .                                                               (18) 

 

Shikojmë tani format e veçanta të barazimit (18). 

Kur ii LG   dhe ii FH  , atëherë duke përdorur (16a) marrim 

 

kh

n

khkh

n

khnnknhn LFFFLFLFL 1)1()2()1( 

  .                                                   (19a) 

 

Kur ii FG   dhe ii LH  , atëherë 

 

kh

n

khnnknhn LFLFLF )1(  .                                                                                 (19b) 

 

Le të jetë ii HG  . Kjo na jep 

 

)()1( 0 khkh

n

khnnknhn GGGGGGGG   . 

 

Në veçanti, kur iii FHG  , atëherë 

 

kh

n

khnnknhn FFFFFF )1(  .                                                                                 (20a) 

 

Formula që u përmend më lart mund të vërtetohet apo të zgjidhet në mënyra të ndryshme 

nga ajo që e shënuam, për shembull për kh   ka vërtetim kjo formulë. Në anën tjetër, 

kur iii LHG  , atëherë 

 

)2()1( khkh

n

khnnknhn LLLLLLL    

 

Nëse mbledhim (17a) me (17b) gjejmë se khkhkh FFLLL 52  , kështu që  

 

kh

n

khnnknhn FFLLLL 5)1( 1

                                                                             (20b) 

 

 Nxjerrim marëdhënie të mëtejshme duke i specifikuar termet  . Për shembull, për 0k  

në (18) definojmë iH  me iF , atëherë 

 

h

n

hnnnhn FGFGFG 0

1)1( 

   

 

Zëvendësojmë hn   me m  dhe përdorim (2). Marrim 
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mn

m

nm

n

mnnm FGFGFGFG 

  00

1 )1()1(                                                            (21) 

 

Kjo formulë tregon se çdo varg Fibonaci i përgjithësuar përcaktohet me dy elemente, sepse 

elementet e tjera mund të interpolohen. Natyrisht, elementet e interpoloara nuk do të 

reultojnë gjithmonë të jenë numra të plotë. 

Tani marrim khn  ,0 . Nga barazimi (20b) nxjerrim 

 
2

2

2 52 hhh FLL                                                                                                             (22) 

 

Nga (22) dhe (17c) rrjedh se 

 
2

2 5)1(2 h

h

h FL                                                                                                           (23) 

 

dhe nga (23) dhe (17c) rrjedh 

 
122 )1(45  h

hh LF                                                                                                         (24) 

 

 Tani përqendrohemi në formulën (24), një rast i veçant i të ashtuquajturit ekuacioni Pell. 

Formula (24) tregon se hF  dhe hL  nuk mund të ken ndonjë pjestues të përbashkët më të 

madh se 2, dhe se hF  dhe hL  ose jan çift, ose të dyja janë tek. 

Shkruani formulën (24) për dy vlera të njëpasnjëshme të h  dhe shtoni ato. Atëherë 

 

12

2

1

22

1

2 5)(5   hnnhh FLLFF                                                                                   (25) 

 

Tani shqyrtojmë (24) veçmas për h  tek, dhe për h h çift si dhe studioni zgjidhjet me numra 

të plotë. Le të jetë xFh   dhe yLh  . 

a) h  është çift 

45 22  yx  

)3,1(),( yx  është një zgjidhje. 

Nëse ),( yx  është një zgjidhje, atëherë është kështu 

 









 )35(

2

1
),3(

2

1
yxyx  

 

Tani 
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21111 )3(
2

1
)3(

2

1
)3(

2

1
  iiiiiiiiii FFFFFFFFLF                         (26) 

 

dhe 

 

21211 )3(
2

1
)3(

2

1
)35(

2

1
  iiiiiiiiiii LLLLLLLLLLF                (27) 

 

Duke filluar me )3,1(),( 22 LF  e gjenerojmë në këtë mënyrë 

),,(),,( 6644 LFLF  e kështu me rradhë për ndonjë term  

b) h  është tek 

45 22  yx  

)1,1(),( yx  është një zgjidhje, dhe saktësisht në të njejtën mënyrë si edhe për h  

gjenerojmë duke filluar me )1,1(),( 11 LF  

),(),,( 5533 LFFF  dhe kështu me rradhë për termet tek. 

Atëherë të gjitha grupet e zgjidhjeve të ekuacioneve 

 
nyx )1(45 22   

 

përfshijnë çiftet ),( nn LyFx  . (Fig.1) 

Në fakt mund të themi më shumë. Zgjidhjet që ne kemi paraqitur janë të vetmet çifte 

të plota pozitive të zgjidhjeve të dy ekuacioneve të Pell-it. 

Prova: Formula e mëposhtme vlen për të gjitha 5x : nëse ekziston një y  i tillë që 

225 yx   i barabartë me 4 



 
19 

 
 

Fig.1.2.( Grafiku i funskionit) 

ose me -4, atëherë ekziston një term  n   i tillë që nFx   dhe nLy  .(Ky rast është për 

3,2,1x  ose 5; vlerat përkatëse të y  janë 1,4,7 ose 11). 

Tani nëse 45 22  yx , ose e barabartë me -4, dhe x  është më i madh se 1, atëherë 

y  është më i madh se x . 

Njehsojmë 

 

)3(
2

1
1 yxx    dhe  )5(

2

1
1 yxy   

)3(
2

1
1 iii yxx    dhe  )5(

2

1
1 iii yxy   

 

Kjo procedurë është e kundërt me atë që kemi përdorur për të gjeneruar çiftet ),( ii LF

, duke filluar me ),( 11 LF , ose me ),( 22 LF . Kemi xx 1 , dhe nëse përsërisim 

llogaritjet duhet të arrijmë disa 51 x  dhe për këtë arsye nini LyFx  ,  për çfardo 

n .Kthejeni procedurën dhe llogariteni nga çiftet ),( ii yx   
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),(),...,,(),,( 2211 yxyxyx iiii 
 

 

Nga këto hapa kemi  ),)(,( 1122  nnnn LFLF  dhe si përfundim ),( yx  që është përsëri 

një çift ),( ii LF . 

 Konsiderojmë matricën 

 
1

0

12

01

12

01

12

21

1

1

1
...


























































n

nn

nn

nn

nn

FF

FF

GG

GG

FF

FF

GG

GG

GG

GG
 

 

Duke zëvendësuar matricat me përcaktorë marrim 

 

)()1( 20

2

1

2

11 GGGGGG n

nnn                                                                              (28) 

 

dhe në përgjithësi 

 
n

nnn FFF )1(2

11                                                                                                    (29) 

 

Formula (20a), për 1,1  kh . Formula (29) është burim i një numri rezultatesh 

domethënëse që do ti paraqesim disa prej tyre. 

a) Kurioziteti i mëposhtëm duket se është me origjinë të vjetër i përmendur në shumë 

leksione të enigmave dhe paradokseve. Për shembull pritni një katror në nF  pjesë si 

në figurën 2a dhe ribashkojini ato në një drejtkëndësh me brinjë 1nF  dhe 1nF . 

Sipërfaqet e katrorit dhe të drejtkëndëshit ndryshojnë nga 1, pavarësisht nga katrori 

original (fig 2b). Prandaj duhet të pranojmë një boshllëk ose një mbivendosje në 

drejtkëndësh  në varësi të faktit nëse termi nF  është çift ose tek.. Figura 2 ka të bëjë 

me rastet 4n  dhe 5n . Boshllëku ose mbivendosja ka gjithmonë sipërfaqen 1 

pavarësisht prej n  ajo do të jetë më pak e dukshme sa më e madhe të jetë n . Paradoksi 

zakonisht formulohet për 86 F  ku boshllëku vështir se vërehet. Diagrami shfaqet më 

pas për të vërtetuar se 6375 FF  është e barabartë me 642

6 F . 

Nëse përdorim numrat Lukas në vend të numrave Fibonaci atëher zona e boshllëkut 

ose mbivendosjes do të jetë 5 (shiko (20b) për 1,1  kh ). 

Në përgjithësi nëse përdorim iG , atëherë boshllëku ose mbivendosja do të jetë 

)( 20

2

1 GGG  (shiko formulën (28)). 

b) Kur n  është tek, atëherë formula (29) mund të shkruhet 
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Fig.1.3. ( Ilustrimi kur n është tek) 

2

11 1 nnn FFF   

 

Shumëzojmë të dy anët me 2nF  dhe më pas zbritni nF  nga të dy anët, duke mbajtur 

mend 12   nnn FFF . Kjo na jep 

 

nnnnnnn FFFFFFF   2

2

1211  

 

Shumëzojmë përsëri me 2nF  për të marrë  

 

)1()1( 222121   nnnnnnnn FFFFFFFF  

 

Le të jetë qFFpFF nnnn   1,1 2121 , prandaj 2 nn FFqp . Atëherë ekuacioni 

lexohet kështu 

 

)1)(()2)(1(  qpqpqp  
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Ekuacionin mund ta shkruajmë edhe në këtë formë duke përdorur koeficientët 

binomial 

 

























21

1

q

p

q

p
 

 

ky ekuacion zgjidhet me p  dhe q  siç është dhënë më lart, por sa i përket numrave 

Fibonaci kur n  është tek. Për shembull, kur 3n , atëherë 4,14  qp , dhe  

 

3003
6

14

5

15


















 

 

(Për 1n    ekuacioni është i parëndësishëm) 

c) Shkruani formulën (29) si më poshtë: 

 
n

nnnn FFFF )1(2

1

2

1    

 

Kështu pikat ),(),( 1 nn FFyx  shtrihen në dy hiperbolat 

 

122  xyxy  

 

në rrafshin Euklidian. Ky ekuacion mund të shkruhet  

 

1)/)((   xyxy  

 

ku 

 

)51(
2

1
  

 

Tregon se dy hiperbolat kan të njejtat asimptoda ortogonale me njëra tjetrën, dmth. 

 

0 xy    dhe  0/  xy  

 

(shih figurën 1.4.) 

 

Këndi arktanit (lambda) është përafërsisht '01758 . Pjerrtësia e asimptodës së pare të 

përmendur tregon gjithashtu se raportet )/( 1 nn FF  (dmth. xy / ) konvergjojnë në 
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(lambda). Mund të themi më sumë për pikat ),( xy  në hiperbolë: ato janë të vetmet 

koordinata të plota positive në këto kthesa. E tregojmë atë si më poshtë: 

(i) Le të jetë 0,0,122  yxxxyy . Atëherëmund të gjejmë një numër të 

plotë i  pozitiv i tillë që 122 ,  ii FyFx . 

 

Fig.1.4. ( Grafiku i lakores) 

Vërtetimi me induksion. Pohimi është i vërtetë për )2,1(2,1 32  FFyx . Tani le 

të jetë 1x , prandaj 2y . Supozojmë se pohimi është i vërtetë për të gjitha 0x  në 

mënyrë që xx  00  dhe për 0y  përkatëse. Atëherë mund të tregojmë se gjithashtu 

vërtet vlen edhe për x  dhe për y  përkatës. 

Konsiderojmë yxx  20  dhe xyy 0 . Këto vlera plotësojnë 
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1222

000

2

0  xyxyxxyy  

dhe shohim se 00 x   dhe 
00 y , kështu që vërejmë se pohimi vlen. 

Në të vërtetë 222 1)1( yxyxx  (kujto 2y ) që do të thotë se  

yxxxy  2,1 0  dhe 00 y . Për më tepër  

yxyyxxxyxxyxy 21 222   

që do të thotë se 020  yxx  . 

Kemi filluar nga supozimi se mund të gjejmë i  të tillë që iFx 20   dhe 120  iFy .  

Por pastaj 

2200  iFyxx   dhe  3212220   iii FFFyxy  

(ii) Le të jetë 0,0,122  yxxyxy . Atëherë 

 

1)()()( 2222  xyxyyyyxyx , 

 

mund të gjejmë i  të tillë që 122 ,  ii FyxFy , prandaj 12  iFx . 

Tani kemi një hap të shkurtër për të vërtetuar se grupi i numrave Fibonaci 

është saktësisht bashkësia e vlerave positive të polinomit 

 

Pxyxyy  )][2( 222  , për ,...2,1x  dhe ,...2,1y . 

 

Për tu bërë P  pozitive kur y   është pozitiv, duhet të kemi 122  xyxy   

(është e lehtë të shihet që 222 )( xyxy   është më e vogël se 2, dhe është 

positive). Atëherë mund të gjejmë, për çdo y , një x  të tillë që x  dhe y  janë 

të dy numra Fibonaci, dhe Py  . (Kur x  dhe y  nuk janë një çift numrash 

Fibonaci të njëpasnjëshëm, atëherë P  është negative kur x  dhe y  janë të dy 

pozitiv). 

Në të njejtën mënyrë mund të vërtetohet se bashkësia e numrave Lukas është 

pikërisht bashkësia e vlerave pozitive të polinomit 

 

)]25)[(1( 2222  xyxyy   
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për ,...2,1x   dhe ,...2,1y  

Në këtë rast x  dhe y  janë një çift numrash Lukas të njëpasnjëshëm. Prova 

fillon duke shkruar formulën (28) për ii LG   dhe kemi 

 
12

1

2

1 )1(5 

  n

nnnn LLLL .  (Vajda, Fibonacci&Lucas numbers, and the 

golden section, 1989) 

 

2. Koeficientët binomial 

Le të jenë n  dhe k  numra të plotë jo negative. Koeficienti binomial 








k

n
 është përcaktuar 

nga 
























0
)!(!

!

knk

n

k

n
    nëse nk 0 . 

 
Fig.1.5.( Paskal ) 

Ka raste kur duhet të llogarisim koeficientët binomial 








k

n
 dhe 









 kn

n
. Teorema në 

vazhdim tregon se ato janë vërtetë të barabarta; kjo mund ta lehtësojë punën ton. 
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Teoremë 2.1: Le të jetë nk 0 . Atëherë 














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n

k

n
. Për shembull, 

.130,53
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























 

Teorema tjetër jep një përsëritje të plotësuar nga koeficientët binomial. Sipas 

matematikanit dhe fizikantit të shquar është quajtur identiteti i Paskalit. 

Teoremë 2.2: (Identiteti i Paskalit). Le të jenë n  dhe k  numra të plotë pozitiv, ku nk  . 

Atëherë 








 























k

n

k

n

k

n 1

1

1
.  (Koshy, 2018) 

 

 

2.1. Trekëndëshi i Paskalit 
 

Trekëndëshi i Paskalit një ndërtim shumë i mirënjohur në matematikë, ngërthen shumë veti të 

bukura. Numrat e ndërtuar këtu fillimisht lindën nga studimet Hindu të kombinatorikës të cilat do 

të përcaktohen më vonë.  

Numrat 








k

n
 janë koeficientët e zgjedrimit binomial, ata formojnë trekëndëshin e famshëm të 

Pascalit. 

 

Fig.1.6. ( Trekëndëshi i Paskalit) 

Nëse përdorim renditjen si në figurën e mëposhtme, duke filluar me rreshtin 0, pastaj rreshtin 1, 

rreshtin 2, … , dhe në secilin rresht kemi indeksin e numrave, pastaj indeksin e numrave 1, 2, …, 

atëher indeksi i numrave k  në rreshtin n  është 








k

n
. 
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Fig.1.7. (Rreshtat e trekëndëshit të Paskalit)  

Për shembull, në figurën më lart mund të shohim në rreshtin e 4, kemi numrat 1, 4, 6, 4, 1, ato janë 

pikërisht vlerat e 
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4
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3
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4
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4
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4
. 

Në vazhdim do të vërtetojmë identitetin e më poshtëm të vargut Fibonacci 


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 









nuv

n
u

v
F 1  

Le ta vërtetojmë atë për disa vlera të n-t 
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Këto ekuacione na japin një lidhje interesante në mes trekëndëshit të Pascalit dhe vargut Fibonacci. 

Shohim figurën e mëposhtme, nëse i mbledhim numrat në diagonalet e trekëndëshit të Pascalit 

atëherë shumat janë numrat e Fibonaccit. 
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Fig.1.8. ( Rendi Fibonaci tek trekëndëhi i Paskalit) 

Shuma në diagonale: 13
3
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4

1

5

0

6
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
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F   

(https://mathgardenblog.blogspot.com/2013/02/fibonacci3.html, n.d.) 

Teoremë 2.3: (teorema e binomit). Le të jenë x  dhe y  numra të çfarëdoshëm real, dhe n  

një numër i çfarëdoshëm i plotë jo negative. Atëherë 





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n
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Teorema e binomit ka disa rezultate dytësore interesante dhe të dobishme. Ato janë dhënë 

në dy konkluzionet e ardhshme. 
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2.2. Shtigjet Fibonaci të një torre në tabelën e shahut 
 

Në vitin 1970 Edward T. Frankel nga New York tregoi se numrat Fibonaci  mund të nxirren duke 

numëruar numrin e shtigjeve të ndryshme të hapura për një torrë në një tabelë shahu të zbrazët 

nga një cep në këndin e kundërt, ku janë lëvizjet e saj të kufizuar nga një model gardhesh 

horizontale dhe vertikale  

Për ta pare këtë, merrni parasysh rreshtat 0 deri në 7. Këtë here, justifikoni elementet në të majtë 

të çdo rreshti dhe më pas lëvizni lart çdo kolone j  me element j , ku 0j . Me fjalë të tjera, 

rrotullojeni trekëndëshin e Paskalit në të majtë për 45°. Figura në vazhdim tregon rezultatin e 

vargut 8 x 8. Çdo rritje e diagonales të këtij vargu është një rresht I trekëndëshit të Paskalit. 

 

Fig.1.9.( Rritja e diagonales) 

(Koshy, Fibonacci&Lucas numbers with apllication volume 5.1) 
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2.3. Matricat Fibonacci 
 

Aplikimi i matricave në teorinë e numrave Fibonaci dhe Lukas sjell shembuj të shkëlqyer. Në 

vazhdim to të paraqesim disa sqarime në lidhje me matricat dhe përcaktorët. 

 

2.3.1. Q-Matrica 

 

Duke përdorur vetit e matricave të dhëna shtojcë, ne mund të demostrojmë një lidhje të ngushtë në 

mes matricave dhe numrave Fibonaci. Për këtë qëllim konsiderojmë matricën 











01

11
Q  

Kjo matricë, e quajtur Q-matrica, është studiuar nga Charles H. King në vitin 1960 për tezën e tij 

të masterit. Vërejmë se 1Q . Gjithashtu kemi: 
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Po ashtu 
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





23

35
4Q  

Mund të shohim një model që shfaqet. Në përgjithësi, kemi rezultatin në vijim. 

Teoremë 2.4: Le të jetë 1n . Atëherë 
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Prova. [sipas rregullës së induksionit matematik]. Kur 1n , 
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atëherë rezultati është i vërtetë. Tani supozojmë se është i vërtetë për një numër të plotë pozitiv të 

rëndomt k : 
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Kështu që rezultati rrjedh nga rregulla e induksionit matematik. 

 

2.3.2. M-Matrica 

 

Në vend të Q-matricës konsiderojmë M-matricën e lidhur ngusht të studiuar në vitim 1983 nga 

Sam Moore: 
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Mund të shohim nga rregulla e induksionit matematik se 
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
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Domethënë, vargu }/{ 12 n

n FM  i matricave Fibonaci me hyrjet kryesore 1 konvergjon në matricën 














1

1
 

Gjithashtu vargu }/{ 12 n

n FQ  konvergjon në matricën 
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2.3.3.  R-matrica 

 

Konsiderojmë R-matricën, që i përgjigjet Q-matricës: 
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










12

21
R  

R-matrica është prezentuar nga Hoggatt dhe Ruggles në vitin 1963. Rikujtojmë që 

nnnnnnnn LLFFFLFF 25,2,2 1111   , dhe nnn LLF  125  Duke përdorur këto formula 

kemi 






































1

1

1

1

12

21

nn

nn

nn

nnn

LL

LL

FF

FF
RQ  

Duke përdorur njërën nga teoremat kjo nënkupton 

1

1

1

1

12

21










 nn

nn

nn

nn

LL

LL

FF

FF
 

 

2.3.4. Formula e Cassinit dhe rregulla e Cramerit 

 

Në vijim do të tregojmë se sim und ta përdorim rregullën e Cramerit për sisteme lineare 22x  për 

të nxjerrur formulën e Cassinit. Në fillim e rishiojmë rregullën.  
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Sistemi linear 22x  

fdycx

ebyax




 

ka një zgjidhje të veçantë atëherë dhe vetëm atëherë kur 0bcad . Kjo është e dhënë nga 

dc

ba

ef

be

x         

dc

ba

fc

ea

y   

Sidomos marrim parasysh sistemin: 

21

11









nnn

nnn

FyFxF

FyFxF
 

Meqë 1),( 1 kk FF , në saje të relacionit të përsëritjes së Fibonacit, yx 1  është zgjidhja e 

veçantë e këti sistemi. Kështu që sipas rregullës së Cramerit,  

1

1

1

21

1











nn

nn

nn

nn

FF

FF

FF

FF

y  

Pra, 11

22

12   nnnnnn FFFFFF Domethënë, )( 2

11

2

12 nnnnnn FFFFFF    

Le të jetë 2

11 nnnn FFFp   .Atëherë ky ekuacion jep relacionin e përsëritjes 1 nn pp , ku 

12

1201  FFFp . Duke zgjidhur këtë relacion të përsëritjes kemi n

np )1( . Kështu që 

n

nnn FFF )1(2

11  , ku 1n . 

 

2.5. Përcaktorët Fibonaci 
 

Tani do të flasim për një dukuri shtesë të numrave Lucas në teorinë e grafeve dhe pastaj edhe për 

përcaktorë Fibonaci dhe Lucas. 

Para se të tregojmë rezultatin kryesor , duhet të vendosim bazat me dy lema dhe një fjalor bazik. 

Lema 1: Le të përfaqësoj nA  matricën nn  
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31...0000

1...

0...1310

0...0131

0...0013











 

Pastaj 22  nn FA . 

Prova. [sipas rregullës së induksionit matematik]. Meqë 43 FAn   dhe  62 8
31

13
FA 






,  rezultati është i vërtetë vetëm kur 1n  dhe 2n . 

Supozojmë se është e vërtetë për çdo numër të plotë pozitiv nk  . Zgjerojmë nA  nga rreshti i 

parë, 

21

1

3

31...000

1...

0...130

0...011

3

















nn

nn

AA

AA
 

2)2(22)1(23   nn FF    nga hipoteza induktive 

22223   nnn FFF  

 

Kështu që, rezultati është i vërtetë për çdo 1n . 

Lema 2: Le të përfaqësojë nB  matricën nn : 

31...0001

13...

00...1310

00...0131

10...0013











 

ku ]1[1 B  dhe 
32

23
2




B . Atëherë 22  nn LB  
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Prova. Meqë  21 21  LB  dhe 25 42  LB , rezultati është i vërtetë atëherë kur 1n  dhe 

2n . Kështu supozojmë që 3n . 

Zgjerojmë nB  nga rreshti i pare, ][)1(3 1

2

11 



  n

n

nnn SRAB , ku 

31...0000

13...

00...1310

00...0130

00...0011











mR  

dhe 

10...0001

31...0000

13...

00...3100

00...1310

00...0131













mS  

Zgjerojmë mR  nga shtylla e pare, 

1

1)1()1(

10...000

...

00...131

00...013

00...001

)1(

2

1

1

1

1























m

m

mm

m

m

mm

F

AA

AR

 

Zgjerojmë mS  nga shtylla e pare, 

2

223

)1()1()1()1(3

)1()1(

)1)(1()1(

2

222

22

1

22

2

1

1





















n

nn

n

nn

mnn

m

m

m

mm

m

L

FF

FFFB

F

AS
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2.6. Singulariteti i matricave Fibonaci 
 

Një matric katrore A  është singular nëse 0A . Për shembull, matrica 








86

43
 është singulare 

nëse 04683 A  

Një matricë nnijn aM  )(   quhet matrica Fibonaci nëse përmban numrat e pare Fibonaci 2n  në 

mënyrë që  ,...,,,...,, 121122111  nnn FaFaFaFa  dhe 2

nnn Fa  . Kështu që jniij Fa  )1( , ku 

nji  ,1  

Për shembull,  11 M , 











32

11
2M    



















342113

853

211

3M     dhe    





















987610377233

144895534

211385

3211

4M  

Qartazi, 01 M  dhe 02 M . Por 

0

88013

223

001

3 M  

Duke përdorur operacione elementare të shtyllave, është lehtë të verifikojmë që   04 M . Kështu 

që 3M  dhe 4M  janë matrica singular. 

Më përgjithësisht, kemi teoremën në vijim, që është në dukje në vitin 1995 nga Graham Fisher. 

Para se ta shohim proven, na duhet lema në vijim:  

Lema 3: Le të jenë rqnm ,,,  numra të plotë pozitiv, dhe nG  numri Fibonaci i n -të i përgjithësuar. 

Pastaj 

0







nmrmrr

nmqmqq

nmpmpp

GGG

GGG

GGG

 

Prova. Meqë nmnmnm FGFGG 11   , rrjedh që 
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nmknmknmk FGFGG 11                                                                                  (30) 

Mund të shkruajm përcaktorin e dhënë D  si 

 

Zbresim shtyllën e tretë prej të dytës: 

12

12

12









mrmrr

mqmqq

mpmpp

n

GGG

GGG

GGG

F  

Zbresim shtyllën e dytë prej të tretës: 

32

32

32









mrmrr

mqmqq

mpmpp

n

GGG

GGG

GGG

F  

Duke vazhduar në këtë mënyrë, mund të reduktojmë indeksat  e elementeve në shtyllën dy dhe tre 

dhe më shumë. Në një faze të caktuar kur m   është çift, shtyllat një dhe dy do të jenë identike; kur 

m  është tek, shtyllat një dhe tre do të jenë identike. Në të dyja rastet, 0D . 

Teorema 2.5: 0nM , ku 3n . 

Prova. Meqë rezultati për 3n , supozojmë se është e vërtetë për 0:  kMkn , ku 3k . 

Marrim parasysh 1kM . Zgjerojmë 1kM  nga rreshti i parë dhe prej kofaktorëve që rezultojnë, 

mund të shprehim 1kM  si një kombinim linear të një mori matricash 33 . Le të jetë 

876

543

21

UUU

UUU

UUF

M

m

  

ku çdo iU  është një element Fibonaci që ëhtë pjesë e M -së. Meqë e zgjeruam 1kM  dhe 

kofaktorët pasues nga rreshtat e tyre të pare, M  ruan renditjen e njejtë të rreshtave si në 1kM , 

kështu që rmFU   dhe rmFU 26  , ku 1r . Atëherë 

trmsrmrm

trmsrmrm

tmsmm

FFF

FFF

FFF

M









222
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ku 1, ts . Nga Lema 3 rrjedh se 0M . Meqë çdo matricë 33  M  është singulare, rrjedh se 

1kM  është singulare. Kështu që, sipas rregullës së induksionit matematik, nM  është singulare për 

çdo 3n . 

Për shembull, 

0

030200

32

151413

11109

765

161413

12109

865

161513

12119

875

161514

121110

876

4







FFF

FFF

FFF

FFF

FFF

FFF

FFF

FFF

FFF

FFF

FFF

FFF

M

 

Kështu që 4M  është singular.  (Koshy, Fibonacci & Lucas numbers with apllication ) 

 

2.7. Polinomet e Fibonacit 
 

Klasat e mëdha të polinomeve mund të përcaktohen  nga marrëdhëniet e ngjajshme me Fibonaci, 

dhe ato japin numra Fibonaci. Polinomet e tilla quhen polinomet e Fibonacit që jan studiuar nga 

matematicienti belg Eugene Charles Catalan në vitin 1883 dhe matematicienti gjerman 

E.Jacobsthal. Polinomet )(xfn  të studiuar nga Catalan janë përcaktuar nga marrëdhëniet e 

përsëritura 

)()()( 21 xfxxfxf nnn                                                                      (31) 

ku ,)(,1)( 21 xxfxf   dhe 3n . Ato u studiuan më tej në vitin 1966 nga M.N.S. Swamy.  

Polinomet Fibonaci të studiuara nga Jacobsthal ishin përcaktuar na )()()( 21 xxJxJxJ nnn   , ku 

)(1)( 21 xJxJ  . Në vazhdim i drejtohemi klasës së polinomeve të Fibonacit të paraqitura nga 

Catalan.  
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2.8. Polinomet e Fibonacit të Catalanit 
 

Dhjetë anëtarët e parë të kësaj familje Fibonai janë: 

13)(

2)(

1)(

)(

1)(

24

5

3

4

2

3

2

1











xxxf

xxxf

xxf

xxf

xf

 

Këtu bëjmë një vëzhgim interesant ii Ff )1(  për 101  i . Në fakt, nn Ff )1(  për çdo n ; kjo 

rrjedh drejtpërdrejt nga relacioni i përsëritjes. Përveç kësaj shkalla e )(xfn  është 1n , ku 1n .  

Në vazhdim bëjmë një tjetër vëzhgim interesant. Vërejmë se ,2)2(,1)2( 21  ff dhe 

)2()2(2)2( 21   nnn fff  ku  3n  . Kështu )2(nn fP   përcakton numrat e njohur Pell 1, 2, 5, 

12, 29, … 

Mund të zgjerojmë përkufizimin e polinomeve Fibonaci gjithashtu me indeksa negative 

)()()( 1 xfxf n

n

n



   

Vërejmë se 0)(0 xf  
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Tabela 1.1 (Tabela paraqet koeficientët e ndryshëm të dhjetë polinomeve të para të 

Fibonacit, kur renditen sipas eksponentëve në rritje) 

 

Në vazhdim japim tre vëzhgime të rëndësishme: 

 Elementet në çdo diagonal në rritje në rreshtin n2  janë zero 

 Diagonalet alternative në rritje formojnë rreshtat Paskal të ndryshme 

 Shuma e elementeve në diagonalen rritëse të n -të është 22 2/)1( n , ku n  është tek. Për 

shembull, shuma e numrave në rreshtin 7 është 81331   
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Tabela 1.2. (Një formulë eksplicite për )(xfn
) 

 

Në vitin 1970, Marjorie Bicknell tregoi se polinomet Fibonaci mund të ndërtohen duke përdorur 

zgjerimet binomiale 
nx )1(  , ku 0n . Shuma e elementeve përgjatë diagonaleve në rritje në 

tabelën 1.2. prodhon polinomet Fibonaci të ndryshme. Për shembull, shuma e elementeve përgjatë 

fillimit të diagonales në rreshtin 4 13 24  xx , i cili është )(5 xf ; në mënyrë të ngjajshme duke 

filluar nga rreshti i gjashtë diagonalja jep )(7 xf . 

 

2.9. Formula eksplicite për )(xfn  

 

Në përgjithësi, shuma e elementeve përgjatë diagonales fillon në rreshtin n  është )(1 xfn ; që është, 

 






 






 


2/

0

2

1 )(
n

j

jn

n x
j

jn
xf          0n  

 















 


2/)1(

0

12
1

)(
n

j

jn

n x
j

jn
xf       0n                                                               (32) 

                  

Për shembull, 
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13

0

2

1

3

0

4

4
)(

24

024

2

0

24

5






































 
 

xx

xxx

x
j

j
xf j

 

që provuam më herët. 

 

 

3. Numrat Fibonaci në natyrë 

3.1. Fibonaci dhe lulet 
 

Numri i petaleve në disa lule është shpesh numër Fibonaci. Për shembull, numrojmë numrin e 

petaleve në lulet që paraqiten në figurën më poshtë. Lulja me emrin “nata e magjistareve” ka dy 

petale, iris dhe trillium tre, trëndafili i egër pesë, delfinium dhe kozmos tetë petale. Shumica e 

margaritareve kanë 13, 21, ose 34 petale; kemi edhe margaritarë me 55 dhe 89 petale. Tabela 

paraqet numrat Fibonaci të petaleve në shumëllojshmëri të luleve. Edhe pse disa bimë të tilla si 

lule vajza dhe irisi shfaqin gjithmonë të njejtin numër të petaleve e disa jo. Për shembull kur 

delfiniumi lulëzon nganjëherë ka 5 petale dhe nganjëherë 8, margaritari michaelmas ka 55 petale, 

derisa disa kanë 89 petale. 

Kryqëzimi i një molle krijon një formë të pesëkëndëshit me pesë bishtaja. Ylli i detit, me pesë 

këmbë gjithashtu paraqet numër Fibonaci. 

 

Fig.1.10. ( Lulet me petale) 
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Tabela 1.3. ( Numri i petaleve) 

 

   

Fig.1.11. ( Ylli i detit) 

3.2. Fibonaci dhe lule dielli 
 

Lule dielli i pjekur shfaq numrat Fibonaci në një mënyrë unike dhe të jashtëzakonshme. Farat e 

luleve janë të paketuara në dy spirale të dallueshme, që fillon nga qendra e kokës në skajin e 

jashtëm (fig.1.12). Njëra shkon në drejtim të akrepave të orës dhe tjetra në drejtim të kundërt. 

Studimet kan treguar se megjithëse ka përjashtime, numri i spiraleve, në përgjithësi është i lidhur 

me numrat Fibonaci; zakonisht, ato janë 34 dhe 55. Hoggatt tregon për një luledilli të madh me 89 

spirale në drejtim të akrepave të orës dhe 55 në drejtim të kundërt, dhe një lule gjigante me 144 

spirale në drejtim të akrepave të orës dhe 89 në drejtim të kundërt. 

   

Fig.1.12. ( Spiralja tek lule dielli) 

3.3. Fibonaci, pishat, artiçoka dhe ananasi 
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Modelet e luspave tek pishat, artiçokët dhe ananaset ofrojnë shembujt të shkëlqyshëm të numrave 

Fibonaci. Në fakt luspat janë gjethe të modifikuara të renditura ngusht në kërcell të shkurtër dhe 

ato formojnë dy grupe spiralesh të qujatura parastichies. Disa spirale janë në drejtim të krepave të 

orës dhe pjesa tjetër, sikur tek luledielli. Numrat e spiraleve janë shpesh të renditura si numra 

Fibonaci. Disa kone kanë 3 spirale në drejtim të akrepave të orës dhe 5 në drejtim të kundërt, disa 

kanë 5 dhe 8, dhe disa 8 dhe 13. Është mjaft interesante që disa pisha shfaqin tre modele të 

ndryshme spiralesh. Numrat e tyre siç do të shihni janë numra Fibonaci të renditur. 

Artiçokët tregojnë një model të ngjajshëm, me numrin e spiraleve në të dy drejtimet të lidhura 

ngusht me numrat Fibonaci. Zakonisht,  janë 3 spirale në drejtim të akrepave të orës dhe 5 në 

drejtim të kundërt. 

   

  

Fig.1.13. ( Spiralja tek pisha) 
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Fig.1.14. ( Spiralja tek artiçoka) 

(https://www.google.com/search?q=artichoke+spirals+fibonacci&tbm=isch&ved=2ahUKEwiP9

emb3a33AhUph_0HHbRbCVgQ2-

cCegQIABAA&oq=arti&gs_lcp=CgNpbWcQARgAMgcIIxDvAxAnMgcIIxDvAxAnMggIABC

ABBCxAzIICAAQgAQQsQMyCAgAEIAEELEDMggIABCABBCxAzIICAAQgAQQsQMyC

AgAEIAEELEDMggIA, n.d.) 

Luspat e ananasit janë në formë pothuajse gjashtëkëndore; Shih figurën 1.15. Gjashtëkëndëshat 

përshkruajn një rrafsh në mënyrë të përsosur, luspat prej tri modeleve të ndryshme të spiraleve. 

Edhe njëherë, numrat e spiraleve janë numra Fibonaci të renditur 8,13 dhe 21.  
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Fig.1.15. ( Numri i spiraleve tek ananasi) 

(https://www.google.com/search?q=pinapple+spiraes+fiboncai&tbm=isch&ved=2ahUKEwi03p2

bia33AhUThf0HHZ-lDoMQ2-

cCegQIABAA&oq=pinapple+spiraes+fiboncai&gs_lcp=CgNpbWcQA1DrBljUQGDcQmgAcA

B4AIABgwKIAfEKkgEFMC45LjGYAQCgAQGqAQtnd3Mtd2l6LWltZ8ABAQ&sclient=img

&ei=ZnRl, n.d.) 

 

 

Fig.1.16. (Modeli gjashtkëndësh i luspave) 

(https://www.google.com/imgres?imgurl=https%3A%2F%2Fcraftofcoding.files.wordpress.com

%2F2020%2F05%2Fpineapplehexpattern.jpg&imgrefurl=https%3A%2F%2Fcraftofcoding.word
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press.com%2F2020%2F05%2F28%2Ffibonacci-and-

pineapples%2F&tbnid=aEtohDW06DLcSM&vet=12ahUKEw, n.d.) 

 

3.4. Fibonaci dhe bletët meshkuj 
 

Bletët meshkuj vijnë nga vezët e pa fertilizuara, kështu një bletë mashkull (M) ka nënë por nuk ka 

baba. Në anën tjetër, bleta femër (F) është krijuar nga veza e fertilizuar, kështu që ka të dy prindërit, 

Figura 1.17 paraqet pemën gjenealogjike për dronet e shtatë gjeneratave..Numrojmë numrin e 

përgjithshëm të bletave në nivelin tjetër që është në gjeneratën tjetër. Është një numër Fibonaci, 

siç na paraqet tabela 1.4.  

  

Fig.1.17. (Pema familjare e bletës mashkull) 

 

 

Tabela 1.4. (Gjenerata e bletave) 

Gjenerata 1    2    3    4    5    6    7    8 

Numri i bletave femra 

Numri i bletave meshkuj 

0   1    1    2    3    5    8    13 

1    0    1    1    2    3    5    8 

Numri i përgjithshëm i bleta 1    1    2    3    5    8    13    21 
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Le të jetë 
nn ba ,  dhe 

nt  tregojmë numrin e bletave femra, numrin e bletave meshkuj, dhe numrin 

e përgjitshëm të bletave në gjeneratën n , rrespektivisht, kur 1n . Shihet qartë se, 1,0 11  ba . 

Prej droneve që kanë saktësisht një prind, në vazhdim kemi 111,   nnnnn baaab  dhe 

nnn bat  . Prej 01 a  dhe 12 a , 21   nnn aaa , shohim që 1 nn Fa . 

Atëherë 
11   nnnnnn aaabat  ku 121  at  dhe 132  at ; kështu që 

nn Ft  . 

Kështu numri i paraardhësve të dronit në gjeneratën n  është nF . 

 

3.5. Fibonaci dhe bletët 
 

Konsiderojmë dy rreshta qelizash të renditura në një koshere të pafundme bletash, si në figurën 

1.18. Dëshirojmë të gjejmë numrin e shtigjeve nga të cilat bleta mund të ecë ngadal nga një qelizë 

në qelizën ngjitur. Mund të lëviz në drejtim të përgjithshëm dmth. në të djathtë. 

 

Fig.1.18. ( Rrugët ku lëviz bleta) 

Le të shënojmë me nb  numrine shtigjeve të ndryshme për qelizën e n  -të. Meqenëse ka pikërisht 

një shteg për te qeliza A, ;11 b  shohim figurën 1.19. Ka dy shtigje të mundshme për në qelizën 

B, si në figurën 1.19 . Kështu që 22 b . Ka tri shtigje të mundshme ku bleta mund të merr për te 

qeliza C; kështu që 33 b . Ka pesë shtigje që bleta mund të merr për te qeliza D. Rrjedhimisht, 

54 b . Gjithashtu, 85 b . 
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Fig.1.19. ( Lëvizja e bletës nëpër rrugë) 
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Shihet në mënyrë të qartë që na shfaqet një model siç tregon tabela 1.5. Në mënyrë induktive nga 

kjo rrjedh se kemi 1 nn Fb  një shteg të mundur që bleta mund të shkojë ngadal tek qeliza n . 

Tabela 1.5. (Numri i shtigjeve) 

n  1     2     3     4     5     …     n 

nb  1     2     3     5     8     …     ? 

 

3.6. Fibonaci dhe trajtimi i ujrave te zeza 
 

Shembull:  Ka n  qytete në bregun e një lumi. Ujërat e zeza shkarkohen të pa trajtuara dhe e ndotin 

ujin në përrua, kështu që qytetet do të donin të ndërtonin impiante trajtimi për të kontrolluar 

ndotjen. Është ekonomikisht e favorshme për të ndërtuar një ose më shumë impiante qendrore të 

trajtimit për gjatë kanalizimeve kryesore, dhe më pas për të dërguar ujërat e zeza nga çdo qytet në 

tjetrin. Nuk është ekonomike të ndash ujërat e zeza të një qyteti ndërmjet dy qyteteve të afërta, 

pasi kjo  do të kërkonte ndërtimin e dy kanalizimeve për një qytet. Gjeni numrin e zgjidhjeve 

ekonomikisht të realizueshme.  

Zgjidhja: Shënojmë me )(nf  numrin e zgjidhjeve ekonomike. Shohim 1)1( f  . 

Supozojmë 2n . Ka tri mundësi të mundshme të zgjidhjeve: Çdo qytet ka impiantin e vet, një 

impiant në qytetin 1, ose një impiant në qytetin 2; shohim figurën 1.20. Kështu 3)2( f . 
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Fig. 1.20. ( Rrjeti i ujrërave të zeza) 

Supozojmë që kemi tre qytete; shohim figuren 1.20.  Meqenëse nuk ka transferim të ujërave të 

zeza në mes qyteteve të afërta, çdo qytet mund të ndërtoj planin e vet të trajtimit, dërgoni ujërat e 

zeza në rrjedhën e sipërme )( , ose dërgoni ato në rrjedhën e poshtme )( . Shënojmë me 0 

asnjë transport ndërmjet qyteteve fqinje, me 1 tranportin në rrjedhën e sipërme dhe me 2 transportin 

në rrjedhën e poshtme. Figura 1.21 paraqet zgjidhje të ndryshme ekonomike. Atom und të 

përfaqësohen simbolikisht si më poshtë: 00  01  02  10  11  12  20  21  22,  ku 21 nuk është zgjidhje, 

meqenëse një qytet nuk mund të transferoj mbetjet si në rrjedhën e sipërme ashtu edhe në të 

poshtmen. Kështu 1)2(38)3(  ff . 

 

Fig.1.21. ( Mundësit e shtrirjes së rrjetit) 

Me 4n  qytete, ka 21)4( f  zgjidhje:  

 

Vërejmë që )2()3(3)4( fff  , pasi ka tri “fjalë” që përfundojnë me 21. 
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Në përgjithësi, marrim parasysh 1n  qytete me )1( nf  zgjidhje. Shtimi i një qyteti rrit numrin 

e zgjidhjeve në )(3 nf . Nga kjo duhet të zbresim numrin e fjalëve që mbarojnë me 21, përkatësisht 

)1( nf . Kështu )1()(3)1(  nfnfnf , ku 2n .  

Duke përdorur këtë përsëritje, vlera e )(nf  mund të llogaritet për vlera të ndryshme të n . Nga 

tabela 1.6. shohim se nFnf 2)(  . 

Tabela 1.6. (Numri i zgjidhjeve ekonomike) 

n  1      2     3     4       5          6      

)(nf  1     3      8     21     55     144      

 

Për të vërtetuar këtë formulë, shohim që 21)1( Ff   dhe 44)2( Ff  . Kjo mjafton për të 

treguar se nF2  plotëson përsëritjen Fibonaci: 

 

)1(

2

3)1()(3

22

222

122

222



















nf

F

FF

FF

FFnfnf

n

nn

nn

nn

 

Kështu nFnf 2)(  , ku 1n  që provuam. 

3.7. Fibonaci dhe atomet 
 

Numri atomik Z për një atom është numri i protoneve në të. Tabela periodike paraqet një interesim 

të marëdhënieve në mes numrit atomic për një gaz inert dhe numrave Fibonaci; Shohim tabelën 

1.7. 

Kemi gjashtë gazra inerte- heliumi, neoni, argoni, kriptoni, ksenoni dhe radoni- ato janë 

jashtëzakonisht kimikale stabile. Me përjashtimin e heliumit, numrat e tyre atomik janë 

përafërsisht të njejtë si numrat Fibonaci prej 7F  deri në 11F  si tabela 1.7. Llogarisim ]2/118/[ Z  

për çdo gaz. Rrjedh prej kolonës katër se secili prej tyre është një numër Fibonaci. 

Tabela 1.7...(Numri atomik dhe numri Fibonaci) 

Gazi inert Numri atomic Z                      Numri Fibonaci korespondues ]2/118/[ Z  
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Heliumi 

Neoni 

Argoni 

Kriptoni 

Ksenoni 

Radoni 

           2                                                           8 

          10                                                         13 

          18                                                         21 

          36                                                         34 

          54                                                         55 

          86                                                         89 

0 

1 

1 

2 

3 

5 

 

Bërthama e një atomi përbëhet nga dy lloje të grimcave: protonet dhe neutronet. Një proton ka një 

ngarkes të barabartë por të kundërt ndaj një elektroni, ndërsa një neutron është neutral. Shënojmë 

me N numrin e neutroneve në bërthamë. Bërthamat që kanë vlerat 2, 8, 14, 20, 28, 50, 82, ose 126 

për N ose Z konsiderohen më stabile se tjerat. (Origjina e këtyre numrave është mister). Llogarisim 

]2/110/[ N  për çdo N. Çuditërisht secili prej tyre është prap një numër Fibonaci siç shihet në 

tabelën e mëposhtme. 

Tabela 1.8 ( Lidhja e protoneve dhe neutroneve me numrat Fibonaci) 

N 2      8     14      20       28      50     82     126 

]2/110/[ N  0       1       1        2       3      5         8       13 

 

 

3.8. Fibonaci dhe reflektimet 
 

Numrat Fibonaci kanë bërë një paraqitje në botën reale në optikë, dega e fizikës që mirret me dritë 

dhe vision. Për të pare këtë konsidero dy pjata prej xhami të kthyera fyttr për fytyre. Ky raft ka 

katër fytyra reflective siç paraqet figura 1.22. 
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Fig.1.22. ( a)Dy pjata prej xhami të ndara, b) Rafti ka katër fytyra reflective të numëruara 

1-4) 

Supozojmë se një rreze drite bie në raft. Do të caktojmë numrin e rrugëve reflective të veçanta na  

të krijuara me n -reflektime, ku 0n . Për këtë qëllim, fillimisht grumbullojmë disa të dhëna. 

Kur 0n  nuk ka reflektime. Kështu që rrezja kalon përmes pjatave të xhamit, si në figurën 1.23. 

Atëherë 10 a . 

 

Fig.1.23. (Rafti i pjatave të renditura pa reflektime) 

Supozojmë se rrezja pëson një reflektim. Pastaj kemi dy rrugë të mundshme të veçanta, kështu që 

21 a  siç shihet në figurën 1.24. 
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Fig.1.24. (Pjata prej xhami me një reflektim) 

Nëse rrezja reflektohet dy herë, tri rrugë të mundshme mund të shfaqen; kështu që 32 a ; siçc 

shihet në figurën 1.25. Nëse reflektohet tri herë, janë pesë shtigje reflektive të mundshme; kështu 

që 53 a ; siç shihet në figurën 1.26. Në të njejtën mënyre, 84 a ; siç shihet në figurën 1.27. 

 

Fig.1.25. (Pjata prej xhami me dy reflektime) 

 

Fig.1.26. ( Pjatat prej xhami me tri reflektime) 



 
56 

 

Fig.1.27. (Pjatat prej xhami me katër reflektime) 

Në përgjithësi, supozojmë që rrezja reflekton n -herë, kështu që reflektimi i fundit ndodh te fytyra 

1 ose 3. Pastaj reflektimi i fundit duhet të ket ndodhur në fytyrën 2 ose 4; siç shihet në figurën 

1.28. Numri i shtigjeve me reflektimin e n -të në fytyrën 1 është i barabartë me numrin e shtigjeve 

që arrijnë fytyrën 1  pas 1n  reflektimeve. Janë 1na  shtigje të tilla. 

 

Fig.1.28. ( Reflektimi i pjatave) 

Supozojmë se reflektimi i n -të ndodh në fytyrën 3. Pastaj reflektimi i )1( n -të duhet të ketë 

ndodhur në fytyrën 4. Një rreze e tillë tashmë duhet të ketë pasur 2n  reflektime para se të mbërrij 

fytyrën 4. Sipas përkufizimit janë 2na  shtigje të tilla. 

Kështu që, sipas rregullës së mbledhjes, 21   nnn aaa , ku 21 a  dhe 32 a . Rrjedhimisht 

2 nn Fa . 

3.9. Fibonaci dhe muzika 
 

Numrat Fibonaci kanë ngjajshmëri me muzikën. Kjo është provuar nga Zerger: 

 Fjala MUSIC fillon me shkronjat e trembëdhjetë dhe të njëzet e një të alfabetit. Me 

shkronjat e teta, trembëdhjeta dhe njëzet e njëtat formojnë fjalën HUM. 
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 Numri i klasifikuar në kongres për muzikën është M, shkronja e trembëdhjetë. 

 Numri decimal i klasifikuar nga Devej për muzikën është 780, ku 135322780  , 

prodhimi i numrave Fibonaci. 

 Pianot shpesh akordojnë në standard prej 440 ciklesh në second, ku 558440  . 

Tastiera e pianos ofron një ilustrim visual tërheqës në mes numrave Fibonaci dhe muzikës. Një 

oktavë në një tastier përfaqëson një interval muzikor në mes dy notave, njëra më e lartë se tjetra. 

Frekuenca e notes më të lartë është dyfish më e ulët. Në tastier oktava ndahet në pesë çelësa të zi 

dhe tetë të bardhë, gjithësej trembëdhjetë çelësa ( shohim figurën 1.29) . Pesë çelësat e zi formojnë 

dy grupe, një me dy çelësa dhe tjetra me tre çelësa. 

 

Fig.1.29. (Numrat Fibonaci në oktavën e një tastiere të pianos) 

Trembëdhjetë notat e një octave formojnë shkallën kromatike (me ngjyra), shkalla më e njohur në 

muzikën perëndimore. Shkalla kromatike ishte parapri nga dy shkallë të tjera. Shkalla pentatonike 

me pesë nota de shkalla diatonike me tetë nota. Meloditë e njohura të tilla si “Mary Had a Little 

Lamb” dhe “Amazing Grace” mund të luhet duke përdorur shkallën pentatonike ndërsa melodi të 

tilla si “Row, Row, Row, Row Your Boat” përdorin shkallën diatonike.  

Gjashtja major dhe gjashtja e minor (gjashtë tone veçmas dhe 
2

1
5  tone veçmas, rrespektivisht ) 

janë dy interval muzikore më tërheqëse për veshin. 
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Fig.1.30. (Raportet Fibonaci në intervalet muzikore) 

E gjashtja e major, për shembull, përbëhet nga notat C dhe A; ato bëjnë 264 dhe 440 vibrime për 

second, rrespektivisht (shohim figurën 1.30) . Vërejmë që 264/440=3/5 është raport Fibonaci. 

Intervali gjashtë minor për shembull përbëhet nga notat E dhe C, që bëjnë 330 dhe 528 vibrime në 

second. Raporti i tyre është gjithashtu raport Fibonaci: 330/528=5/8. 

 

3.10. Fibonaci dhe poezia 
 

Numrat Fibonaci gjithashtu kan gjet zbatim edhe në artin e poezisë. Një poemë humoristike, sipas 

fjalorit të Webster, është një poezi e pakuptimtë me pesë rreshta, nga të cilat i pari, i dyti dhe i 

pesti kanë tri thekse, dhe dy tjerat kanë dy thekse, dhe rime. Poezia në vazhdim, për shembull është 

bërë prej pesë rreshtave; ato përmbajnë dy grupe nga dy rrokje dhe tri grupe me tri rrokje, gjithësej 

13 rrokje. Edhe njëher të gjithë numrat që bëjnë pjesë janë numra Fibonaci. 

 

Fig.1.31. (Poezia humoristike dhe Fibonaci) 
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3.11. Fibonaci dhe neurofiziologjia 
 

Në vitin 1976, Kurt Fischer në universitetin e Regensburg të Gjermanisë ka studiuar modelin 

fiziologjik të nervave dhe zbuloi një tjetër renditje të numrave fibonaci. Impulset që lëvizin përgjat 

fibrave nervore e kan origjinën nga natriumi ose jonet e kaliumit dhe rrjedhin nëpër pore identike 

transmembranore të përbëra nga 2n   qeliza. Sasi e vogël e joneve të kalciumit, 2Ca , mund të 

hyjë në poret dhe të ndaloj rrjedhen e joneve të natriumit, Na . Ato mund ti zën  një qelizë ose dy 

përveç në hyrje të pores. Këto dy forma shënohen rrespektivisht me 1 dhe 2. Figura 1.32 shfaq 

pore tipike, ku 0 tregon një qelizë boshe. 

 

Fig.1.32. (Një pore mostër) 

Supozojmë që natriumi mund të hyjë ose të dale në të dy skajet e një poreje, ndërsa kalciumi mund 

ta bëjë këtë vetëm me anën e majtë të pores. Rrjedhimisht jonet e kalciumit brenda një pore 

pengojnë rrjedhjen e natriumit. 

Ky proces stokastik Markovian mund të përshkruhet nga një struktur peme; nyjet e pemës 

përfaqësojnë format e pores dhe skajet e sajë përfaqësojnë tranzicionet e mundshme ndërmjet 

formave. Për shembull figura 1.33 shfaq formën e ndryshme dhe të mundshme për një pore me 

pesë qeliza jo boshe.       

 

Fig.1.33. (Struktura e pemës të një pore me 5 qeliza) 

Vërejmë se pema përbëhet nga dy lloje të nyjeve, ato me një 1 në qelizën e djathtë ose me një 2 në 

mes të dy qelizave të djathta. Çdo formë në nivelin e pestë ka veçornë e fundit, dhe kjo tregon se 
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përkthimi i joneve të natriumit në të djathtë nuk është më i realizueshëm për shkak të pranisë së 

kalciumit në anën e djathtë të secilës formë. 

Figura 1.33 përshkruan një skelet peme i cili i ngjan shumë pemës Fibonaci. Nga secila figure 

rezulton se një pore me pesë qeliza jo boshe kanë 
55 F  në nivelin 5.  (Koshy, Fibonacci & Lucas 

numbers with apllication )  

 

4. Drejtkëndëshi i artë 

 

Figura 1.34 e paraqitur në figurën 1.35, ka një veti magjepsëse që tregon se raporti i gjatësisë x   

të anës më të gjatë me gjatësinë y  të anës më të shkurtër është i barabartë me raportin e shumës 

së  gjatësisë së tyre në gjatësinë e anës më të gjatë, që është  

x

yx

y

x 
  

Kjo na jep ekuacionin xyyx /1/  , atëherë yx /  plotëson ekuacionin e njohur tt /11 . Në 

këtë mënyrë yx / , siç mund të kishim hamendje. Drejtkëndëshi i tillë quhet drejtkëndëshi i 

artë. Meqenëse drejtkëndëshi i artë është njëri ndër drejtkëndëshat më të pëlqyeshëm, artist të 

panumërt kan përdorur drejtkëndëshat e artë dhe vetit e tyre madhështore në punat e tyre.  

“Familja e shenjtë” nga Michelangelo Buonarroti (1475-1564), dhe “Madonna of the Magnificat” 

nga Sandro Botticelli(1444-1510) dhe shumë të tjera. 

 

Fig.1.34. ( Llojet e drejtkëndëshit) 



 
61 

 

Fig.1.35. ( Drejtkëndëshi ) 

M.J. Zerger shpiku një metodë të zgjuar për ndërtimin e një dretkëndëshi të madh që përafërohet 

me një drejtkëndësh të artë. Vendosi 20 fleta të zakonshme 11
2

1
8    , në katër rreshta nga pesë 

secila si në figurën 1.36. Forma që rezulton është një drejtkëndësh 5534   , i cili është një pëarfrim 

mjaft i mire me një drejtkëndësh të artë.  

 

Fig.1.36. ( M.J. Zeger) 

Arkitekti Le Corbusier(1887-1965) njëri ndër dizajnerët më influent të shekullit XVIII, zhvilloi 

shkallën e proporcionit të quajtur modulator. Kjo njësi bazohej në trupin e njeriut, lartësia e të cilit 

është e ndarë nga kërthiza në raportin e artë që shihet në figurën 1.37. 
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Fig.1.37. (Modulatori, shkalla e proporcionit e bërë nga Le Corbusier)  

 

4.1. Partenoni 
 

Partenoni, ndërtesa madhështore e ngritur nga athinasit e lashtë për nder të Athena Parthenos, 

perëndesha mbrojtëse e Athinës e cila qëndron në Akropol. Është një monument antik që paraqet 

drejtkëndësh të artë. 

Fig.1.38. ( (a) Pamja e Partenonin në Athinë ,  (b) Ndërtesa madhështore që i përshtatet një 

drejtkëndëshi të artë) 
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Fig.1.39. ( Partenoni ) 

 

4.2. Trupi i njeriut dhe drejtkëndëshi i artë 
 

Siç e dinin grekët e vjetër trupi i njeriut paraqet një proporcion të artë. Tek koka përshtatet mire 

një drejtkëndësh i artë si në figurën më poshtë. Përveç kësaj fytyra ofron shembuj visual të raportit 

të artë 


BD

AD

BC

CD

CD

AC
 

Po kështu edhe gishtat siç e kemi të ilustruar në figurën 1.40: 


c

d

d

c

a

b
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Fig.1.40. (Proporcioni i artë tek koka dhe fytyra e njeriut) 

   

Fig.141. (Proporcioni i artë te dora e njeriut) 
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Fig.1.42. (Drejtkëndëshi personal i artë i formuar nga gishti tregues) 

 

4.3. Drejtkëndëshi i artë dhe ora 
 

Është njohur që pozicionet e orës dhe akrepave të minutave lëvizin ngjajshëm si në orën e dorës 

ose në orën murit, ose në gazetë dhe magazinat e reklamave priten të jenë përafërsisht 10:09 ose 

8:18 si në figurën 1.43 më poshtë. 

Një mit në lidhje me kohën 8:18 ishte pikërisht koha kur Abraham Lincoln vdiq nga plumbi i një 

atentatori me 15 Prill 1865. Një tjetër keqkuptim është se një vendosje e tillë e akrepave jep më 

shumë hapësirë në faqen e orës për të treguar emrin e prodhuesit në mënyrë më të qartë. 

Në vitin 1983, M.G. Monzingo argumentoi bindshëm se një mjedis i tillë lidhet me drejtkëndëshin 

e artë, dhe pastaj bëhet një teërheqje estetike. Ai tregoi se këndi   në figurën 1.44 është rreth 3.58

. Supozoi 1OE . Atëherë  3,58tgEB . Kështu që 1:2:2:  ADAB . Me fjalë të 

tjera, një pamje e tillë ta kënaq syrin pasi që krijon një drejtkëndësh imagjinar të artë OEBF  në 

faqen e orës. 

Supozojmë që pikat DCBA ,,,  në figurën 1.45 ndajnë anët përkatëse PQRS  në proporcion të artë. 

Atëherë QCQBPBPA  ,  dhe QBPB / . 
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Fig.1.43 (Ora e dorës 10:09) 

      

Fig.1.44 ( Ora 10:09 lidhet me drejtkëndëshin e artë)           Fig.1.45 (Proporcioni i artë i orës) 
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Atëherë 

2

2

2

22

22

2

2

2

2







QB

PB

QCQB

PBPA

BC

AB
 

Në këtë mënyrë, ,/ BCAB  kështu ABCD   është me të vërtetë një drejtkëndësh i artë. 

 

4.4. Raporti i artë 
 

Raporti i artë, i cili shpesh quhet mesatarja e artë, proporcioni hynor ose seksioni i artë është një 

atribut i veçantë, i shënuar me simbolin   dhe është afërsisht i barabartë me 1.618. Studimi i 

shumë formacioneve të veçanta mund të bëhet duke përdorur vargje të veçanta sikur vargu 

Fibonaci dhe atributet si raporti i artë. Ky raport gjendet në arte, arkitekturë, dizajne të ndryshme 

dhe në natyrë. Shumë pjesë të admirueshme të arkitekturës si piramida e madhe e Egjiptit, 

Partenoni janë projektuar pjesërisht ose plotësisht duke pasqyruar raportin e artë në strukturën e 

tyre.  

Raporti i artë )( phi  shpesh quhet numri më i bukur në univers. Arsyeja pse   është kaq e 

jashtëzakonshme është sepse mund të vizualizohet pothuajse kudo, duke filluar nga gjeometria e 

deri te trupi i njeriut. 

Raportin e artë mund ta gjeni kur ndani një vijë në dy pjesë dhe pjesa më e gjatë (a) e ndarë me 

pjesën më të vogël (b) është e barabarë me shumën e (a) + (b) pjestuar me (a), që të dyja tv 

barabarta me 1.618. Kjo formulë mund të ju ndihmojë kur krijoni forma, logo, paraqitje dhe shumë 

gjëra të tjera. 

(https://www.google.com/search?q=golden+ratio&oq=golden+ratio&aqs=chrome..69i57j6j0i433

i512j0i512j0i131i433i512j0i512j0i433i512j0i512l3.4393j0j4&sourceid=chrome&ie=UTF-8, 

n.d.) 
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Fig.1.46. (Raporti i artë) 

Gjatë gjithë histories, raporti i gjatësisë me gjerësinë e drejtkëndëshave prej 

1.61803398874989484820  është konsideruar si më i përshtatshëm për syrin. 

(https://www.cuemath.com/commercial-math/golden-

ratio/?fbclid=IwAR3iXYTdD1vmRFZwOX4Z5XHjgqHwrczRs_3fypygQjOxuAvCUSiMuXmz

DvI, n.d.) 

 

Fig.1.47. (Raporti i artë tek Piramida, Paternoni dhe spiraled në natyë) 
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Fig.1.48.(Raporti i artë tek drejtkëndëshi) 

 

4.5. Spiralja e artë 
 

Spiralja e artë është një model i krijuar bazuar në konceptin e raportit të artë – një ligj universal që 

përfaqëson “idealin” në të gjitha format e jetës dhe materies. Në fakt, shpesh përmendet si një 

shembull i lidhjes në mes ligjeve të matematikës dhe structures së gjallesave. Sa më shumë ta 

kuptojmë matematikën pas simbolit, aq më shumë do të vlerësojmë paraqitjet e tij në natyrë dhe 

në art. Në matematikë, raporti i artë është një numër i veçantë siç e kemi përmendur edhe më lart 

numrin  . Mund të pyesim se nga vjen kjo spirale e artë – dhe përgjigja për këtë qëndron brenda 

drejtkëndëshit të artë. Në gjeometri, spiralja e artë mund të nxirret nga një drejtkëndësh i artë, anët 

e të cilit janë të përpjestuara sipas raportit të artë. 

Më  tej në kohë madje u përshkrua si hyjnor për shkak të shpeshtësisë së tij në botën natyrore. 

Modeli spirale i krijuar nga raporti i artë quhet gjithashtu spiralja e artë.  
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4.5.1. Spiralja e artë dhe spiralja Fibonaci 

 

 

Fig.1.49. ( Spiraja e artë) 

Raporti i artë ndodh në shumë konteste matematikore. Kjo është arsyeja pse spiralja e artë 

shoqërohet shpesh me vargun Fibonaci- një seri numrash të lidhur ngushtë me Phi. Teknikisht, 

vargu fillon me 0 dhe 1 dhe vazhdon pafundësisht, dhe nëse pjestoni çdo numër me paraardhësin 

e tij, rezultati do të konvergjonte në raportin e artë, afërsisht 1.618 që e kemi përmendur edhe më 

lart. 

 

Fig.1.50. (Mënyra se si fitohet numri PHI) 

Në matematikë, ka disa modele spirale dhe ato mund të maten. Spiralja e artë dhe spiralja Fibonaci 

janë shumë të ngjajshme në formë, dhe shumë i përdorin ato në mënyrë të ndërsjelltë, por nuk janë 

të njejta. Gjithçka mund të shpjegohet me llogaritjet matematikore dhe ato nuk do të kenë të njejtin 

model të sakt kur maten. 

Thuhet se spiralja e Fibonacit përputhet me spiralen e artë vetëm në një pike të caktuar, kur e para 

i afrohet raportit të artë ose 1.618. Në fakt, sa më të lartë të jenë numrat Fibonaci, aq më e afërt 
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është marrëdhënia e tyre me Phi. Vetëm mbani në mend se jo çdo spirale e gjetur në natyrë bazohet 

me numrat Fibonaci ose në raportin e artë. 

Simboli i spirales së artë ka frymëzuar njerëz të panumërt gjatë histories. Është lidhur me bazat e 

jetës, shpirtërore dhe krijimit. 

Spiralja e artë është unike në vetitë e saj matematikore dhe dëshmon se ne jetojmë në një univers 

të qeverisur nga ligjet matematikore. Ndërsa të tjerët besojn se është thjesht një rastësi shumë e 

çuditshme, shumë shkencëtar dhe studiues e konsiderojnë atë si një dëshmi të një matematikani, 

mjeshtër ose një krijues. Në fund të fundit, dizajni intelegjent në natyrë është kompleks dhe mund 

t’i duket e palogjikshme disave të mendojnë se ai ka ardhur rastësisht.  

Spiralja e artë ka rrëmbyer imagjinatën e matematikanëve, stilistëve dhe artistëve me bukurinë e 

saj. Është pasqyruar në disa nga veprat më të mëdha të artit dhe arkitekturës. Ajo gjithashtu është 

lidhur me bukurinë, pasi shumë besojnë se bukuria përqendrohet në vetitë e saj unike në 

matematikë dhe gjeometri.  (https://symbolsage.com/golden-spiral-

meaning/?fbclid=IwAR26ndHTch-PBgAJqC3-

d5_kTucQIunkhYx14t9c0OeBPVLjfO_r8RGd30M, n.d.) 

   

Fig.1.51. ( Raporti, drejtkëndëshi dhe spiralja e artë tek fytyra e njeriut) 
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Fig.1.52. ( Raporti, trekëndëeshi, drejtkëndëshi dhe spiralja e artë tek lulet) 

   

Fig.1.53. ( Raporti, drejtkëndëshi dhe spiralja e artë tek AND, shenjat e gishtave dhe 

kërmilli) 
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Fig.1.54. (Raporti, drejtkëndëshi dhe spiralja e artë tek shpezët) 

   

Fig.1.55. ( Raporti, drejtkëndëshi dhe spiralja e artë tek veshi, picture dhe sport) 
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Fig.1.56. ( Raporti, drejtkëndëshi dhe spiralja e artë tek ushqimet) 

 

Fig.1.57. ( Raporti, drejtkëndëshi dhe spiralja e artë tek pema) 
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Fig.1.58. ( Raporti, drejtkëndëshi dhe spiralja e artë në arkitekturë dhe art) 

   

Fig. 1.59. ( Raporti, drejtkëndëshi dhe spiralja e artë tek kërmilli dhe ylli detit) 
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Fig.1.60. ( Raporti, drejtkëndëshi dhe spiralja e artë në galaksi) 

   

 

   

Fig.1.61. ( Raporti, drejtkëndëshi dhe spiralja e artë tek gjymtyrët e njeriut) 
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Fig.1.62. ( Raporti, drejtkëndëshi dhe spiralja e artë në vegla muzikore) 

   

Fig.1.63. ( Drejtkëndëshi dhe spiralja e artë tek numrat Fibonaci) 

5. Numrat Fibonaci në kodim 

 

Perkufizimi 5.1: 

Numrat Fibonaci )( nF  janë varg që përmbushin relacionin e përsëritjes 

  

11   nnn XXX                                                                               (33) 

ku  Nn  . Siç do të shohim, është lehtë të përgjithësojmë deri tek Zn . Kushtet fillestare janë 

rrespektivisht 
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00 F                11 F                                                                       (34) 

Elementet e para të vargjeve janë të dhëna nga 

F   :   0    1    1    2    3    5    8    13    21    … 

Meqë relacioni i përsëritjes është i rendit të dytë, në mënyrë që të aplikojmë metodën e induksionit, 

duhet të sigurohemi që relacionet të cilat duam t’i vërtetojmë qëndrojnë edhe për 0n  dhe 1n

. Për të definuar vargun për vlerat negative të n , shkruaj (33) në formën 

nnn XXX   11                                                                               (35) 

Mund të vërtetojmë se  

NnFF n

n

n  

 ,)1( 1                                                                        (36) 

Prova e Fibonacit: 

;1011  FFF         1102   FFF                                                             (37) 

Supozojmë se relacioni qëndron për mn  , atëherë kemi 

1

1

111 )1()1()1( 



  m

m

m

m

m

m

mmm FFFFFF                                     (38) 

 

Ky algoritëm është implementuar me kodin në vazhdim në Python: 
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Marrim ]76,78,80[)( nq , dhe   knqk Fn )(86673413567358095 . 

Algoritmi më i zakonshëm dhe minimal për të gjeneruar vargun Fibonaci kërkon që të kodojmë 

një funksion përsëritës që thërret vetën aq here sa është e nevojshme derisa të llogarisim numrin e 

dëshiruar Fibonaci. (https://realpython.com/fibonacci-sequence-python/ , n.d.) 

 

Gjithashtu, mund të vërtetojmë se të gjithë numrat e plotë(pozitiv, zero ose negative) mund të 

shprehen në mënyrë të veçantë si shumë të numrave Fibonaci me indeksa jo pozitive ku dy numra 

të një pas jëshëm nuk përdoren. Pa dhënë një vërtetim të qartë të këtij rezultati, kemi një algoritëm 

efektiv për përfaqësimin nefafibonaci të një numri të plotë të rëndomtë n . 
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1.  Nëse iFn  , për disa 0i , përfundon. (Ky është rasti, për shembull, për 
00 Fn   dhe  

11  Fn ). 

2. Nëse 0n  dhe për 
122,0  kk FnFk , d.m.th. 

122   kk FnF , marrim    

)( 1212   kk FnFn , dhe aplikojmë lgoritmin tek 12  kFn . 

3. Nëse 0n   dhe për 
kk FnFk 212,0  
, d.m.th. 

kk FnF 212   , marrim 

)( 1212   kk FnFn  dhe aplikojmë algoritmin tek 
12  kFn . 

4. Nëse 0n  dhe për 122,0  kk FnFk , d.m.th., kk FnF 212   , marrim 

)( 22 kk FnFn   , dhe aplikojmë algoritmin tek kFn 2 . 

5. Nëse 0n  dhe për kk FnFk 212,0   , d.m.th., 122   kk FnF ,  marrim 

)( 22 kk FnFn    dhe aplikojmë algoritmin tek kFn 2 . 

Ky algoritëm është implementuar me kodin në vazhdim në Python: 
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5.1. Skripta e Python 
 

B.1 Ndërtimi i katrorit 
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(Peliti) 

 

B.2 Spiralja e Fibonacit 
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(C.Canaan, 2011) 

  

5.2. Numrat Fibonaci dhe algoritmet e lidhura 
 

Programet e numrave Fibonaci që implementojnë këtë përcaktim në mënyrë direkte shpesh 

përdoren si shembuj hyrës për përsëritje. Mirëpo, ekzistojnë edhe shumë algoritme tjera për 

llogaritjen e numrave Fibonaci. Përcaktimi përsëritës mund të përkthehet drejt për së drejti në 

Python kështu: 

 

Edhe pse implemetimi përsëritës i dhënë paraprakisht është elegant dhe afër përcaktimit 

matematikor, nuk është shumë praktik. Llogaritja e fib(n) kërkon llogaritjen e dy numrave Fibonaci 

më të vegjël që gjithashtu kërkon dy thirrje përsëritëse për secilën, derisa të gjitha degët arrijnë 1. 

Si pasojë koha për të llogaritur fib(n) është eksponenciale në n (është pëarfërsisht n , ku   është 
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raporti i artë). Kur llogarisim fib(n), për të gjitha nk 1  fib(k) quhet fib(n-k) herë, por fib(0) 

quhet fib(n-2) herë. 

Për të përmirësuar këtë, mund të përdorim për të ruajtur llogaritjet paraprake. 

Memoizimi cache është një fjalor me hyrje që përbëhen nga një çelës n dhe një vlerë 

korresponduese fib(n). Inicializojmë fjalorin me dy numrat e pare Fibonaci: 

 

Funksioni i memorizuar fib në mënyrë përsëritëse llogaritë dhe ruan vlerat e fib(n) nëse nuk janë 

ruajtur më herët në fjalorin memo. Përndryshe thjesht e kthen vlerën e memorizuar të fib(n). 

 

Për të llogaritur numrin Fibonaci të n-të në vetëm n hapa, mund të fillojmë me 0 dhe 1 në mënyrë 

përsëritëse shtojmë anëtarë n-herë: 

 

Gjithashtu, mund të ndërtojmë një gjenerator që llogarit dhe nxjerr numrat Fibonaci: 

 

Të gjitha vargjet të përcaktuara nga përsëritja lineare kanë një shprehje të formës së mbyllër të 

asociuar për numrin e n-të. Numrat Fibonaci në veçanti janë të dhënë nga formula e Binetit. 

5

)1(
)(

nn

nF
 

  

ku    është raporti i artë, 

2

51
  

Kjo mund të implementohet drejtpërdrejtë: 
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Për shkak të gabimeve të rrumbullaksimit kjo do të jep rezultatin e saktë vetëm për 70n .  

Formula e Binetit mund të kthehet duke injoruar termin e n)1(  , që zhduket për çdo n  të madhe. 

Kështu që mund të përcaktojmë funksionin Fibonaci inverz që, kur )(nF  kthen n  (duke injoruar 

që )2()1( FF  : 

 

Këtu rrumbullaksimi përdoret në avantazhin ton: E heq gabimin që shfaqet nga ndryshimi ynë i 

formulës së Binetit. Në fakt, funksioni do të kthejë përgjigjen e saktë kur jipet çfardo numri 

Fibonaci që mund të ruhet si numër i plotë në memorien e kompjuterit. Në anën tjetër nuk e 

verifikon që numri i dhënë është në fakt një numër Fibonaci; djënja e një numri Fibonaci të madh 

apo çfardo numri do të jep rezultatin e njejtë. Kjo do të ishte e dobishme për të gjetur numrin 

Fibonaci më të përafërt të një numri të dhënë. 

Memoizimi përshpejton ekzekutimin e funksioneve përsëritëse duke ruajtur rezultatet e llogaritura 

më pare në një cache. Në këtë mënyrë, kur e njejta hyrje ndodh përsëri, funksioni i thjeshtë duhet 

të kërkojë rezultatin përkatës dhe ta kthejë atë pa pasur nevoj të ekzekutoj përsëri llogaritjen. Ju 

mund ti referoheni këtyre rezultateve si të memorizuara. 

 

Fig.1.64. ( Rrugët e kryerjes së funksioneve) 
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Me memoizimin, vetëm duhet të kaloni lart pemën e thirrjes së thellësisë n -herë pasi të ktheheni 

nga rasti fillestar, pasi ti merrni të gjitha vlerat e llogaritura më pare të theksuara me ngjyrë të 

verdhë, F(2) dhe F(3), nga cache i më hershëm.  

Rruga portokalli tregon se asnjë hyrje në funksionin Fibonaci nuk thirret më shumë se njëherë. Kjo 

redukton ndjeshëm kompleksitetin kohor të algoritmit O(2n) eksponencial në O(n) linear. 

Edhe për rastet fillestare, mund të zëvendësoni thirrjen F(0) dhe F(1) me vetëm marrjen e vlerave 

direct nga cache në indekset 0 dhe 1, kështu që përfundoni duke e thirrut funksionin vetëm 6 herë 

në vend të 15. 

Këtu është një përkthim i mundshëm i këtij optimizimi në kodin Python: 

 

Në këtë shembull, mund të përdorni një fjalor Python për të ruajtur memorien e numrave të 

llogaritur të Fibonacit. Fillimisht, cache përmban vlerat fillestare të vargut Fibonaci, 0 dhe 1. 

Brenda funksionit, fillimisht kontrolloni nëse numri Fibonaci për vlerat aktuale hyrëse të n  është 

tashmë në cache. Nëse po, atëherë ktheni numrin në dorë.  

Nëse nuk ka numër Fibonaci për vlerën aktuale të n , atëherë llogariteni atë duke thirrur 

fibonacci_of() në mënyrë të përsëritur dhe duke përditësuar cache. Hapi i fundit është të ktheni 

numrin e kërkuar Fibonaci.  (https://realpython.com/fibonacci-sequence-python/, n.d.) 

Ka mënyra efektive për të llogaritur numrin Fibonaci të n -të pa llogaritur të gjithë paraardhësit e 

tij. Një mënyrë për të bërë këtë është duke përdorur identitetin e matrices 
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dhe me anë të fuqizimit duke ngritur në katrorë për të gjetur fuqinë e n -të e anës së majtë të 

matrices. Kemi përfaqësuar matricën 2 x 2 si një listë treshe (a, b, c), ku 











cb

ba
A  

 

(Kinyanjui, 2019) 

 

5.3 Vargu Fibonaci me përsëritje të Python dhe memoizim 
 

Fakt interesant: 23 nëntori festohet si dita e Fibonaci sepse kur data shkruhet mm/dd (11/23) shifrat 

në datë formojnë një varg Fibonacci: 1, 1, 2, 3. 

Përcaktimin e numrave Fibonaci mund ta shprehim me anë të formulës: 

)2()1()(  nfibnfibnfib  

Me këtë formulë, mund të shkruajmë një funksion përsëritës të thjeshtë për të zgjidhur fib(n). 

Shënim: Përdore këtë kod vetëm për numrat e vegjël sidomos për 10n . 
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Është lehtë që formula të shëndrrohet direkt në 

 

Problemi me këtë është se kur e ekzekuton kodin paraqitet një Recursion Error. Kjo thjesht do të 

thotë se ekziston mundësia e një cikli infinit në këtë program. Një rast bazë në një funskion 

përsëritës i tregon funksionit kur të ndalet (për të shmangur një cikël infinit) dhe më së 

shpeshti është diçka që tashmë dihet ose që mund të zgjidhet lehtë pa nevojën e funksionit. 

Në rastin ton ne e dime prej përcaktimit që çdo numri në vargun, përveç të parit dhe të 

dytit, është shuma e dy numrave të kaluar. Përdorim këtë për të formuar rastin ton bazë if 

n<2:return n. 

Tani do të shpjegojmë përse programi funksionon vetëm për vlera të vogla të n-it. Çdo thirrje ndaj 

fib() rezulon në dy thirrje tjera ndaj fib() në komandën return. Pema e thirrjeve rritet 

eksponencialisht. Për shembull, 15 thirrje janë të nevojshme për të llogaritur fib(5), 177 

thirrje për fib(10), 21891 për fib(20) etj. Për të zgjidhur këtë problem, mund të përdorim 

memoizim. 

Memoizimi ndimon shmangjen e llogaritjeve të panevojshme të vlerave të njejta nëse ato tashmë 

janë llogaritur. Fusnkionon njejt sikur memozuar për njerëzit. Ne e kemi të memozuar 2 x 

2 dhe mund të japim rezultatin menjëherë pa pasur nevoj të përdorim kalkuator. Mirëpo 

nëse pytesh për numra më të mëdhenj si për shembull 799 x 377 mesiguri që do të nevojitet 

në kalkulator për të dhënë një përgjigje të menjëherëshme. Mirëpo nëse vlera e kësaj 

llogaritje të nevojitet shpesh në punë të përditshme atëherë do të ishte mire që ta memozoje 

këtë vlerë dhe ti qasesh saherë që të nevojitet. 

Fatmirsisht, Python ka një decorator të integruar që kryen këtë punë. 
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Me këtë program tani mund të testohen edhe numrat e mëdhenjë.  
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Përfundimi 

 

Në matematikë njëri ndër kuptimet themelore është edhe vargu numerik. Në këtë punim jam 

munduar që të hulumtoj për aplikimin e numrave Fibonaci në teori ku kuptojmë përkufizimet dhe 

historikun e numrave Fibonaci, në natyrë ku me anë të ilustrimeve dhe fotografive e kemi bërë më 

të qartë dhe më të kuptueshme rëndësin e tyre, në kodim ku mund të përdorim shumë gjuhë 

programuese dhe programe të ndryshme që na ndihmojnë ti aplikojmë numrat Fibonaci. 

Pas hulumtimeve të shumta rreth punimit mora njohuri edhe më shumë sa i përket rëndësisë së 

numrave Fibonaci në natyrë, pothuajse çdo gjë që e shohim dhe e jetojmë lidhet me numrat 

Fibonaci. Edhe pse gjithësia është e pakufishme me anë të numrave Fibonaci arrijmë të kuptojmë 

disa mistere të cilat janë të shumta në këtë planet por edhe në galaksi. 

Besoj se punimin të cilin e kam kryer me shumë vullnet që ishte dhe shumë atraktiv dhe i pa 

eksplorueshëm më herët për mua do ti shërbej edhe lexuesve të tjerë që të ken njohuri më shumë 

rreth lidhjes së numrave Fibonaci me jetën e përditshme. 
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