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+= Hyrje

Njé mekanizém i natyrshém pér formulinim e njé numri t&¢ madh problemesh pa dyshim éshté
programimi linear. Programimi linear pérbéhet nga njé grup i variablave, njé funksion linear
objektiv gé tregon kontributin e secilés variabél né rezultatin e déshiruar, dhe njé seri kufizimesh
lineare gé pérshkruajné kufijté e vlerave té variablave. Programimi linear éshté njé degé e
Matematikés e cila merret me modelimin e njé problemi, vendimi dhe zgjidhjen e tij me teknika
matematikore gé mé pas mund té aplikohen né softuere té ndryshme ndér té cilat ne do té
vegojmé Wolfram Mathematica [12]. Problemi paraqitet né njé formé té njé funksioni linear i cili
duhet té jeté i optimizuar (d.m.th. maksimalizuar ose minimizuar) subjekt i njé grupi té
kufizimeve lineare. Funksioni pér t’u optimizuar njihet si funksion objektiv. Programimi linear
gjen shumé pérdorime né biznes dhe industri, si dhe né jetén e pérditshme ku njé vendimmarrés
mund té shfrytézojé burimet e kufizuara né dispozicion né ményrén mé té miré t€ mundshme [1].
Programimi linear siguron metoda té ndryshme pér zgjidhjen e problemeve té tilla. Né kété
punim ne do té paragesim konceptet themelore té problemeve té programimit linear, formulimin
e tyre, metodat e zgjidhjes, tek té cilat do té shfrytézojmé koleksionin e algoritmeve té softuerit
Wolfram Mathematica pér zgjidhjen e problemeve me variabla reale t& aksesuara pérmes
LinearProgramming, FindMinimum, FindMaximum, NMinimize, NMaksimize, Minimize dhe
Maksimize. LinearProgramming jep gasje direkte né algoritmet e programimit linear dhe siguron

fleksibilitet té madh né zgjidhjen e metodave té ndryshme [11].

Né jetén e pérditshme, si né shumé fusha shkencore, shpesh ekziston nevoja pér té gjetur njé
zgjidhje optimale (minimale ose maksimale) t& njé problemi, ku pérmbushen kushte té caktuara.
Pér shkak té metodés sé thjeshté, programimi linear &shté njé nga qasjet mé efektive pér
formulimin dhe zgjidhjen e problemeve komplekse té vendimmarrjes. Prandaj aplikohet gjithnjé
e mé shumé né shogériné moderne né planifikimin e zhvillimit ekonomik dhe kontrollin e
aktiviteteve t& ndryshme qgé jané té kufizuara né sasiné e burimeve té disponueshme (forca e
punés, materialet, buxheti, koha, etj.). Mund té themi gé njé program linear éshté njé grup

vlerash pér variablat e problemit gé rezultojné né vlerén mé té miré - mé té madhe ose mé té
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vogél té funksionit objektiv dhe megjithaté éshté né pérputhje me té gjitha pérmbajtjet.
Formulimi éshté procesi i pérkthimit té njé problemi né njé program linear. Pasi té jeté formuluar
njé problem si njé program linear, disa softuere mund té pérdoren pér té zgjidhur problemin. Né

kété aspekt, zgjidhja e njé programi linear éshté relativisht e lehté.

Pjesa kryesore e temés do té jeté aplikimi i softuerit Wolfram Mathematica né formulimin e
problemit dhe interpretimin e zgjidhjes andaj vlen té theksohet gé zhvillimet né shkencat
kompjuterike i kané dhéné njé vend tepér té réndésishém pérdorimit t¢ modeleve e teknikave
sasiore té kérkimeve operacionale, duke i béré ato njé mjet té padiskutueshém té menaxhimit té

biznesit. Fazat kryesore gé do té ndjekim né procesin e marrjes sé vendimit jané:

Formulimi i problemit
Ndértimi i modelit
Zgjidhja e modelit
Vlefshméria e modelit

o~ W N e

Zbatimi né praktiké i modelit té ndértuar (implementimi i zgjidhjes) me Wolfram

Mathematica

Ne do ti kushtojmé njé vémendje té vecanté zgjidhjes sé modelit bazuar né formulimin dhe
ndértimin e tij gé studiohet me ndihmén e variablave. Modelet do ti paragesim si kombinime
variablash dhe parametrash gé pasqyrojné lidhjet reale gé ekzistojné né problem. Marrédhéniet
midis variablave t&¢ modelit pasqyrohen me ané té relacioneve matematikore ku ndérhyjné dhe
parametrat e ndryshém té problemit. Né pérgjithési pérdorimi i metodave sasiore dhe
algoritmeve pér zgjidhjen e problemeve kérkon pérpunimin e njé informacioni té gjeré dhe
kryerjen e njé numri t¢ madh llogaritjesh prandaj ngase mbajtja dhe vénia né dispozicion e
informacionit nuk mund té kuptohet pa ndihmén e softuereve té ndryshém. Duke u nisur nga ajo
gé koha pér zgjidhjen e shumé problemeve éshté e gjaté, aplikimi i sotuerit Wolfram
Mathematica na lehtéson jashtézakonisht rrugén deri te zgjidhja finale qé kérkojmé [16]. Né kété
temé vémendje t€ vecanté do t’i kushtojmé shtrimit t€ problemeve si dhe pérgatitjen e tyre pér t'u
pérpunuar me softuer duke vazhduar mé pas né interpretimin e zgjidhjeve té fituara. Programimi
linear pérmban metodat mé té suksesshme té optimizimit gé pérdoret gjérésisht né marrjen e

vendimeve. Shembull mé tipik i késaj éshté situata qé ndesh njé menaxher né punén e tij té
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pérditshme edhe até té pérdorimit té burimeve qé ka né dispozicion: punés, Iéndéve té para,
kapaciteteve té makinerive, kapitaleve etj. né ményrén mé té miré t¢ mundshme, pra gé
kompania gé ai drejton té arrijé rezultate sa mé té mira. Rezultati i déshiruar mund té shprehet
me gjuhén e maksimizimit té fitimit, minimizimit té kostos etj., e g¢ mund shumé shpejt té

arrihet edhe me ané té softueréve té caktuar.

Pjesa e paré e punimit do té paraget njé hyrje mbi programimin linear, komponenti ky¢ i teorisé
sé optimizimit. Materiali né kété pjesé éshté mjaft i réndésishém sepse kétu ndértojmé teoriné e
programimit linear, koncepte kéto gé mé pas do té pérdoren né zhvillimin dhe aplikimin e
metodave té ndryshme duke i ilustruar edhe me shembuj té ndryshém. Fillimisht do té béjmé
formulimin e problemit gé mé pas t¢ mund té vazhdojmé me modelimin e disa problemeve
praktike si probleme té programimit linear. Gjithashtu konceptet e optimizimit, do ti paragesim
edhe si funksione té softuerit aplikativ Wolfram Mathematica té cilat do ti shfrytézojmé né

zgjidhjen e problemeve té ndryshme té programimit linear.

Pjesa e dyté e cila éshté mjaft e lidhur me pjesén e paré, mbulon teoriné e optimizimit jo té
kufizuar, duke pérfshiré kushtet e pérshtatshme té optimizmit, hyrjen né algoritmet themelore si
dhe hulumtimin e vetive té pérgjithshme té tyre. Né qofté se problemi i programimit linear ka dy
variabla ose me anén e transformimeve té njévlershme sillet né njé trajté té tillé mund té pérdoret
metoda grafike pér zgjidhjen e tij. Mé pas do té formulojmé algoritmin simpleks gé paraget
fillimin e zhvillimit t¢ metodés simplekse [5]. Né pjesén e parapregatitjeve té metodave éshté e

réndésishme zgjidhja e bazave si edhe relacionet e konveksitetit.

Né pjesén e treté zgjerojmé konceptet e zhvilluara né pjesén e dyté té problemeve té optimizimit
té kufizuar. Fillimisht do té shqyrtojmé transformimin e problemit t& programimit linear né
problem standard e mé pas né trajtén kanonike [6]. Algoritmi simpleks éshté njé proceduré
iterative gé duke filluar nga njé trajté kanonike e problemit té programimit linear me
transformime té njévlershme té saj con né gjetjen e zgjidhjes optimale té problemit ose né
konstatimin se funksioni i géllimit e ka optimumin e pafundém. [3] Softueri Wolfram
Mathematica implementon algoritmin simpleks duke pérdorur denjésisht algjebrén lineare.
Karakteristika e kétij implementimi bén té mundur té gjejé zgjidhjen e sakté té problemit duke

pérdoré komandat e tij.




Modelimi i disa problemeve praktike si probleme té programimit linear
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

+ SHQYRTIMI I LITERATURES PER PROGRAMIMIN LINEAR

Pér shkak té nevojave té zhvillimit mé té hovshém té industrisé luftarake né kohén e luftés sé
dyté botérore, u shtrua nevoja e racionalizimit té kostos sé prodhimit dhe racionalizimit té
transportit té prodhimeve deri né destinacionet e luftés. Ky ishte shkaku i kérkesave té
autoriteteve para shkenctaréve gé té arrihet deri te racionalizimet gé u thané. Kété problem, i cili
njihet si Problem i Programimit Linear té Transportit e formuluan dhe zgjidhén matematikanét e
njohur Hitchcok dhe Koopmans. Prandaj, koha e Luftés sé Dyté Botérore njihet si kohé e
zanafillés sé problemit té programimit linear. Réndésia praktike e késaj metode géndron né
programimin dhe zgjidhjen efikase té problemeve konkrete ekonomike. Metoda kryesore e
zgjidhjes sé problemeve té Programimit Linear, quhet metoda simplekse, e cila pérveg gé éshté
metoda mé e pérgjithshme e programimit linear, ajo né té njéjtén kohé éshté metoda mé
kalkulative (llogaritése) dhe mé e famshme né historiné e re té matematikés. Themeluesi i késaj
metode (George Dantzig) njihet edhe si themelues i programimit linear. Pér heré té paré kjo
metodé u publikua dhe aplikua né vitin 1947 nga veté autori. Ajo metodé pastaj u pérpunua dhe u
modifikua né versione té ndryshme. Hapat e paré nga lIémia e Programimit matematikor, pér
zgjidhjen e problemeve praktike, u béné né kuadér té programimit linear [1]. Njihen edhe metoda
tjera té programimit matematik jo linear si: programimi kuadratik, racional, konveks, parametrik,
gjeometrik etj. Kéto metoda pérdoren me géllim té krijimit té algoritmeve té cilat mundésojné
zgjidhjen efikase té problemeve duke e véné né pérdorim kompjuterin. Megjithaté, studime
teorike, té cilat mé voné do té béhen instrument studimi né metodén e programimit linear lidhen
me emrin e matematikanit francez Lagrange (Lagranzhe, 1736-1813), dhe ato studime kané té

béjné me gjetjen e ekstremumit (maksimumi ose minimumi) té funksionit me n variabla:
z= (X, %X X,)

né bashkésiné D té zgjidhjeve, té dhéné me kushtet té cilat duhet t'i plotésojné variablat

X; (1=12,...,x,) pér té cilat funksioni z arrin ekstremum né bashkésiné D.
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+ Metodologjia e Hulumtimit

Metodologjia e hulumtimit e késaj teze té magjistraturés éshté kuantitative dhe pérfshin analizén
e problemeve standarde, kanonike si dhe problemet e pérgjithshme né fushén e programimit
linear. Gjithashtu hulumtimi pérfshin edhe hulumtimin aplikativ duke u fokusuar né modelimin e
problemeve praktike me dy dhe tri variabla dhe zgjedhja e tyre aplikative pérmes aplikacionit
softuerik Wolfram Mathematica.

Hipoteza e hulumtimit éshté:

H1: Formulimi dhe ndértimi i modeleve praktike si kombinime variablash dhe parametrash duke
u fokusuar te pasqyrimi dhe lidhjet reale, e rrit viefshmériné e modelit dhe nivelin e zbatimit
praktik té tij.

Pyetjet hulumtuese pérfshijné:

Cilét jané ményrat mé té mira té formulimit t€ modelit gé zgjidh problemet praktike nga
programimi linear me dy dhe tri variabla?

Cilét jané gasjet né ndértimin e modelit mé té miré?
Si duhet zgjedhur modeli mé sé miri?
Si pércaktohet vlefshméria e modelit dhe zbatimi né praktiké i modelit té ndértuar?

Duke u nisur nga ajo gé pér zgjidhjen e shumé problemeve nevojitet kohé mé e gjaté, ne do té
pérdorim softuerin Wolfram Mathematica i cili na shkurton kohén dhe na lehtéson né maseé té
madhe pérllogaritjet dhe rrugén deri te zgjidhja finale qé kérkojmé.
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Kapitulli 1. Problemi i programimit linear

1.1. Formulimi i problemeve té programimit linear dhe modelimi i tyre né
formé té sistemeve té barazimeve ose té jobarazimeve lineare

Modelet kryesore té optimizimit gé pérdoren gjérésisht né marrjen e vendimeve menaxheriale
éshté programimi linear. Situata té ndryshme gé has njé menaxher né punén e tij éshté ajo e
pérdorimit té burimeve qé ka né dispozicion né ményrén mé té miré t&¢ mundshme, gé nénkupton
arritjen e rezultateve sa mé té mira né kompani (t€ maksimizojé fitimin, t& minimizojé koston,
etj). Né shumé probleme gé na paragiten né jetén e pérditshme por edhe né ato té ekonomisé
kérkohet vlera mé e madhe ose mé e vogél (maksimumi ose minimumi) e njé funksioni té disa
variablave kur kéto variabla plotésojné disa kushte té caktuara té shprehura me anén e
barazimeve ose jobarazimeve [8]. Kéto probleme optimizimi quhen probleme programimi

matematik dhe formulohen si mé poshté :

Té gjendet vlera mé e madhe ose vlera mé e vogél e funksionit f(x;, x5, ..., x,) kur variablat

X1, X7, ..., X, Plotésojné njé sistem kushtesh té pérbéré nga m barazime ose jobarazime:
9i(x1, %0, o, x){=,=<}b;, i=12,...m ......... (D

Funksioni f quhet funksion i géllimit, ndérsa sistemi (1) quhet sistemi i kushteve té problemit té
programimit matematik. Shpesh né sistemin e kushteve (1) shtohet edhe kushti gé variablat

X1, Xy, ..., X, 1€ jené jonegative , pra:
x1=20,x,20,...,x, 20 ........ (2)

Zgjidhja e sistemit té kushteve (1) e cila plotéson kushtin (2) quhet zgjidhje jonegative ose
zgjidhja e lejuar e problemit. Ajo nga zgjidhjet e lejuara gé i jep funksionit té géllimit vlerén

optimale quhet zgjidhje optimale e problemit.
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Né gofté se problemi i programimit e ka funksionin e géllimit funksion linear dhe sistemin e
kushteve njé sistem barazimesh ose jobarazimesh lineare lidhur me variablat e dhéna, atéheré ai

quhet problem programimi linear.

Né trajté té pérgjithshme njé problem programimi linear me funksion géllimi gé i kérkohet

minimum shkruhet si vijon:
Té gjendet vilera mé e vogél e funksionit :
fX) =cix1 +caxp + -+ CpXy e v o (3)
me Kushte:
A X1 + Aipxy + o+ appx{=,=<}b; péri=12,..,n ...... (4)
Shpesh késaj trajte i shtohet edhe kushti (2) i jonegativitetit té variablave.

Ka shumé probleme té ekonomisé gé kur modelohen né trajté matematike sillen né trajtén e
mésipérme. Programimi linear prej kohésh ka vértetuar meritat e tij si njé model domethénés i

shumé problemeve numerike té alokimit dhe fenomeneve ekonomike [1].

Literatura e gjéré e aplikimit té vazhdueshém né ményré té pérséritur demonstron réndésiné e
programimit linear si njé kornizé e pérgjithshme pér formulimin e problemit. Né kété pjesé

paragesim disa shembuj klasik té situatave gé kané formulime natyrore.

Q) Problemi i profitit maksimal né industri
Supozojmé se kemi njé fabriké né té cilén punojné m lloje té ndryshme makinash
M,,M,,...,M_ dhe né té cilat mund té prodhohen n lloje t& ndryshme mallérash, ashtu qé
prodhimi té jeté zinxhiroré. Kjo do té thoté gé pér prodhimin e secilit mall, sé pari duhet té
punohet né makinén M, , pastaj né makinén M,,...,dhe né fund né makinén M. Supozojmé se

makinat punojné pa u ndalur dhe koha gé nevojitet pér pérgatitjen e makinés pér prodhimin e

njérit mall pas punés né prodhimin e tjetrit nuk éshté pérfillur.

10
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Po ashtu, supozojmé se kérkesa e tregut pér mallin e prodhuar éshté e pakufizuar pér té gjitha

n - llojet e mallrave dhe ¢mimet jané fikse. Duke ditur té dhénat teknike pér makinat si dhe
profitin (fitimin) pér secilén njési prodhimi té secilit mall, duhet pérpiluar programi i punés sé
fabrikés, né até ményré gé pérfitimi té jeté maksimal.

Makina M;(i=12,...,m), ka né dispozicion b, oré pune gjaté vitit. Pér té prodhuar njésiné e
mallit j makina M, duhet té punojé a,;oré; makina M,duhet t€ punojéa,; oré, dhe duke

vazhduar né kété ményré, mé né fund makina M, duhet té punojé a,; oré.

Profiti pér njé njési té mallit jéshté c;. Nése shénojmé me x;numrin e njésive té mallit j té
prodhuar gjaté njé viti, atéheré pér até prodhim makina M, duhet t& punojé a;x;oré. Meqgé

makinén M, e kemi né dispozicion gjithsejt pér b, oré pune, atéheré kemi

iaijxj Sbl (I :1,2,...,m) (l)

Eshté e garté se X, >0,..., X, > 0. Nése profiti pér njésiné e mallit j éshté C,, atéheré pér x; njési

malli profiti éshté c;x; . Prandaj, profiti maksimal pérmblidhet me funksionin:

Z=icjxj
=1

(i) Problemi i té ushqyerit
Duhet té pérpilohet programi pér té ushqyer njé individ apo té lloje t& ndryshme té kafshéve,
shpezéve etj., ashtu gé té ushqyerit té jeté sa mé i liré. Né kété rast zgjedhja e ushqgimit béhet né
mesin e n artikujve ushqgimorg, té cilét pérmbajné m materie ushqyese [7].
Le t& jeté a,sasia e i-té e materies ushgimore né artikullin ushqimor té j-t&, ndérsa b; kérkesa
minimale e sasisé sé artikullit ushgimor té i-té dhe le té jeté C; ¢cmimi i njésisé sé artikullit
ushgimor j. Nése shénojmé x; sasiné e nevojshme té artikullit ushgimor j, atéheré a;x; éshté

sasia e materies ushgyese té i-té né X; .
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Kété e shénojmé me ané té shprehjes:

iaijxj Zbl (i=1,2,...,m) (1)

Cmimin e té ushqyerit e njehsojmé me ané té shprehjes:

n

ZZZICij ............. )

J:

Problemi matematikor i té ushqgyerit géndron né faktin qé té caktohen vlerat jo negative té

variablave X, X,,..., X, ashtu gé funksioni (2) té arrijé vlerén minimale nén kushtet (1).

(i) Problemi i transportit

Supozojmé se llojin e njéjté t& mallit e kemi népér m depo té ndryshme. Né té parén kemi a,
njési malli, né té dytén kemi a, njési malli, e késhtu me radhé, né té n-tén kemi a, njési malli.
Supozojmé po ashtu se até mall duhet transportuar deri te n konsumatoré té ndryshém. Pikérisht
supozojmé se te konsumatori i paré dérgojmé b, njési malli, te i dyti b, njési malli, e késhtu me
rradhé dhe te i n-ti dérgojmé b, njési malli. E zémé se ¢mimi minimal i transportit té njésive té

pérmendura nga depoja i deri te konsumuesi j éshté c; [9].

Shtrohet nevoja e organizimit té transportit me kosto minimale:
n m
2.8 =20
i=1 j=1

Shénojmé me x.., sasiné e mallit té cilin duhet dérguar nga depoja i deri te konsumuesi j, atéheré

ij 1

gjejmé:
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n
i=1

ixij:bj(j:]_,z,___n) ........ (1)
i-1

Né bazé té sa u tha mé larté, cmimi i transportit jepet me funksionin:

Z= Z::l Zcij i (2)

Sistemi (1) éshté sistem i ekuacioneve lineare me m-n té panjohurax,, né té cilin madhésité

ij

C..

i a,0; Jjané t€ njohura. Nga natyra e detyrés éshté e qarté se duhet té jeté

X; = 0 (i=123,..m;j=123..,n).

Problemi transportit matematikisht shtrohet né kété ményré. Té caktohen numrat jo negativ x; té

cilét e plotésojné sistemin (1) dhe pér té cilét funksioni (2) merr vlierén minimale. Ky problem
quhet problemi i transportit té cilin e formuloi dhe e zgjidhi Hickok né vitin 1941.

Shembulli 1.1.1. Njé firmé prodhon tre lloje produktesh, pér ¢do produkt harxhohet 1€ndé e paré
dhe fugi punétore. Rezervat mujore té léndés sé paré dhe fugisé punétore jané pérkatésisht 440
dhe 300 njési. Pér njé produkt té llojit i (i=1,2,3) harxhohet pérkatésisht 2; 3 dhe 4 njési I1éndé e
paré si dhe 1; 2 dhe 3 njési fugi punétore. Fitimi nga shitja e njé produkti té llojit i éshté
pérkatésisht 4, 6 dhe 9 euro. Firma gjaté muajit ka edhe njé kontraté shitje me njé klient pér 20
produkte té llojit té dyté. Firma synon té maksimizojé fitimin nga shitja e produkteve té
prodhuara. Té formulohet problemi i gjetjes sé planit mujor té€ prodhimit gé jep fitimin maksimal

pér firmén si njé problem programimi linear.
Zgjidhje:

Shénojmé me x; sasiné e produktit té llojit i (i = 1, 2, 3) gé duhet té prodhojé firma gjaté muajit.

Fitimi total i firmés shprehet si shumé e fitimeve nga tre prouktet si mé poshté:

f = 4X1 + 6XZ +9X3
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Harxhimi i 1éndés sé paré né planin e prodhimit x4, x5, ..., x,, do té jeté 2x; + 3x, + 4x3 dhe nuk
duhet té kalojé rezervén prej 440 njésish té saj; pra variablat xi, x,, x3 duhet té plotésojné
kushtin:

2x1 + 3x, + 4x3 < 440.

Njélloj pér fuginé punétore gjejmé qé variablat duhet té plotésojné edhe kushtin:
x1 + 2x, + 3x3 < 300.

Nga kontrata e béré vendoset edhe kushti x, > 20.

Si pérfundim kemi gjetur modelin e méposhtém té kétij problemi gé éshté njé model i
programimit linear :

f =4x; + 6x; + 9x3 (max) me kushtet: ......... (1)

le + 3x2 + 4'X3 < 440

Xq + 2x2 + SX3 <300 ...... (2)
X2 =20
x120,x220,x3>0 ......... (3)

Shembulli 1.1.2. Dy gendra prodhimi gjaté njé muaji prodhojné pérkatésisht 600 dhe 800 ton té
njé lloj malli me té cilin do té furnizojné tre gendra konsumi me kérkesa pérkatése mujore 500,
400 dhe 500 ton. Shpenzimet pér transportin e 1 ton malli nga ¢do gendér prodhimi né secilén

gendér konsumi jepen né tabelé :

Ki Ke Ks
Py 7 4 4
P, 5 7 9

Té pércaktohet plani i shpérndarjes sé mallit né ményré gé gendrat prodhuese ta largojné
prodhimin, gendrat konsumatore t’i plotésojné kérkesat dhe shpenzimet e pérgjithshme té

transportit té jené sa mé té vogla. Té formulohet ky problem si njé problem programimi linear!
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Modelimi i disa problemeve praktike si probleme té programimit linear
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

Zgjidhje:
Shénojmé mé x;; sasiné e mallit gé do té transportohet nga gendra prodhuese i (i=1, 2) né

gendrén e konsumit j (j=1, 2, 3). Té dhénat e kétij problemi do t’i shénojmé né njé tabelé e cila

do té na ndihmojé né formulimin matematik té shembullit té€ dhéné:

P K| Kz K2 Ks Rezerva
P, 7 4 4 600

P, 5 7 9 800
Keérkesa 500 400 500

Funksioni i géllimit S jep shpenzimet e pérgjithshme té transportit sipas planit té transportit x;;

péri=1, 2 dhe j=1, 2,3 :
S = 7.X'11 + 4X12 + 4X13 + 5.X'21 + 7.X'22 + 9x23 (mln) ......... (1)
Sistemi i kushteve pérbéhet nga dy grupe ekuacionesh lineare. | pari éshté :

{ X11 + X12 + X13 = 600
X21 + X22 + Xp3 = 800

gé tregon se e gjithé rezerva e ¢do prodhuesi shpérndahet népér konsumatorét, ndérsa grupi i

dyté éshté:

X1 + X9y = 400  ...... (3)

{xll + x,1 = 500
X13 + X3 = 500

gé tregon se plotésohet kérkesa e ¢do gendre konsumi.

Gjithashtu theksojmé gé variablat x;; > 0 pér i = 1,2 dhe j = 1,2,3.

Si pérfundim modeli i problemit éshté:
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Ndér zgjidhjet jo negative té sistemit té ekuacioneve lineare (2) - (3) té gjendet ajo gé i jep
funksionit linear t€ dhéné me (1) vlerén mé té vogél. Ky model ka sistem kushtesh me 5
ekuacione lineare dhe 6 variabla si dhe funksion géllimi linear lidhur me variablat, pra éshté njé

model programimi linear (quhet model transporti).

1.2. Formulimi matematikor i problemit té programimit linear

Problemi mé i réndésishém matematikor i programimit linear éshté gjetja e zgjidhjeve té
sistemeve té ekuacioneve lineare gé maksimizojné ose minimizojné funksionin e dhéné té

géllimit [19]. Dallojmé tri lloje problemesh té programimit linear [12] edhe até:

1. Problemi standard
2. Problemi kanonik
3. Problemi i pérgjithshém

1.2.1. Problemi standart i programimit linear

Problemi standart i programimit linear formulohet si vijon:
f=cx1+cyxy + -+ cpx, (min) ... (D
me Kushte:

a11X1 + A% + o+ A Xy = Py
(p1X1 + A%y + o+ A Xy = P

Am1X1 T ApoXy + o+ Ay Xy = .Bm

x1=20x,20,..,x,20 ... 3)
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Cdo problem programimi linear gé nuk éshté né trajtén e mésipérme mund té transformohet né

njé problem standart té njévlershém me té né kété ményré:

a)

b)

Né qofté se pér funksionin e géllimit f t& problemit (1) — (2) — (3) kérkohet vlera mé e
madhe, atéheré merret funksioni f* = —f pér té cilin kérkohet vlera mé e vogél, késhtu
problemi éshté kthyer né trajtén standarte. Eshté e qarté se po t&é merr f vlerén mé té
vogél né pikén X = (xq, xy, ..., x,,) atéheré po né kété piké funksioni f do té merr vlerén
mé t& madhe dhe kemi: f(X) = —f (X).
Né qofté se né sistemin e kushteve (2) ka dhe jobarazime lineare atéheré dallojmé dy
nénraste:
» kur (2) pérmban njé jobarazim té trajtés :
a1 x1 +axx; ++a,x, <b (4)
até e zévendésojmé me barazimin:
a;xy +azxy; + -+ ayx, +x,01=D>b (5)
i cili me kushtin g€ variabli “shtes€” x,,,; té jeté jonegativ éshté i njévlershém me
jobarazimin (4).
> kur (2) pérmban njé jobarazim té trajtés :
aix, +azx; +-+apx, =b (4)
até e zévendésojmé me barazimin:
ajx; + axxy; + o+ apXy —Xp41 =b (5")

i cili me kushtin x,, ;1 = 0 &shté i njévlershém me (4°).

Eshté e qgarté se transformime té tilla do té béhen pérkatésisht pér secilin nga jobarazimet gé do

té keté sistemi (2). Kjo gjé e kthen sistemin e kushteve né njé sistem té njévlershém ekuacionesh

lineare me mé shumé variabla, por gé éshté né trajtén standarte. Té gjithé variablat shtesé

kérkohen té plotésojné kushtin e jonegativitetit.

c)

Né qofté se pér ndonjé nga variablat p.sh. x;, tek (3) nuk kérkohet té jeté jonegativ,
atéheré ai zévendésohet me diferencén e dy variablave té rinj , x, = x', — x"';, pér té

cilét vihet kushti x’;, =0, x'';, = 0.
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Shembulli 1.2.1. Té kthehet né trajtén standarde problemi i programimit linear:

f =x1 + 2x; — x3(max)

me kushte:
{2x1+x2 +x3 =2
X1 — Xy +2x3<5
x1=20,x, =20,x3 =0.
Zgjidhje:
Megé f = —f = —x; — 2x, + x3(min) dhe pastaj duke zévendésuar x, = x', — x"', e duke

futur né jobarazimin e dhéné variablin shtesé x, , merret trajta standarte si mé poshté :
f =—x1 —2x'5 + 2x""5 + x3 (min)

{ 2X1+XIZ—X”2 + x3 =2
xl—x'2+x”2+2x3+x4=5

X1 Zo,xlz ZO,x”Z ZO,X3 20,.’){'420
1.2.2. Problemi kanonik i programimit linear

Né qofté se né trajtén standarte me anén e transformimeve té njévlershme sistemin (2) e sjellim

né trajtén (2’) dhe pastaj funksionin (1) né trajtén (1), fitohet problemi :

f=dy— (dry1%41 + dpi2Xpin + - +dpx,) (min) ... 1)

me kushte :

X1 = bl (al r+1%r+1 + A1 r42Xr 42 + et A1n X n)

Xy = bz (@2rs1Xrs1 + QorinXesy + o+ QpXn) 2"
k (ar r+1%r+1 + Arr+2Xr 42 + + arnxn)
x1=20,x20,.,x,20 ...... (3)
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Qé quhet trajté kanonike e problemit standart ose trajté kanonike primare. Variablat
X1, X7, .., X, Quhen variabla bazé dhe bashkésia e tyre quhet bazé e sistemit (2).

Variablat x, .1, x,42, ..., X, quhen variabla jobazé [8].
Nése né (2°) marrim x, .1 = X,4, = - = X, = 0 fitohet njé zgjidhje jonegative e tij

X = (by, by, ..., by, 0, ... ,0) gé quhet zgjidhje bazé (zgjidhje bazé primare).Vlera f(X) = d,.

1.2.3. Problemi i pérgjithshém i programimit linear

Problemi i pérgjithshém i programimit linear géndron né llogaritjen e vlerés maksimale apo
minimale té funksionit linear:

Z=C% +CyX, +..+C, X,

nén kushtet kufizuese té€ shprehura me sistemet e jobarazimeve <, > ose barazimeve. Problemet ¢
tilla duhet té sillen né formén standarde ose kanonike. Nga tre problemet e programimit linear
shohim se né kushtet kufizuese lineare paragiten barazime dhe jobarazime. Né pérgjithési éshté
shumé mé lehté té punojmé me barazime se sa me jobarazime, prandaj shpesh nga sistemet e

jobarazimeve mund té kalojmé né sisteme barazimesh lineare.

1.3. Zgjidhjet bazike pér problemin kanonik té programimit linear

Pér té gjetur maksimumin e njé problemi kanonik té programimit linear, até mund ta paragesim

edhe né formé matricore si vijon:

MaX CX oo (1)
AX=B )
X 20 oo, 3)
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pérkatésisht :

n
max chxj
-1

(/|

Zn:a..x. =b ,1=12..,m
i=1

Xx; >0, j=12,...,n

]

Pra, duhet gjetur té gjitha zgjidhjet e sistemit (2), té cilat jané pozitive dhe maksimalizojné
funksionin linear. Matrica A éshté e tipit mxn. Pa humbur pérgjithésimin e problemit mund té

supozojmé se B>0.

Pérkufizim 1.3.1. Cdo zgjidhje e problemit, e cila plotéson kushtet (2) dhe (3) quhet zgjidhje e

mundshme ose zgjidhje e lejueshme.

Té rikujtojmé se sitemi i ekuacioneve lineare (2) éshté i zgjidhshém nése ka té paktén njé
zgjidhje. Né té kundértén sistemi éshté i pazgjidhshém (i pamundshém). Meqgé cdo zgjidhje e
mundshme éshté edhe zgjidhje e sistemit AX=B, atéheré matrica A dhe matrica e zgjeruar e

sistemit kané rang té njéjté r, [12].

Nése r <m, atéheré m-r ekuacione té sistemit AX=B jané linearisht té varura nga té tjerat.
Ekuacionet linearisht t€ varura mund té lihen anash, pér kété arsye pa humbur kohé pér

pérgjithésimin mund té supozojmése r =m.

Nése r=m=n, atéheré kemi n ekuacione me n té panjohura me matricén regulare té
koeficienteve té sistemit. Sistemi i tillé ka zgjidhje té vetme X = A™'B. Pra, mbetet t& shihet
vetém nése éshté X >0, por ky pérkufizim paraget njé humbje t¢ madhe nga pérgjithésimi i

problemit. Prandaj, éshté me interes rasti m<n.

Forma matricore e problemit kanonik té programimit linear mund té paragitet né formén

vektoriale si vijon:
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Té gjendet

max CX , nén kushtet

XA +XA +..+X A =B
X =0

ku C=(c,,C,,....C.) 1 X =(X.,X,,..., X;), Kurse CX éshté prodhim skalar i vektoréve C dhe X.

Pérkufizim 1.3.2. Zgjidhja e mundshme X =(x;,X,,..., X,) quhet zgjidhje bazike nése vektorét

A, (1=12,..,n), pértécilét x, >0, jané linearisht té pavarur.

Megé A, A,,..., A, jané vektoré nga hapésira m dimensionale, nga pérkufizimi i zgjidhjes bazike

rrjedh se, numri i komponentéve té tyre pozitive mund té jeté mé i madh se m.

Pérkufizim 1.3.3. Zgjidhja bazike quhet jo e degjeneruar nése ajo pérmban m komponente
pozitive X, X,,..., X, . N& té kundértén, kur x;, =0 pér ndonjé i=12,..,m, sistemi X;,X,,..., X

m

quhet zgjidhje e degjeneruar.

Shembull 1.3.1. Shqyrtojmé nése sistemi

X, +2X, +3X; +4X, =5
2X, +5X, +6x, +8x, =11
X, +3X, +3X; +4X, =6

ka zgjidhje bazike té degjeneruara?

Vérejmé se ekuacioni i treté fitohet si rezultat i ndryshimit té ekuacionit té paré me ekuacionin e
dyté. Prandaj, si té tillé, ekuacioni i treté nuk pérfillet (lihet anash gjaté zgjidhjes). Rrjedhimisht,

né vend té sistemit t& dhéné merret sistemi

X, +2X, +3X; +4X, =5
2X, +5X, +6X; +8x, =11
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Ky sistem do té keté aq zgjidhje bazike, pér aq sa do té jeté numri i bazave nga bashkésia e

vektoréve té koeficientéve té sistemit.

S

Numri maksimal i bazave éshté i barabarté me numrin e kombinacioneve té klasés dy prej katér

elementeve. D.m.th.

(4J=L:6 ( né bazeé té formés [ngL).
2) 21(4-2)! m) mi(n—m)!

D.m.th. numri maksimal i bazave éshté 6. Megjithaté nuk jané aq baza, sepse nuk jané qé té 6

ciftet e vektoréve {A,A }linearisht té pavarur. Provohet lehté se dyshet e vektoréve

{A,A}{A A}dhe {A,, A }jané linearisht té varur.

Veértet:
det[ ]—1 3—6 6=0 det[ A]—1 4—O
A“Aﬁ_z 6 e A““_z 8
dhe
3 4
det[A., A ]l= =0
s S

Rrjedhimisht,

4
A =3A, A =4A L A=A
Tri ciftet tjera té vektoréve {A,A,}.{A, A;}dhe {A, A} jané linearisht t& pavarur dhe si té

tillé formojné bazé té hapésirés vektoriale dy dimensionale. Rrjedhimisht, ekzistojné tri zgjidhje

bazike té sistemit t& dhéné.
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Zgjidhja e paré bazike éshté

Kjo zgjidhje éshté zgjidhje bazike e degjeneruar, sepse ka mé tepér se n-m=4-3=1 koordinata té

barabarta me zero. Zgjidhja e dyté bazike e degjeneruar éshté

X =X,=0,X,=%=1

Zgjidhja e treté bazike e degjeneruar éshté: x, =x, =0, X, =1, x, =

Mlw

Pérkufizim 1.3.4. Zgjidhje bazike optimale e problemit kanonik té programimit linear quhet ajo
zgjidhje pér té cilén funksioni linear, pra funksioni i géllimit, arrin vlerén maksimale dhe

minimale.

Pérkufizim 1.3.5. Problemi i programimit linear quhet i kufizuar nése max{CX /xe F}<o .
Né té kundértén problemi quhet i pakufizuar, ku F={X/AX =B, X >0} éshté bashkésia e té

gjitha zgjidhjeve té mundshme.

Shembulli 1.3.2. Shembull i problemit té pakufizuar té programimit linear, fig. 1.

max X,
Té gjendet: x, —x, =0 AP OJO; £ N = )
» Algebra X | ~ Graphics
X =20,X%X,>0 o N

Fig.1 °

Fig.1
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Né vazhdim do té shqyrtojmé problemin e programimit linear gé ka té béjé me gjetjen e vlerés
minimale té funksionit linear. Kjo béhet pér arsye se gjithmoné problemi i minimumit mund té

zgjidhet si problem i maksimumit dhe anasjelltas.

D.m.th. :
Min(z = ¢, X, +C,X, +...+C,X,) =2, =—(-2,) =—max(-z) ;
minz =—-max(-z).

Vetité e zgjidhjeve té problemit t& programimit linear jané té lidhura ngushté me vetité e

bashkésive konvekse, té cilat luajné rol té réndésishém né programimin linear.

1.4. Bashkésité konvekse
Segment, i pércaktuar me dy pika t& ndryshme A dhe B, né hapésirén vektoriale R", quhet

bashkésia AB ={X | X = AA+(1-1)B; ABeR",0<1<1}

Fig. 2

Figura 2, ilustron segmentin me pikat A dhe B né hapésirén vektoriale dy dimensionale R?.
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Natyrisht A= B. Mesi i segmentit AB éshté:

iAJrlel(A+B):M :
2 2 2

P.sh. nése A(x,,V,), B(X,,Y,) (Fig. 2), atéheré
1 1 1
E(Xlay1)+§(xzay2):E(X1+X2'y1+y2)= M.

Né rafshin O, le t& jené dhéné dy pika A (x;,x;) dhe A,(x/,x;) té cilat e pércaktojné

segmentin A A, . Gjejmé koordinatat e cilés do piké t& brendshme A(X,X,) té segmentit A A, ,
shih fig. 3. Vektorét

AA :(Xl —Xll,X2 _X;) dhe AA, :(Xlz _Xlle§ _X;)
jané kolinearé (ju takojné drejtézave paralele) dhe kané kahe té njéjté. Prandaj,

AA =tAA, ku0<t<i,

ose
1 1 2 1 2 1
(X1_X1 1 X5 _Xz) :t(xl =X, X5 _Xz) .
X,
A
a
Nga barazimi i fundit marrim A
o
1 2 1 A,
X, =X, =t(X; =X } 2] ;
2 2 1 !
X, =X; = t(X2 - Xz)
N
rrjedhimisht,
1 [u] 1 2 é 4 g (<] 7
X
X, = (L-t)x; +1x? 1

X, = (L-1)x] +tx2

Fig. 3
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Duke zévendésuar 1-t =4, , t=A,, marrim

K =AAHAN )0 A 20, 44y =1
X, = A, XE + A,x2

Pérfundimisht, meqgé x, dhe x, jané koordinatat e pikés A, kemi

A=A +1,A,
A =04, 20,4 +4,=1

Pika pér té cilén plotésohen kushtet (2) dhe (3) quhet kombinim linear konveks i pikave A, dhe
A, .

1
Pér jl 0}, pika A pérputhet me pikén A.
2 =

A =0
A, =1

Pér } pika A pérputhet me pikén A,.

Kur parametri t merr vlerat nga O deri né 1, pika A pérshkruan segmentin A A,. Pikat A, dhe

A, quhen pikat e skajshme té segmentit.

Nga pérkufizimi i kombinimit linear konveks i pikés, éshté e garté se pikat e skajshme nuk mund
té paraqgiten si kombinim linear konveks i dy pikave té tjera té segmentit. Relacionet (2) dhe (3)

vlejné edhe pér dimensionet e tjera té hapésirés vektoriale [1].

Le té jené dhéné n pika A, A,,..,A. Pika A éshté kombinim linear konveks i pikave

AL A, ..., A, nése plotésohen kushtet:

A=AA +4LA +..+ 1A,
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2,20,(j=12,..,n);> 4, =1.
j=1

Shembulli 1.4.1. Jané dhéné pikat A (3,-2,5)dhe A,(—1,6,1).Té gjendet pika A(X,,X,,X;) e cila

éshté kombinim linear konveks i pikave A dhe A,.

Sipas pérkufizimit, pika A éshté kombinim linear konveks i pikave A dhe A, nése plotésohet
kushti:

A=A +L,A, 4,4 20,4 +4,=1

Meqgé A, + 4, =1, atéheré A, =1— A, . Nése éshté pér shembull 4, = %,at'éheré

A, :1—% =§ dhe koordinatat e pikés A gjenden nga relacioni

1 2 110 7
X IX 1X == 3,_2,5 +— —1,6'1 = =,—,—
(4 %) =5 (3-28) +2 )(333)

prej nga gjejmé:

Bashkésia K gquhet bashkési konvekse, né qofté se bashkésia K sé bashku me cilat do dy pikat
A dhe A, pérmban edhe kombinimin linear té tyre:

A A eK=A4A+4LA eKALA 204 +4, =1
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D.m.th. bashkésia éshté konvekse kur sé bashku me cilat do dy pika pérmban edhe segmentin gé

bashkon ato dy pika (Fig. 4). Né té kundértén, bashkésia quhet konkave (jo konvekse) (Fig. 5).

ANV,

Fig. 4

=

Fig. 5

Bashkésia e pikave né hapésirén R", koordinatat e té cilave plotésojné sistemin e jobarazimeve

a X, +..+a,x, <b

1nn

Ay X .+ Ay X, <,

2n"*n

A X+t A, X, Sb,

mn“'n

éshté bashkési konvekse dhe quhet poliedér konveks [5].

Shembull 1.4.1. Bashkési konvekse éshté pjesa e hijesuar e fig. 6, kurse poliedér konveks éshté

trupi gjeometrik i dhéné sikur né fig 7.
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ENCoERNED
» Algebra X [~ craphics

® equx+y=5 O~ c— v | &
@®a:x=>0

®biy>0
@®c:3xt+3y<15

Fig. 6 Fig. 7
1.5. Vlerat e funksionit né bashkésité konvekse
Funksioni i formés:
Z=0CX +C,X, +...+C, X,
ku koeficientet c,,c,,...,C, jané numra real, quhet funksion linear i ndryshoreve X;,X,,..., X,

Kuptimi gjeometrik i funksionit z=c;x, éshté drejtéz né rrafshin 0, ,ndérsa funksioni

XXp !

Z=C;X +C X, €shté rrafsh né hapésirén 0, .

Tani na intereson vlera maksimale (minimale) e funksionit z né bashkésiné konvekse K, e né
vecanti né bashkeésité konvekse té fituara si zgjidhje té sistemeve té barazimeve jo lineare me dy
e tri té panjohura.

Teorema 1.5.1. Funksioni

Z=0CX +CyX, +... +C X,

arrin vlerén maksimale (minimale) né pikat kufitare té bashkésisé K, qé éshté marré si zoné e

zgjidhjeve té sistemit té jobarazimeve lineare:
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ailxl + a12X2 S bl
ayX +a,X, <h,

Shembulli 1.5.1. Té gjendet vlera maksimale e funksionit z = x, +2x, né bashkésiné konvekse

K té pércaktuar me sistemin e jobarazimeve:

X +X, <1
— X, +X, 20 ™)

—-2% +X%X, <0

Zgjidhje:

Secili nga jobarazimet nga (*) paraget gjysmérrafsh. Kufizimet e kétyre gjysmérrafsheve jané
drejtéza té cilat po i shénojmé me : | :x +x, =1, I,:=Xx, +x, =0 dhe l;:-2x,+x,=0.
Pikat prerése A B dhe C té drejtézave I,l, dhe |, i gjejmé duke zgjidhur sistemet e

barazimeve lineare si vijon:

. XX, =1
) A=hol "t
1 27 Y
X, +X, =1
ii) lelmls:{_lzx 2+X o
1 2 Y
—-X, +X,=0
iii)C:IZmI3:{_21X +; o
1 2 T ¥

Zgjidhjet e sistemeve (**) jané pérkatésisht:

) X, =X, = % qé paraget pikén prerése té drejtézave 1, dhe I,.
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11
Pra,A=|1ﬁ|2= 515 .

Ngjashém, ii) B =1, A, =G§j dhe

iii) C =Ln1,=(0,0)

Q.\i‘ .A\i‘ /-/./\7 A’\i‘ b\i‘ ®\7 @\i‘ &) x\] i:E\i‘
» Algebra w Graphics
® eql:x+2y=0 | A C
®a:rxty=<l1l

@®b:—xt+y>0
®c: —2x+4+y<0

Fig. 8

Pérfundimisht, zgjidhja e sistemit té inekuacioneve (*) éshté bashkésia konvekse e pérbéré nga

trekéndéshi ABC (Fig. 8) dhe té gjitha pikat brendshme té tij. Gjejmé tani vlerat e funksionit z

né secilén nga pikat A,z(B)dhe C.

Kemi:
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Rrjedhimisht, né bazé té teoremés sé mésipérme, funksioni z arrin vlerén maksimale né pikén A
dhe ajo vleré éshté z(A) =3.

Shembulli 1.5.2. Té gjendet vlera maksimale e funksionit z=2x, +X, +3X, né bashkésiné

konvekse K té pércaktuar me sistemin e jobarazimeve lineare:

X + X, + X5 <1
X, =20 *)
x>0

X; 20

Zgjidhje: Nga (*) marrim kéto sisteme té ekuacioneve lineare:

X +X, +%X; =1 X +X, +X; =1 X +X, + X, =1 X, =0
(i) 4%, =0 (i) yx,=0 (i) 1%, =0 (iv) <x,=0
X, =0 X; =0 X, =0 X, =

Secili prej ekuacioneve nga sistemet e mésipérme paraget njé rrafsh né hapésiré. Zgjidhjet e

kétyre sistemeve paragesin kulmet e poliedrit konveks ku ne kérkojmé maksimumin e funksionit
Z=2% +X, +3X,.

Zgjidhjet e sistemeve té mésipérme jané pérkatésisht:
(i x, =X, =0,x, =1apo pika A(0,0,1)

(ii") X, = X, =0,x, =1apo pika B(0,1,0,),

(iii") x, =1,%, = X, =0apo pika C(1,0,0,)

(iv) X, =X, = X, =0 apo pika D(0,0,0,).
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Pikat A B,C dhe D paragesin kulmet e tetraedrit i cili paraget bashkésiné konvekse té

zgjidhjeve brenda té cilit kérkojmé maksimumin e funksionit z = 2x, + X, + 3X,.

Llogarisim vlerén e funksionit z = 2x, + X, +3X,, né secilén nga pikat A,B,C dheD:

2(A)=2:0+0+3-1=3;  2(B)=2-0+1+3-0=1;

2(C)=2-1+0+3-0=2; z2(D)=2-0+0+3-0=0.

Shihet garté se maxz=z(A)=3.
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Kapitulli 2. Metoda grafike dhe simplekse né programimin linear

2.1. Metoda grafike e problemit té programimit linear

Metoda grafike e zgjidhjes sé problemit té programimit linear paraget interpretimin gjeometrik té
problemit té programimit linear. Kjo metodé kryesisht bazohet né zgjidhjen e problemeve né
hapésirén dy dimesionale, e kjo do té thoté gé me kété metodé mund té zgjidhim probleme té
programimit linear qé kané dy variabla ose me anén e transformimeve té njévlershme sillen né

njé trajté té tillé [10].

Le té jeté dhéné problemi:

f =c1x + ¢y (min) ... €Y

me kushtet :

a1 x + appy < b1
a1 X + az,y < bz (2)

Ap1X + am2y < bm

Zgjidhja e sistemit té kushteve (2) dhe (3) té problemit té dhéné paraget né kuadrantin e paré té
planit 0xy njé shumékéndésh konveks té kufizuar ose jo, gé pérbén zonén e zgjidhjeve té lejuara

qé do ta shénojmé me Z (Fig. 9).
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cx+ey=0

4 3 2 7 0

Fig. 9

Pikat e planit pér té cilat vlera e funksionit té géllimit (1) éshté c, jané pikat e drejtézés me

ekuacion c;x + ¢,y = ¢ qé quhet drejtéz e nivelit. Né figurén 9, jepet pozicioni i saj pér ¢ = 0.

Pér té gjetur zgjidhjen optimale né zonén Z shqyrtojmé koeficientin c, né ekuacionin e drejtézés

sé nivelit. Dallojmé dy raste:
Rasti I. ¢, # 0. Kjo tregon se drejtéza e nivelit e pret boshtin e y. Kemi dy nénraste :

a) c, > 0. Né kété rast zhvendosja e drejtézés sé nivelit nga poshté-lart paralelisht me veten
sjell rritjen e vlerave té funksionit té géllimit né pikat e saj, késhtu g& minimumi i f arrihet
né pikén e paré té takimit té drejtézés sé nivelit me zonén Z kur ajo zhvendoset nga

poshté-lart (né Fig. 9 éshté pika A).

b) ¢, < 0. Né kété rast me arsyetime té ngjashme gjejmé se zgjidhja optimale e problemit
éshté pika e fundit e takimit té drejtézés sé nivelit me zonén e lejuar Z kur drejtéza e

nivelit zhvendoset paralelisht nga poshté larté (né figuré éshté pika C).
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Rasti 1l.c; = 0. Atéheré patjetér ¢; # 0 dhe drejtéza e nivelit do té keté ekuacionin c¢;x = c dhe

éshté paralel me boshtin e y. Edhe kétu do té dallojmé dy nénraste:

a) Kur ¢; > 0 gjaté zhvendosjes sé drejtézés sé nivelit paralelisht nga e majta né té djathté
né pikén e paré té takimit me zonén Z arrihet minimumi i f.

b) Kur c; < 0 gjaté zhvendosjes sé drejtézés sé nivelit paralelisht nga e majta né té djathté
né pikén e fundit té takimit té saj me zonén Z arrihet minimumi i f.

> Pér rastin kur kérkohet vlera mé e madhe e funksionit té géllimit f mund té arsyetojmé né
ményré té ngjashme pér té nxjerré rregullén e zgjidhjes; ose mund té merret funksioni
f = —f té cilit i kérkohet minimumi dhe atéheré pér £  vlejné arsyetimet e béra mé

sipér. Né até piké ku £ ka minimum, funksioni f do té ket& maksimum [8].

Shembull 2.1.1. T¢ zgjidhet grafikisht problemi: f = x + y (min) me kushte:

Zgjidhje:

Zona e zgjidhjeve té lejuara té problemit éshté si né fig.10, drejtéza e nivelit pér ¢ = 0 ka njé
pozicion paralel mé drejtézén té ndértuar nga jobarazimi i paré dhe megé c, = 1 > 0, minimumi
i f arrihet né pikén e paré té takimit té drejtézés sé nivelit d me zonén Z kur drejtéza d zhvendoset
nga poshté-lart. Vihet re gé gjaté zhvendosjes sé drejtézés sé nivelit d nga poshté-lart, takimi i

paré i d me zonén Z béhet né té gjitha pikat e segmentit AB.
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[R] LA OO 4 =2 )

» Algebra X | * Graphics
® eql:ix+y=0 a-
xt+y =2
:—2x4+y =1
ry<3
x>0

ry =0

ry =0

{0.33, 1.67)
0,2

0,3)

1,3)

(AL RN NN N N J
DOom> ™Mo o0 T &

Fig. 10

Thuhet se problemi ka njé pafundési zgjidhjesh optimale. Té tilla jané gjithé pikat e segmentit
AB, p.sh. A(1/3,5/3); B(0,2) dhe ¢do piké gé éshté kombinim linear konveks i kétyre dy pikave

éshté zgjidhje optimale e problemit me minf=2.

Shembull 2.1.2. Té zgjidhet me metodén grafike problemi: f = x — 3y (max) me kushte :

—2x+y=1
2x+3y =6
x=0
y=0
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Zgjidhje:

Zona e zgjidhjeve jonegative té sistemit té kushteve éshté zona e pakufizuar Z, si né figurén 11,

B AL > OO 4N =[]

» Algebra [*] | =+ Graphics

® eql:x-3y=0 v
®at-dxty>1 Cl»c
@®b:2x+3y>06
®c:x>0
®d:y>0

® B=(0,2)

® A=(0.38,1.75)

Fig. 11

Drejtéza e nivelit éshté x; — 3x, = 0. Megé ¢, = —3 < 0 gjaté zhvendosjes sé d paralelisht nga
poshté-lart, né pikén e paré té takimit me zonén Z arrihet maksimumi i f. Kjo piké éshté
A(3/8,7/4) dhe maxf=3/8 — 3(7/4)=-39/8.

Shembull 2.1.3. Té zgjidhet me metodén grafike problemi :
f =2x1+x, + 2x3 + x4 — 3 (min)
me kushte :
X1 +xy+2x3—x4 =3

—le — Xy — ZX3 + 3X4 = -2 X; = O,l = 1,2,3,4‘
3x1 + sz + 4x3 - 4x4 =5
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Zgjidhje:

Meqé matrica e sistemit té kushteve té problemit e ka rangun r=2 dhe numri i variablave éshté 4,

prar =n-—2, kryejmé transformimet e Gauss-Zhordanit ndaj sistemit té kushteve :
1 1 2-1] 3 1 1 2-1] 3 1 0 0-2]-1
(—2 -1 =23 —2>~<0 1 21 4>~<0 1 21 4)

5 0 -1 —-2-11-4 0 0 0010

3 2 4 —4
Atéheré sistemi i kushteve merr trajtén :

x1—2x4=—1 { X1=2X4—1
{XZ +ZX3 + x4 =4 ose (*) X2 =4‘—2.X3—X4

Po té zévendésojmé x; dhe x, tek f gjejmé:
f=2x4—1+4—2x3 —x4 +x3+x4 —3 =—x3+ 2x4(min).
Meqé x; = 0 dhe x, = 0 problemi merr trajtén :
f = —x3 + 2x4(min)

{ 2x,—1>0 { 2%, > 1
4—2x3—x,20 %% 2x3+x,<4

Duke e zgjidhur kété problem grafikisht (fig.12) gjejmé zgjidhjen optimale pikén C me
koordinata x3 = 7/4,x, = 1/2 dhe minf = —3/4.

Kété shembull gé pérmban gjithsejt katér variabla, me ané té transformimeve e kemi sjellé né
problem programimi linear me dy variabla x; dhe x, , andaj gjaté paraqitjes grafike me
Geogebra variablén x; e kemi identifikuar me x, ndérsa até x, e kemi identifikuar me y.
(fig. 12).
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2 AL AR ollel <N =]

Algebra w Graphics
eql: x+2y=0 | hC~
b:2y>1
c:2x+y<4
d:x>10

e:y =0
A=1{0,0.5)
B=1(0,4)
C=i1.75,0.5)

Fig. 12

Duke zévendésuar kéto vlera té x; dhe x4 né sistemin e kushteve (*) gjejmé

x1=0,x =0, x3=7/4,x, = 1/2 zgjidhjen optimale té problemit té€ dhéné né fillim.

2.2. Algoritmii metodés simplekse né programimin linear

Algoritmi simpleks éshté njé proceduré iterative gé duke filluar nga njé trajté kanonike e
problemit té programimit linear me transformime té njévlershme té saj con né gjetjen e zgjidhjes

optimale té problemit ose né konstatimin se funksioni i géllimit e ka optimumin e pafundém [8].

Trajtén kanonike (1), (2”), (3”) e paragesim né njé tabelé gé quhet tabela simplekse pérkatése si
mé poshté:
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B |TL | xq..x X Xp 41 Xj e X

X1 bl 1 .0 ..0 A1 741 alj e A1y
X7 bl 0 ..1..0 Al ri1 o alj e A
Xp | by |0 0 0 1 arpqq e Gy e Qg
f dp|0 o0 o1 dyyy o d; o dy

Tabela 1

Né qgofté se ndér koeficientét prané ndonjé variabli t€ liré x; né sistemin e kushteve té trajtés

kanonike té tabelés 1, ka koeficienté pozitiv atéheré mund té kalohet né njé tabelé tjetér
simplekse duke kryer kéto veprime:

Zgjidhet elementi gelés a;; pozitiv i tillé gé b—f = min % ybi/aj;>0.

ajj ij
Largohet nga baza ekzistuese variabli x; dhe né vend té tij né bazén e re futet x;.

Rreshti i variablit bazé x; né tabelén e re pérftohet nga pjestimi me a;; i rreshtit té variablit

bazé x; té tabelés ekzistuese.

Rreshtat tjeré né tabelén e re, p.sh. rreshti i variablit bazé x;, pérftohet duke i shtuar rreshtit

pérkatés té tabelés ekzistuese rreshtin e ri té variablit bazé x; té shumézuar me —ay; .

Njélloj rreshti i f né tabelén e re merret duke i shtuar rreshtit pérkatés né tabelén ekzistuese

rreshtin e ri té variablit bazé x;té shumézuar me —d;.
Ecuria e kétij algoritmi éshté si mé poshté:

Né trajtén kanonike (1°), (2°), (3°) (paragrafi 1.2. Kap.l), shqgyrtojmé koeficientét
dri1,dry2, ..., d, tek funksioni i géllimit (17).

f=dy— (dry1%41 + dpi2Xpip + - +dpx,) (min) ... 1)
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me kushte :
|( — (A s1%rs1 + QppaXegy + o+ A Xy)
4 = (az r+1Xr+1 T A2 pq2Xp 42 T+ Aop Xy ) _________ 2"
LXT = (ar r+1xr+1 + ar r+2xr+2 + + arnxn)
X120,%>0,..,%, 20 ....... 3)

Rasti I. Té gjithé koeficientét d,,¢,d, 15, ... ,d, jané jopozitiv. Né kété rast zgjidhja bazé e

trajtés kanonike (by, by, ..., b, 0, ... ,0) éshté zgjidhja optimale e problemit dhe minf = d,.

Rasti Il. Ndér ta ekziston ndonjé koeficient d; >0 i tillé gé té gjithé koeficientét

aij, azj, - , Ay Prané variablit x; n€ sistemin (2°) jan€ jopozitive. N& kété rast minf = —oo .

Rasti I11. Pér ¢do d; > 0tek f * ndér koeficientét prané variablit x; né sistemin (2°) ka edhe

pozitiv. Le té jeté njé d; > 0 e tillé gé:
a;j >0,az; >0,...,a; >0,a,41; <0,a42; <0,...,a,; <0

dhe le té jeté:

by b by | _ b
T T ey T (T T
alj azj akj alj

min{
Me element celés a;; kalojmé né njé trajté tjetér kanonike (1) - (2°*) — (3) t€ njévlershme me
té parén. Pér trajtén e re i pérséritim arsyetimet nga fillimi si¢ bémé pér trajtén kanonike (1°),

27, 3).

Algoritmi pérfundon kur arrihet né njé trajté kanonike gé i pérket rastit | ose rastit Il né

arsyetimet e mésipérme.
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Shembulli 2.2.1. Té zgjidhet problemi i méposhtém me algoritmin simpleks:
f =2x1 + x5 — 2x3 + x4 (Min)
X1 — X + X3 = 2
le + X + X4 = 10, X > O,l = 1,2,3,4‘,5
—X1 +2x; + x5 =4
Zgjidhje:

Vihet re gé sistemi i kushteve éshté né trajtén kanonike me bazé x3, x4, x5 , kurse funksioni i
géllimit nuk éshté né njé trajté té tille. Tek funksioni i géllimit zévendésojmé variablat

bazé x3, x4, me shprehjet e nxejrra nga sistemi i kushteve dhe do té kemi :
f=le+x2—2(2—x1+x2)+10—(2x1 +X'2) =6+2x1 —2x2 ose
f =6—(—2x; + 2x;) (min).

Ndértojmé tabelén simplekse fillestare :

B TL Xq Xy X3 X4 Xs
X3 |2 1 -1 1 0 0
xs |10 2 1 0 1 0
Xs 4 -1 2 0 0 1

f 6 -2 2 0 0 0
Tabela 1

Jemi né rastin 111 té algoritmit simpleks. Elementi celés gjendet né shtyllén e x, nga

10

min {T'%} = 2, pra elementi 2 i futur né kuadrant tek tabela 1., del nga baza x; dhe futet né

bazé né tabelén e re x,.

Né tabelén e re shénohet né fillim baza e re x3, x4, x, € pastaj plotésohet rreshti ku ndodhet

elementi celés duke pjestuar rreshtin ekzistues té elementit ¢elés me veté até element.
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Pastaj duke shumézuar kété rresht té ri me 1, -1 dhe -2 dhe duke ia shtuar pérkatésisht rreshtit té

paré, té dyté dhe té katért béjmé zero gjithé elementet e shtyllés sé x; |arté dhe poshté elementit

celés. Tabela e re simplekse fitohet né kété ményré (tabela 2):

B TL X1 Xy X3 X4 Xs
x3 |4 1/2 0 1 0 1/2
X, |8 312 0 0 1 -1/2
X, |2 -1/2 1 0 0 1/2

f 2 -1 0 0 0 -1

Tabela 2

Vihet re se né tabelén 2, nuk ka elemente pozitive né rreshtin e f , pra jemi né rastin e paré té
algoritmit simpleks.

Zgjidhja bazé e tabelés 2, gé éshté: x; =0,x, =2,x3 =4,x, = 8,x5 = 06shté zgjidhja
optimale dhe pér kété kemi minf = 2.

Shembulli 2.2.2.T& zgjidhet problemi i méposhtém me algoritmin simpleks:
f =16 + 2x; — 3x3(min)

{ Moxstn =l 0=, 4

—le +XZ +X3 =1’
Zgjidhje:

Shohim se sistemi i kushteve éshté né trajté kanonike me bazé x,,x,. Né f nuk ka asnjé

ndryshore bazé prandaj até e paragesim né trajté kanonike.
f =16 + 2x; — 3x3(min)

{ Xp=1-(1—x)
X, =1—(—2x1 +x3) "’ -

dhe tabela simplekse éshté :
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B TL X Xy X3 X4
X4 1 1 0 -1 1
X, 2 -2 1 1 0

f 16 -2 0 3 0
Tabela 1.

Me element celés 1 té treguar né tabelé kalojmé né tabelén e re simplekse sipas rregullave té

dhéna. Del nga baza x, dhe futet x5 dhe tabela e re éshté :

B TL X1 X, X3 X4
X4 3 -1 1 0 1
X3 2 -2 1 1 0
f 10 4 -3 0 0

Tabela 2

Vemé re se jemi né rastin e 1l té algoritmit simpleks, pra pér kété problem thuhet se ka funksion

té géllimit té pakufizuar nga poshté ose minf = —oo.
Shembulli 2.2.3. Jepet problemi: f = 5x; + 3x, + 4x3 (max)

(P){le +x2+x3S20
3x1 +xy + 2x3 < 30

x;>0,i=123

a) Dihet gé né zgjidhjen optimale té problemit si variabla bazé jané x, dhe x3. Duke filluar
nga zgjidhja bazé fillestare e marré nga trajta standarde e problemit tregoni se si mund té
pérdoret ky informacion pér té gjetur tabelén simplekse optimale pa pérdorur algoritmin
simpleks. (Té pérdoret matrica e anasjellté e matricés D té formuar nga shtyllat e x, dhe
x3 né tabelén fillestare dhe veprime matricore).

b) A formojné bazé primare té lejuar pér (P) variablat x;, x3? Tregoni pse!
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Zgjidhje:

a) Tabela fillestare e (P) éshté :

B TL X1 Xy X3 X4 Xs
x4 |20 |2 1 1 1 0
x5 |30 |3 1 2 0 1

f 10 5 3 4 0 0
Tabela 1

1 1

Konsiderojmé matricén D = (1 5

) té formuar nga shtyllat e x, dhe x5 né sistemin e kushteve.

Gjejmé qgé e anasjellta e saj éshté D! = (_21 _11)

Meqé tabela optimale ka si bazé x, dhe x3 né shtyllat e saj gé i pérkasin x, dhe x3 jané vektorét
njési.

Matrica D™ tek kjo tabelé optimale z& vendin e matricés njési té tabelés 1 fillestare. Termat e liré

té sistemit té kushteve né tabelén 1 optimale gjenden nga :

% =0"5=(% 7)(Go)= (o)

Shtylla e re e x; gjendet nga shtylla pérkatése A; e variablit x; né tabelén fillestare me ané té

shumézimit: D14, = (_21 _11) @ - (D

Vlera pérkatése e f’ gjendetnga -CID 1B =—(3 4) Gg) = —70, ndérsa vlerat e
koeficientéve prané variablave tek rreshti i f” llogariten nga veprimet matricore:

T ATrelg _ B 2 —1y(2 1 11 0y_
cT-cpp7a=G 3 40 -6 H(5 ) )=

1/\3 1 20 1
(=2 0 0-2 -1
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Né pérfundim rezulton gé tabela optimale e problemit éshté :

B TL X1 Xy X3 X4 Xs
x; |10 1 1 0 2 -1
x3 |10 1 0 1 -1 1

f |-70 |-2 0 0 -2 -1
Tabela 2.

Transformimet e mésipérme pérmblidhen késhtu: Tabela e re me bazé x, , x; merret nga tabela

fillestare duke e shumézuar kété nga e majta me matricén D™ t& gjetur si mé sipér:

GODE IR R LY

ndérsa rreshti i ri i / merret duke zbritur nga rreshti pérkatés i tabelés fillestare, tabelén e re té

gjetur mé sipér té shumézuar nga e majta me vektor rreshtin e koeficientéve prané té panjohurave

té reja bazé x, , x3 né tabelén fillestare, pra :

101 1 02 -1
s 3 40 0-G D(yly o 15 )=

=(0|5 3 40 0)—(70|7 3 42 1)=(=701-2 0 0-2 -1)
L . . . 201
b) Me arsyetime si né rastin e a) gjendet se pér bazén x; , x3 kemi D = (3 2) nga
o (2 =3
gleymeége D" = (_1 2 )
Termat e liré né tabelén simplekse qé ka bazén x; dhe x5 do jené :

ip (2 =3)\(20\ _ (=50\ .. . : ) N
D™'B = (_1 5 )(30) = ( 40 ) , jé qé tregon se kjo bazé x; , x3 nuk éshté primare e

lejuar.
Trajta standarte e problemit éshté: f = 0 — (5x; + 3x, + 4x3) (min) me Kushte :

2%, + X, + X3 + x4 = 20
{xl X2 T %3 X4 X 20i=1,..,5

3x1 + x5 + 2x3 +x5=30;
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Zgjidhja me algoritmin simpleks éshté :

B: TL | x; X X3 X4 Xs B> TL X1 X, X3 X4 Xs
X4 20 | 2 1 1 1 0 x1 |10 |1 12 12 12 O
X5 30 | 3 1 2 0 1 x5 |0 0 -1/2 |12 | -32 1

f’l 015 3 4 0 0 f’ |50 |0 12 3/2 -512 0

Bs |TL X1 Xy X3 X4 X5 Bs |TL X4 Xy X3 X4 X5
x; |10 |1 1 0o 2 -1 x, (10 |1 1 0 2 -1
x3 |0 0 -1 1 -3 2 x3 |10 |1 0 1 -1 1

f |-50 |0 2 0 2 -3 f |-70 | -2 0 0 -2 -1

Zgjidhja optimale x; = 0,x, = 10,x3 = 10 dhe maxf = 70.

Shembulli 2.2.4. Me metodén simplekse té zgjidhet problemi:

f = 3x1 + 5x, + 4x3 (max)

2x1 +3x, <8
(P) 2x1 + 5x, <10
3X1 + 2X2 + 4X3 <15

x; > 0,i =123
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Zgjidhie: J
B TL X1 X2 X3 S1 S) S3
$1 8 2 3 0 1 0 0
s, | 10 2 5 0 0 1 0
s3 | 15 3 2 4 0 0 1
f’ 0 -3 -5 4 0 0 0
Tabela 1.
827
3
0_,
5
L _7s
2
Shénojmé disa transformime qgé duhet béré:
. 1 2 1
Rreshti s, = 5[250010”]:[31003021

Rreshtislz[2301008]—3[%1005

1

Rreshtis3=[324 001 15]—2[% 100

Rreshti f=[-3-5-4 0 0 0 0]—(—5)[%
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1

3

4
02]=[-001-—-02
][5 c ]

0 21=[2X 0 40-21 11]
5 5

oo%oz]:[—10—401 0 10]
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dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

B TL X1 X2 X3 S1 S2 S3
4 3 0
2 — 0 0 1 —-=
51 5 5
O T - I N I T T
5 5
1
S O T R O O [
5 5
1 10-1]0] 4]0 1 0
Tabela 2.
Rreshtisgzl[l—1 040 _2 1 11]=[E 010 211 1_1]
45 5 20 10 4 4
s=[2001-2021-qto10-Lt 1 240,23
5 5 20 10 4 4 5 5

Rreshtixzz[E 10 0 1 0 2]
5 5

Rreshti

f=[-10-4010 101—(—4)[;—(1) 010 -

50

1 1 11

10 4 4

6
l=[; 000

0 2]

31 21
5
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B TL X1 X X3 S1 S S3
4 3
2 = 0 0 1 -=
51 5 5 |
X2 2 1
2 = 1 0 0 —
5 5 0
x3 | 11 1 0 1 0 211
4 20 10 | 4
/1o [ Jo fo Jo |2
5 1

Tabela 3.

Zgjidhja optimale éshté:

X, =2, x3=121, s, =2, =21, x,=0, 5,=0,s,=0

2.3. Shqyrtimi i transformimit té problemit standart né trajté kanonike
tek zgjidhja me metodén simplekse

Né kété paragraf, qé té jemi mé té garté do té shénojmé formén e njé problemi standard me katér
ndryshore i cili né vete pérmban dy kushte té kufizueshmérisé:
f =C1X1 + Cr Xy + C3X3 + CyaXy (mln) (1)

me kushte:

{“11951 + apx; + ay3x3 + A14X4 = Py )
(p1X1 + A%y + Ax3X3 + ApaXy = P
X 20,0 =1,234 3)
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Supozojmé se ; = 0,8, = 0. Pér ta transformuar problemin standart né njé nga trajtat e tij
kanonike mjafton té shndérrojmé sistemin e kushteve (2) né trajté kanonike [8]. Pérdorim

metodén e variablave artificiale y;. Pér kété ndértojmé problemin ndihmés:

F =y, + y,(min) (4)

me kushte:

{“11351 + appxy + ay3x3 + apx, +y1 = Py (5)
(p1X1 + AppXy + Ap3X3 + ApaXy + Y2 = B2

% =20,i=1234;y 20,j=12 (6)

Meqé ky problem éshté né trajté kanonike, e zgjidhim até me ané té algoritmit simpleks. Pas njé

numri té fundém hapash do té gjendet zgjidhja optimale e problemit ndihmés dhe minF > 0.

a) Né qofté se minF > 0 atéheré sistemi (2) nuk ka zgjidhje té lejuara, pra ai nuk ka trajté
kanonike. Problemi (1) — (2) — (3) nuk ka zgjidhje.

b) Né qofté se minF = 0 atéheré sistemi (2) ka zgjidhje té lejuara dhe ai mund té sillet né
trajté kanonike. Pér té gjetur njé trajté kanonike té (2) shqyrtojmé tabelén e zgjidhjes

optimale té problemit ndihmés. Jané t&¢ mundshme kéto raste:

Rasti 1. Né bazé nuk ka asnjé variabél artificiale. Duke larguar variablat artificiale nga sistemi i
tabelés sé fundit simplekse marrim bazén e paré té sistemit (2). Né kéto kushte dhe funksioni f i

dhéné né (1) lehtésisht mund té shkruhet né trajté kanonike.
Rasti 2. Né bazé ka variabla artificiale. Jané t& mundshme dy nénraste:

a) Né ekuacionet ku né bazé éshté variabli artificial, té gjithé koeficientét prané variablave
fillestare x;,i = 1,2,3,4 jané zero. Né kété situaté ekuacionet pérkatése largohen nga
sistemi i kushteve.

b) N& njé ekuacion ku éshté né bazé variabli artificial, té paktén njé nga koeficientét prané
variablave fillestare x; éshté i ndryshém nga zero. Né kété situaté merret si element celés

né kété ekuacion njé i tillé i ndryshém nga zero dhe largojmé nga baza variablin artificial
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pérkatés. Késhtu veprohet pér té larguar nga baza optimale variabla artificiale gé i

pérkasin njé situate té tipit b.
Né kété ményreé (sipas a dhe b) e kalojmé problemin e rastit 2 né rastin 1.

+ Né gofté se né njé ekuacion té sistemit (2) variabla mund té jeté si variabél bazé atéheré
pér kété ekuacion mund té mos futim variabél artificiale.

+ Deri tani kemi trajtuar dy etapat e zgjidhjes sé problemit standart té programimit linear:
transformimin e tij né trajté kanonike dhe zgjidhjen e problemit né trajté kanonike. Po té
kemi parasysh dhe transformimin e problemit té programimit linear né problem standart,

atéheré pér zgjidhjen e njé problemi ¢farédo té programimit linear veprojmé si vijon:

1. Né qgofté se problemi i programimit linear nuk éshté né trajté standarte, atéheré ai
transformohet né njé trajté té tillé.

2. N&é gofté se né problemin standart té fituar sistemi i kushteve nuk éshté né trajté kanonike
atéheré ndértohet problemi i tij ndihmés i cili zgjidhet me algoritmin simpleks. Pasi
gjendet trajta kanonike (kur minF=0) e sistemit té kushteve edhe funksioni i géllimit f
sillet lehtésisht né trajté kanonike (etapa e paré).

3. Problemi kanonik i pérfituar zgjidhet me algoritmin simpleks (etapa e dyté).

Kjo ményré pune quhet metoda simplekse me dy etapa.

Shembull 2.3.1. Jepet problemi f = x; + 2x, (min) me kushte :

x1+x225
2x1—x,24; x,=20i=1,2.
X1S6

a) Té kthehet né trajté standarte dhe té gjendet njé trajté kanonike primare e sistemit
té kushteve dhe e problemit standart (etapa e paré).

b) Té zgjidhet problemi kanonik me algoritmin simpleks (etapa e dyté).
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Zgjidhje:

a) Trajta standarte éshté: f = x; + 2x, (min)

X1+X2—X3=5
Q) {le—xz—x4=4; x;=20i=1,...,5
X1 +x5=6

Pér té gjetur njé trajté kanonike me metodén e variablave artificiale ndértojmeé problemin

ndihmés :
F =1y, + y,(min)

Yo=4—(2x1 —x,—x4); x,=20,y,20

{}’1:5—(951 + x; — x3)
X5 = 6—X1

Shohim se né ekuacionin e treté x; mund té luajé rolin e variablit bazé, prandaj né kété
ekuacion nuk futim variabél artificiale. E shprehim funksionin F me anén e variablave

jobazé si mé poshté :
F =W +y2 = 5—(X1 +X2 —X3)+4—(2X1 — X2 —X4) = 9—(3X1 — X3 —x4)(mm)

b) E zgjidhim problemin ndihmés me algoritmin simpleks. Tabela optimale do té jeté:

B |TL| xx x x3 x4 X5 Y1 Y2
Xy 2 0 1 -2/3 13 0 2/3 1/3
X 3 1 o -13 -1/3 0 13 113
Xs 3 0 O 13 13 1 -1/3 -113

F 0 0 0 0 0 0 -1 -1

Tabela 1

Meqgé minF= 0 kjo do té thoté se sistemi i kushteve té trajtés standarte ka zgjidhje té lejuar e pér
pasojé ai shndérrohet né trajté kanonike. Shohim gé né bazén optimale nuk ka asnjé variabél
artificiale (rasti 1), prandaj duke larguar shtyllat e variablave artificiale né tabelén optimale

marrim trajtén kanonike té sistemit (1) si mé poshté:
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2 1
|(x2 =2—- (—§x3 +§X4)
1 1
(2) i?ﬁ =3 = (=3%3 —3X4)

1 1
X5 =3 — (§x3 +§x4)

Edhe funksioni f = x; + 2x, pas zévendésimit t€ x; dhe x, me shprehjet e gjetura né (2)

paragitet né trajté kanonike si:

11 11 5 1 ,

Trajtén kanonike (2) — (3) té problemit té dhéné e paragesim né tabelé dhe zbatojmé algoritmin

simpleks pér té gjetur zgjidhjen optimale té tij :

B | TL | x4 x; x3 x4 Xg B | TL | x4 x; x3 x4 Xg
Xy 2 0 1 -2/3| 1/3 0 X4 6 0 3 -2 1 0
X1 3 1 0 -13 -1/3 0 X1 ) 1 1 -1 0 0
Xs 3 0 0 1/3  1/3 1 Xs 1 0 -1 1 0 1

f 7 0 0 -53 -1/3 0 f ) 0 -1 -1 0 0

Tabela 2 Tabela 3

Né tabelén e fundit gjejmé zgjidhjen optimale té problemit standart: x; =5, x, =0,

x3 =0, x4 =6, x; =1dhe minf =5.

Problemi me dy variabla i dhéné né fillim ka zgjidhje optimale x; = 5, x, = 0.
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Kapitulli 3. Modelimi dhe zgidhja e problemeve praktike té programimit

linear me Wolfram Mathematica

Shumé probleme gé hasen né jetén e pérditshme konsistojné né pércaktimin e vlerés mé té
madhe ose mé té vogél nén kushte té dhéna. Tani mé dijmé se njé problem i formuluar né kété

ményré paraget problem té programimit matematikeé.

Sipas késaj me programim nénkuptojmeé shpérndarjen mé té favorshme té burimeve té kufizuara.
Kéto burime jané pér shembull forca e punés, 1éndét e para, makinerité pér té cilat éshté e
nevojshme té kombinohen né até ményré gé té fitohen produkte té caktuara, me fitim maksimal,
ose kosto minimale [4].

Krahas aplikimit gjithnjé e mé té madh té késaj 1émie né kété kapitull do t¢ modelojmé njé
numér té konsiderueshém té problemeve nga jeta e pérditshme si problemin optimal té té

ushqyerit, problemin e prodhimit optimal etj [3].

Ndodh gé njerézit kané nevojé ose mund té déshirojné té konsumojné ose té blejné sasi mé té

médha ose mé té vogla té ushqgimit, ilaceve, vitaminave si dhe produkte té tjera jetésore.

Por, gjithashtu vlen té pérmendim gé né pérditshméri paragitet shpesh nevoja e pércaktimit té
zgjidhjes optimale pér mbijetesé si¢ éshté suksesi né biznes tek fabrikat dhe kompanité e
ndryshme pér té siguruar pérmirésimin e punés dhe standardin e punétoréve. Pér té arritur

rezultatet e déshiruara programimi linear éshté njé mekanizém i fugishém pér zgjidhjen e tyre.

Pasi gé né kapitujt paraprak ne kemi shqyrtuar gjérésisht konceptet themelore té problemeve té
programimit linear, formulimin e tyre, metodat e zgjidhjes, pjesa kryesore e punimit paraget
shfrytézimin e koleksionit té algoritmeve té softwerit Wolfram Mathematica pér zgjidhjen e
problemeve me variabla reale té aksesuara pérmes komandave [17]. Né kété kapitull do t'i
kushtojmé vémendije té vecanté paraqgitjes sé problemeve té ndryshme nga jeta e pérditshme si
dhe pérgatitjes sé tyre pér pérpunim me softuer, pastaj procedimi né interpretimin e zgjidhjeve té
fituara [16].
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3.1. Modelimiiproblemeve praktike me dy ndryshore dhe zgjidhja e tyre me

Wolfram Mathematica

Shembull 3.1.1.

Supozojmé gé njé nxénés déshiron té organizojé kohén e liré gjaté 8 oréve pér ditén e Shtuné.
Nése pér té éshté 5 heré mé argétuese té luajé lojra né kompjuter se sa té merret me sport, ai
patjetér duhet qé 3 heré mé tepér kohé té merret me sport se sa té luajé lojra kompjuterike. Nése
géllimi i tij éshté gé maksimalisht té argétohet, duhet té gjejmé sa oré do té kalojé né lojérat
komjuterike dhe sa oré né sport.

Zgjidhje:

Le té shénojmé me x numrin e oréve gé nxénési té merret me sport, ndérsa me y numrin e oréve
gé ai merret me lojéra kompjuterike.

Funksioni i géllimit me kushtet e kufizueshmérisé do té kené formén:

f =x+5y
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Modelimi i disa problemeve praktike si probleme té programimit linear

dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

In[28]:= Show[
RegionPlot[x+yv = BEE 3+ yv s x&E x> 088 v 208, {x, 8, 10}, {ys 0, 18},
Boundarystyle -
{AbsoluteThickness[3], Black}, FrameTicksStyle -
Directive[FontSize = 18,
FontWeight -+ "Bold", FontColor - Black,
FontFamily -+ “"Roman"], ImageSize - 500,
Plotstyle = {Green}],
Plot[8 - x, {x, @, 18},
PlotStyle -+ {AbsoluteThickness[3], Blue}],
Plot[x/3, {x, @, 10},
PlotStyle + {AbsoluteThickness[3], Red}]]

10F | | | | g
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Modelimi i disa problemeve praktike si probleme té programimit linear
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

n13:= redline = x/ 3
"
3

In[14]:= blueLine = 8 - x

8- x

n[15]= Solwve[redLine = bluelLine, x] // Flatten

‘W B

n[18]:= redline /. x = 6

2

n17:= blueLine /. x =+ &

2

n[12:= cornerPointl = {6, 2}

6, 2]
In[20)= P[{x_» ¥y _}] i=x+5xy
Ir[217= P[cornerPointl]

16

Pas interpretimit té zgjidhjes sé problemit me Wolfram Mathematica konstatojmé si vijon:

Qé nxénési maksimalisht té argétohet do té duhet gé té luajé 6 oré lojéra kompjuterike dhe 2 oré

té merret me sport.

Shembull 3.1.2.
Pér shkak t& mungesés sé vitaminave A dhe B, mjeku késhillon pacientin té pérdoré pije Vita dhe
Multi. Cmimi i njé decilitér Vita éshté 4 euro ndérsa Multi 5 euro. Pérmbajtja e vitaminave

(né mikrogramé) né decilitér pije Vita dhe Multi paraqgitet né tabelén vijuese:
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Modelimi i disa problemeve praktike si probleme té programimit linear
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

A B
Vita 1ug 3ug
Multi 3ug 2 ug

Mjeku rekomandoi qé pacienti t& konsumonte 40 pg t€ vitaminés A dhe 50 pg té vitaminés B ¢do
dité. Sa éshté sasia e pijeve gé pacienti duhet té konsumojé (cdo dité) pér té pérmbushur
rekomandimin e mjekut, me kosto minimale?

Zgjidhje:

Funksioni i géllimit me kushtet e kufizueshmérisé do té kené formén:

f =5x+2y

X+3y>40
3x+2y >50
x>0,y>0

In[25)= Show [
RegionPlot[x+ 3 sy =z 40RBE 3+ x4+ 22y 2z S0RR x 088 v =0, {x, 0,50}, {yv, B, 50},
BoundaryStyle -
{AbsoluteThickness[3], Black}, FrameTicksStyle -
Directive[FontSize «+ 18,
FontWeight + "Bold", FontColor - Black,
FontFamily -+ "Roman"], ImageSize - 500,
PlotStyle -+ {LightBlue}],
Plot[ (48 - x} /3, {x, 8, 58},
PlotStyle —+ {AbsoluteThickness[3], Blue}],
Plot[ (50 - 3%x) /2, {x, @, 58},
PlotStyle —+ {AbsoluteThickness[3], Red}]]
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Modelimi i disa problemeve praktike si probleme té programimit linear
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

50f
10+
0+
200
10+
0 .
0 10 20 30 10 50
Ir[28):= redline = (5@ -3 +x) /2
1
Qut[3E= — (5@ - 3 x)
2
Ir]27= blueline = (48 - x) /3
48 - x

3

In[28):= Solve[redLine == bluelLine, x] // Flatten
Out[28}= (X = 18}

Ir[22):= redline /. x - 18

Out[38)= 18

Ir[401:= blueLine /. x - 18

Out[40}= 16

In[41):= cornerPointl = {18, 18}

cut[41}= (1@, 18]

Infd4Z)= P[{x_s v _}] :=5%x+ 2%y

Ir[43)= P[cornerPointl]

Cut[43l= 7@

Pra, nga zgjidhja me Wolfram Mathematica konstatojmé se pacienti duhet né dité té blejé nga

10 dI nga té dy pijet ndérsa 70 euro do té jeté harxhimi ditor.
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Modelimi i disa problemeve praktike si probleme té programimit linear
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

Shembull 3.1.3.

Pérzierési i ngjyrave prodhon dy nuanca té gjelbérta, duke pérdorur té verdhén dhe bluné. Kané
né dispozicion 150 litra ngjyré té verdhé dhe 145 litra ngjyré blu. Nuanca T fitohet duke pérzier
43% té verdhén dhe 57% blu, dhe nuanca S me pérzierjen 55% té verdhé dhe 45% blu. Fitimi
nga nuanca S éshté 8 euro (pér litér), ndérsa nga nuanca T éshté10 euro. Nevoja pér njé pérzierje
T éshté midis 30 dhe 150 litér (¢do sasi e pérzierjes né kété sasi mund té shitet ¢do dité), dhe pér

pérzierjen M éshté ndérmjet 40 dhe 200 litér. Caktoni prodhimin maksimal té pérzierjeve!
Zgjidhje:

Shénojmé me x prodhimin e nuancés S (né litér), ndérsa me y prodhimin e nuancés T (né litér).

f =8x+10y

0.43x +0.55y <150
0.57x+0.45y <145
x> 30, x <150,
y >40,y <200

2= Show[
RegionPlot [@.43 «x + 0.55 »y < 150 BR O.57 +x + 0. 45+ v £ 14588 » = 30&& x < 15088 v = 40 &8 v < 200,
{xy @y 200}, {vs O, 200},
Boundarystyle -
{AbsoluteThickness[3], Black}, FrameTicksStyle »
Directive[FontSize =+ 18,
FontWeight + "Bold", FontColor —+ Black,
FontFamily -+ "Roman™], ImageSize -+ 500,
Plotstyle » {LightGray}],
Plot[ (150 - @.43=x) /©.55, {x, @, 200},
PlotStyle + {AbsoluteThickness[3], Blue}],
Plot[ (145 - 8.57 # x) /©.45, {x, @, 200},
Plot5Style -+ {AbsoluteThickness[3], Red}]]
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Modelimi i disa problemeve praktike si probleme té programimit linear
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

200F

150+

. 100r

50

0 50 100 150 200

InE21= redLine = (145 - @.57 # x) / ©.45

outfEzl= 2.22222 (145 - 8.57 x)
Injz21= blueline = (150 - .43 + x) / ©.55

ous3= 1.81818 (150 - 8.43 x)

Ir[54]= Solwve[redlLine == bluelLine, x] // Flatten
Out]SdlE (% - 182.883)

Ir[55]= redline /. x -+ 182.083

OutEsl= 192,917

Ir[#8]:= bluelLine /. x - 182.083

cutfsal= 192,917

Ir[57= cornerPointl = {162.083, 192.917}
ouETE [182.883, 192.917)

In[28l= P[{x_5 Vv }] t=8xx+10% y

Ir[#2]:= P[cornerPointl]

outfsS)= 2745.83

Pra, nga zgjidhja me Wolfram Mathematica konstatojmé se prodhimi maksimal i pérzierjeve
éshté 2745.83 litra.
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Modelimi i disa problemeve praktike si probleme té programimit linear
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

Shembulli 3.1.4.

Njé furré buke prodhon vetém dy produkte, buké dhe simite. Pér kéto prodhime pérdor katér
makina. Duke vepruar késhtu, dy makina mund té punojné 16 oré né dité, dhe dy tjerat 20 oré né
dité. Njé makiné gé punon 16 oré mund té prodhojé 120 buké dhe 200 simite pér njé oré, ndérsa
tjetra mund té prodhojé 115 buké dhe 360 simite. Makinat gé mund té punojné 20 oré né dité,
brenda njé ore prodhojné 120 buké dhe 90 simite pérkatésisht 110 buké dhe 100 simite. Buka né
treg e ka ¢gmimin 22 denaré ndérsa simiti 11 denaré. Sa do té jeté fitimi maksimal nga prodhimi i
bukéve dhe simiteve brenda dités?

Zgjidhje:

Shénojmé me x numrin e prodhimit té bukés ndérsa me y numrin e prodhimit té simiteve né njé
dité.

Kétu duhet té gjejmé maksimumin prandaj funksioni i géllimit merr formén:

f =22x+11y

Nga té dhénat e detyrés mund té nxjerrim kohén e prodhimit té njé buke ose simiti varrésisht nga
h, ! h, 1 h, 1
120 115 120 110

makina. Késhtu pér prodhimin e bukés né makina sipas rradhés kemi:

1 h 1 h 1 h 1
ndérsa pér prodhimin e simiteve kemi 200 "360 '90 '100

Prandaj kushtet do ta kené formén:

ix+iy <16
120 200

—x+iy <16
115 360
1 1

—X+—y <20
120 90

ix+iy <20
110 100

x>0,y>0
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Modelimi i disa problemeve praktike si probleme té programimit linear

dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

In[12):= Show[

RegionPlot[x /120 + v /200 < 16 88 » /115 + v/ 360 < 16 8% /120 + v / 90 < 20 &&
¥/110+y /100 < 2088 x > O&R v > @, {x, 0, 2000}, {y, O, 2000},

BoundarySstyle —

{AbsoluteThickness[3], Black}, FrameTicksStyle »+

Directive[FontSize - 18,
FontWeight -+ "Bold™, FontColor - Black,
FontFamily -+ "Roman™], ImageSize - 508,
PlotStyle »+ {Green}],
Plot[ (16 - x / 120} = 200, {x, @, 2000},
PlotStyle - {AbsoluteThickness[3], Blue}],
Plot[ (16 - %/ 115) = 360, {x, @, 2000},
PlotStyle + {AbsoluteThickness[3], Red}]]
Plot[ (20 - x / 120) #90, {x, 0, 2000},
PlotStyle + {AbsoluteThickness[3], Yellow})
Plot[ (20 - x/ 110) + 108, {x, 0, 2000},
PlotStyle -+ {AbsoluteThickness[3], Pink}]

2000F

1500+

1000+

Out[13}=

500+

0 500 1000 1500 2000

Outj14}=

1000

2000

5= 1000

500

1000

2000

L
1000
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Modelimi i disa problemeve praktike si probleme té programimit linear
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

redLine = (20 - x/ 120) =920

X
98 (268 - —

128/
blueLine = (16 - x / 120) + 200

W
288 1lg - —
128/
Solve [redLine == blueline, x] // Flatten
16888 -
11

K

16 806

redLine /. x =+

J2ea
11
16 866
blueLine /. x =
7268
11
16808 7200
cornerPointl = [ P —}
11 11
168868 7268 .
11 7 11

Pl{x_ s v }] =222 x+ 11y

P[cornerPointl]

48 a8

Nga zgjidhja e problemit me Wolfram Mathematica konstatojmé se fitimi maksimal gjaté

prodhimit té bukéve dhe simiteve brenda dités éshté 40800 denaré.

Shembulli 3.1.5. Njé kompani ka 4 reparte, né té cilén prodhohen 2 lloje té mikrovaléve.
Kapacitetet prodhuese té reparteve gjaté njé dite pune jané pérkatésisht 12, 8, 16 dhe 12 oré.
Secila mikrovalé duhet té pérpunohet né té katér repartet. Koha (né oré) gé duhet prodhuar njé

mikrovalé pér t'u pérpunuar né secilin repart éshté dhéné né tabelén e méposhtme:
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Modelimi i disa problemeve praktike si probleme té programimit linear
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

Reparti Tipi i detalit
1 2
1 2 2
2 1 2
3 4 0
4 0 4

Té ardhurat nga shitja e njé mikrovale té llojit té paré jané 2000 den., ndérsa pér mikrovalén e
llojit té dyté jané 3000 den. Té pérpilohet plani ditor i prodhimit t¢ mikrovaléve gé realizon té

ardhura maksimale ditore, si njé problem programimi linear.
Zgjidhje:

Funksioni i géllimit ka formén:

f =2000x+ 3000y (max)

2x+2y <12
X+2y<8

me kushtet: | 4 <16,4y <12
X,y,20
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Modelimi i disa problemeve praktike si probleme té programimit linear
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

[r[12]:= Show[
RegionPlot[2«x + 2+ y £ 1288 % 4+ 24y £ BER A+ x <1682 4+ y <1288 v =088 v > 0,
{xy @y 10}, {yy 9, 10},
Boundarystyle =
{AbsoluteThickness[3], Black}, FrameTicksStyle -
Directive[FontSize -+ 18,
FontWeight - "Bold", FontColor - Black,
FontFamily -+ “"Roman"], ImageSize - 500,
PlotStyle = {Green}] s
Plot[ (12 -2x) /2, {x, @, 18},
PlotStyle + {AbsoluteThickness[3], Bluel],
Plot[ (B -x) /2, {x, @, 108},
PlotStyle + {AbsoluteThickness[3], Red}]]

10F

Out[12}=

10
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Modelimi i disa problemeve praktike si probleme té programimit linear
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

In[2]= redLine = (8 - x) /2

8- x
2

[}

[
=

3

[n[2= blueline = (12 - 2x) /2

1
Qutf= — {12 - 2x]
2

Ir[47= Solve[redlLine = bluelLine, x] // Flatten
Outfdl= [ x = 4]

[n[51= redLine /. x = 4

Out5l= 2

Irll= blueLine /. x = 4
Outlsl= 2

In[7]:= cornerPointl = {4, 2}

outlT= (4, 2)

Pl{x_s v_}] 1= 2000+ x + 3000 + |

Ir[gl= P[cornerPointl]

=]

utig= P14, 2)

Nga zgjidhja e problemit me Wolfram Mathematica konstatojmé se kompania pér té realizuar té
ardhura maksimale ditore duhet té prodhojé 4 mikrovalé té llojit té paré dhe 2 mikrovalé té llojit
té dyté.

Shembull 3.1.6.

Njé sipérmarrés vendosi té zgjerojé biznesin e tij duke hapur dy pika grumbullimi pér shishe
plastike dhe kanage. Kostoja e njé pike grumbullimi, e cila &shté né oborrin e ndértesés sé zyrés
Sé tij, éshté 300 denaré né dité, ndérsa kostot e pikés pak mé larg zyrés sé tij jané 450 denaré né
dité. Né hapésirén e pikés sé paré ¢do dité grumbulloheshin 250 shishe dhe 100 kanage, ndérsa
né té dytén grumbulloheshin 160 shishe dhe 350 kanage. Té paktén 5200 shishe dhe 4000 kanaqge

duhet té mblidhen né muaj gé biznesi té jeté profitabil.
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Modelimi i disa problemeve praktike si probleme té programimit linear
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

Sa dité né muaj duhet té punojné té dy pikat e grumbullimit pér té gené me kosto efektive dhe
harxhimet té jené minimale?

Zgjidhje:
Le té shénojmé me x numrin e ditéve té punés né oborrin e ndértesés sé zyrés, ndérsa me

y numrin e ditéve té punés né pikén tjetér té grumbullimit [14].

Duhet té gjejmé vlerén minimale té funksionit té géllimit:

f =300x+450y

250x +160y > 5200

100x + 350y > 4000
me Kushtet: | y < 30,y <30

X, ¥,>0

Zgjidhjen e kétij problemi do ta paragesim né dy ményra.

Ményra I. (me komandén FindMinimum):

In[28):= FindMinimum[ {300 + x + 450 « v,

{250 %% + 1604y = 520088 100+ % + 350+ = JDDOLE x < 308% v < 3082 x > 0&R y = 0} },
{xs ¥}l

owfze= [ 7972.83, (x o+ 16.5835, y » 6.71329) )
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Modelimi i disa problemeve praktike si probleme té programimit linear
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

Ményra I1. (grafike):

In[1= Show|
RegionPlot (250 +x + 160+ = 520088 100+ + 350+ y = 400088 x < 308 v < 30BE x 2 08& y 2 0,
{x, 8, 508}, {y, @, 50},
Boundarystyle -
{AbsoluteThickness[3], Black}, FrameTicksStyle »
Directive[Font5ize - 18,
FontWeight -+ "Bold", FontColor - Black,
FontFamily -+ "Roman"], ImageSize - 500,
Plotstyle + {Yellow}],
Plot[ (5200 - 250+ x} /160, {x, 8, 50},
Plotstyle + {AbsoluteThickness[3], Blue}],
Plot[ (4060 - 180 +x) /350, {x, @, 50},
Plotstyle -+ {AbsoluteThickness[3], Red}]]

40 1

3{)\

201 1

10+
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Modelimi i disa problemeve praktike si probleme té programimit linear
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

[r[2= redlLine = (4000 - 100 « x) / 350

1
Outfil= —— (4000 - 100 x)
350

Ir[47= bluelLine = (5200 - 250 « x) / 160

1
Outl4d= —— {5200 - 250 X
160

In[5]:= Solve[redlLine == blueline, x] // Flatten

2388

e W

143

[rjEl= redLine /. ¥ - 2360 / 143
Sge

143

In[z01:= blueline /. x = 2366 /143

e ate ]
Out[20fF ——
143
2360 960
[r[27]= cornerPointl = [—, —]
143 143
2368 968
Out[2i}s { —— , —
© 143 143

Ir[2d]= P[{x_» ¥ }] 1= 300+ x + 450+

In[z51:= P[cornerPointl]

114a 68

143

Me té dy ményrat kemi fituar rezultat té njéjté nga i cili konstatojmé gé té keté kosto efektive dhe
harxhimet té jené minimale, pika e paré e grumbullimit duhet t& punojé 17 dité né muaj kurse

pika e dyté e grumbullimit duhet té punojé 7 dité né muaj.
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Modelimi i disa problemeve praktike si probleme té programimit linear
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

Shembull 3.1.7.

Njé fabriké pérdor makinat M; dhe M, pér prodhimin e dy modeleve té reja P, dhe P,. Pér njé
ekzemplar t¢ modelit P; makina M; punon 2 oré, makina M, punon 4 oré, kurse pér njé
ekzemplar t& modelit P, makina My punon 4 oré dhe makina M, punon 2 oré. Nése fitimi pér njé
ekzemplar té modelit P; éshté 30000 € kurse pér njé ekzemplar t&€ modelit P, éshté 50000 €.
Si duhet organizuar punén e makinave M; dhe M, né ményré gé fitimi té jeté maksimal?

Makinat M; dhe M, punojné 24 oré pandérprere.
Zgjidhje:

Shénojmé me x numrin e ekzemplaréve té modelit P; dhe me y numrin e ekzemplaréve té modelit

P,. Atéheré funksioni i géllimit do ta keté formén:

f =30000x+ 50000y,

2x+4y <24
me kushtet: <4x+2y <24
X,y=>0

Ir[21= Show[
RegionPlot[2+x + 2+ y < 2488 3+ w4+ 2y £ 2488 x> 08 v =0, {x, 0, 10},
{ys By 10},
BoundaryStyle —
{AbsoluteThickness[3], Black}, FrameTicksStyle -
Directive[Font5Size -+ 18,
FontWeight -+ "Bold™, FontColor - Black,
FontFamily -+ “"Roman"], ImageSize - 500,
Plotstyle = {Yellow}].,
Plot[(24-2xx) /4, {x, @, 18},
PlotStyle -+ {AbsoluteThickness[3], Blue}],
Plot[(24-4x) /2, {x, @, 18},
PlotStyle + {AbsoluteThickness[3], Red}]]
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dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

= redLine = (24 -4x) /2

1
= = (24 - 4 %)
2

= blueLine = (24 -2ax) /4

1
= — (24 - 2 X
4

= Solve[redlLine == bluelLine, x] // Flatten
= (x4
= redLline /. x =+ 4
~a
= blueLine /. x = 4
- a
= cornerPointl = {4, 4}
- (4, 4)

= PL{x_s ¥ }] := 30000« x + 50000« v

= P[cornerPointl]

= 328 a88

74



Modelimi i disa problemeve praktike si probleme té programimit linear
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

Nga zgjidhja e kétij problemi me Wolfram Mathematica shohim se bashkésia e zgjidhjeve éshté
katérkéndéshi me kulmet (0,0), (6,0), (4,4), (0,6). Pra, konstatojmé se pér té arritur fitim
maksimal duhet té prodhohen 4 ekzemplaré té modelit P, dhe 4 ekzemplaré t€ modelit P, , prej

nga arrihet fitim maksimal me vleré f =320000¢€.

Shembulli 3.1.8.

Njé firmé prodhon dy lloje produktesh. Cdo produkt duhet té kalojé né dy progese pune. Pér njé
produkt té llojit té paré duhet 2 minuta puné sipas progesit té paré dhe 6 minuta sipas progesit té
dyté, ndérsa pér njé produkt té llojit té dyté duhen nga 4 minuta né secilin proges pune. Rezerva e
kohés sé punés té firmés pér kryerjen e progesit té paré éshté 6 oré, ndérsa pér progesin e dyté 8
oré. Fitimi nga shitja e njé produkti té llojit té paré éshté 200 denaré, ndérsa nga njé produkt
i llojit té dyté éshté 300 denaré. Té pércaktohet plani i prodhimit gé siguron fitim maksimal

pér firmén.

Zgjidhje:
Shénojmé me x sasiné e produktit té llojit té paré, ndérsa me y sasiné e produktit té llojit té dyté.

Funksioni i géllimit dhe kushtet do ta kené formén:

f =200x + 300y

2x+4y <360
6x+4y <480
x>0,y>0
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Modelimi i disa problemeve praktike si probleme té programimit linear
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

1= Show [

RegionPlot[2+ x +d +y = 368 BE G+ x +d +y = ABAER x » B8Ry 28, {x, 8,188}, {v, 8, 188},
Boundarystyle —
{AbsoluteThickness[3], Black}, FrameTicksStyle »+
DirectiveFontSize -+ 18,
FormtWeight + "Bold", FomtColor -+ Black ,
FormtFamily -+ "Roman™] , ImageSize -+ 588,
PlotStyle -+ {Yellow}],
Plot] (368 - 2+ x) /4, {x, @, 188},
PlotStyle —+ {AbsoluteThickness[3] , Blue}],
Plot[ (488 -6 +x) /4, {x, 8, 188],
PlotStyle —+ {AbsoluteThickness[3] , Red}]]

40
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Modelimi i disa problemeve praktike si probleme té programimit linear
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

redline = (488 -6 +x} /4

1
— |4Bd-b6x]
4

bluelLine = {368 -2+ x} /4
1

— | 3bd - 2x ]
4

Solwe [redline = bluelLine, =] // Flatten

[n = 38)

x /. fu—=38]

39

redLine /. x — 38

Pl

blueLine /. x - 38

=

cornerPoimtl = {38, 75}

[3@, 75)

Pl{x , ¥ }] t=208+x =308+ y

P [ cornerPointl]

£5 Had

FindMaximum [ {288 = < + 388 = ¥,
{Zexsdey 230088 0sx+daey = a8080x 208y 28]},
{x, ¥}

IS8, , Ix =38,y = T75.1)

Nga zgjidhja e kétij problemi me Wolfram Mathematica konstatojmé se fitimi maksimal i firmés
do té jeté 28500 denaré.
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Shembulli 3.1.9.

Njé person ka né fillim té muajit 250 euro dhe déshiron t’i investojé né dy alternativa investimi
A; dhe A,. Cdo euro i investuar né A; jep né fund té muajit njé fitim prej 0,2 euro, ndérsa ¢do
euro i investuar né A, jep né fund té muajit njé fitim prej 0,1 euro. Ai ka vendosur gé sasia e
investuar né A; té jeté jo mé shumé se 80 euro, ndérsa sasia e investuar né A, té jeté jo mé pak se
40 euro. Té pércaktohen sasité e investuara né ¢do alternativé investimi né ményré qé né fund té

muajit fitimi total té jeté maksimal.

Zgjidhje:
Shénojmé me x sasiné e investuar né Ay, ndérsa me y sasiné e investuar né A,.
Funksioni i géllimit dhe kushtet do ta kené formén:
f =0.2x+0.1y (max.)
X+Yy =250
x <80

y =40
Xx>0,y>0

[2}= FindMaximum[{@.2+x+@.1% y, {x+y==25088 x < BORE y > A0 x =2 082 y = 0} }, {xs ¥v}]

owizi= [33., (x +B88., y > 170.) )

Pér zgjidhjen e kétij problemi kemi pérdoré komandén FindMaximum, prej nga konstatojmé se
nése sasia e investuar né A, éshté 80 euro ndérsa sasia e investuar né A, éshté 170 euro né fund
té muajit fitimi do té jeté maksimal.
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3.2. Modelimiiproblemeve praktike me tre ndryshore dhe zgjidhja e tyre me

Wolfram Mathematica

Shembulli 3.2.1.

Né njé restorant ka tavolina pér 4, 6 dhe 8 persona. Rezervimi i njé tavoline pér katér persona
kushton 800 denaré, pér gjashté persona kushton 900 denaré, ndérsa pér teté persona kushton
1000 denaré. Priten té vijné sé paku 240 mysafiré. Né c¢do tavoliné pritet t€ shpenzohen
maksimum 45000 denaré. Pritet qé njékohésisht té jené sé paku né dispozicion 20 tavolina pér

katér persona.

Cilat prej tavolinave duhet vendosur ashtu gé restoranti t&¢ mund té akomodojé njékohésisht sa

mé shumé mysafiré?

Zgjidhje:

Le té shénojmé me X, y, z numrin e tavolinave pér 4, 6 dhe 8 persona.
Atéheré funksioni i géllimit do ta keté formén:

f =4x+6y+8z

x>20
800x+900y +1000 z < 45000
X,¥,220

me kushtet:

Ir[13]:= FindMaximum [
{4x+6y+8z, {xz20R8800x+900y + 1000z < AS00088 x> 08 y > 088z = 0} },
{xs ¥ 2}]

outfiz= [312., (X > 20.,y +@., z 529,

Duke pasur parasysh qé restoranti duhet té pranojé numér sa mé té madh té mysafiréve, kérkojmé

zgjidhjen optimale maksimale.
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Nga zgjidhja e kétij problemi me Wolfram Mathematica konstatojmé se restoranti mund té
pranojé maksimum 312 mysafir nése vendos 20 tavolina pér 4 persona, asnjé tavoliné pér 6
persona dhe 29 tavolina pér 8 persona.

Shembull 3.2.2.

Njé fabriké pér prodhimin e lojérave pér fémijé duhet té prodhojé tri modele té makinave: BMW,
AUDI dhe FIAT, me ¢’rast né t€ njéjtén kohé té arrijé fitimin mé té larté t& mundshém. Pér té
béré njé BMW, modeluesit i duhet 1 oré puné, ngjyrosésit 2 oré dhe montuesit 4 oré puné, ¢mimi
i sé cilés llogaritet 60 euro. Pér njé veturé AUDI, njé modeluesi dhe njé ngjyrosési i nevojiten 3
oré puné, montimi zgjat 2 oré, ¢mimi i sé cilés llogaritet 30 euro. Pér veturén FIAT, modeluesit i
nevojitet 1 oré puné, ngjyrosésit 3 oré, dhe e njéjta montohet pér 1 oré, ¢mimi i sé cilés éshté 20
euro. Modeluesi mund té punojé 45 oré né javé, ngjyrosési 50 oré né javé ndérsa punétori gé bén
montimin 60 oré né javé. Nése kéto lojéra do té eksportohen jashté shtetit pér njé kompani té
njohur, cilat nga modelet duhet té prodhohen ashtu gé fitimi té jeté maksimal nga shitja e tyre?

Zgjidhje:

Le té shénojmé me x numrin e modelit t&¢ makinave té tipit BMW, me y numrin e modelit té

makinave té tipit AUDI ndérsa me z numrin e modelit té makinave té tipit FIAT.
Funksioni i géllimit gqé pérshkruan harxhimet éshté:

f =60x+30y + 20z

X+3y+2z<45
2X+3y+3z<50
me Kushtet: 4X+2y+17<60
x>20,y20,z2>0
[1]:= FimdMaximum [

{6Bx+ 30y 4+ 202z,
(e 3sy+z2=458B 22+ 32y +3+2<508R4sx+2+sy+z=008Rxz088
yE08&z=0)]), {2, vy 2}]

oult}= [94@., (x »+13.,y 8., z 3 8.]]
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H{0,0,16.67)
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Duke provuar vlerat e gjithé kétyre pikave tek funksioni i géllimit, pérfundojmé se vlera
maksimale arrihet né pikén f(13,0,8). Pra, mé fitimprurése éshté gé té prodhohen 13 modele
makinash BMW, 8 modele FIAT dhe mos té prodhohet asnjé model makinash té tipit AUDI
[11].

Shembulli 3.2.3.

Njé menaxher investimesh i njé kompanie té vogél mund té blejé vetém tre lloj asetesh. Cdo
njési e secilit prej tyre kushton 100 njési monetare. Lejohet té blihen dhe pjesé jo té plota té
kétyre aseteve. Kéto asete prodhojné dhe japin té ardhura pérkatésisht pas 5, 10 dhe 20 vjet prej
kétij momenti dhe kéto té ardhura duhet t& mbulojné kérkesat minimale té rrjedhés sé parasé

(cash flow) né kéto vite si¢ tregohet né tabelén mé poshté:

Té ardhuart pér njési aseti Kérkesa minimale e
) i i i rrejedhés sé parasé
Vitet | Aseti 1 Aseti 2 Aseti 3
5 200 100 50 4000
10 50 50 100 1500
20 0 150 200 3000

Menaxheri do qé té pércaktojé sasiné e parave té investuara né kéto asete gé té mbulojé kérkesat

e rrjedhés sé parasé dhe té minimizojé sasiné totale té investuar.
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Zgjidhje:
Nga tabela vérejmé se funksioni i géllimit do ta keté formén:

f =100(x, + X, +X;) (min.)

200x, +100x, +50x, > 4000
50x, +50x, +100x, >1500

me kushtet: |150x, + 200x, > 3000,
X,¥,22>0

[n[5]:= ConstrainedMin[100 (x1 &+ x2 + x3),
{200 x1 + 100 x2 + 50 x3 > 4000, S0 x1 + 50 x2 + 100 x3 = 1500, 158 x2 + 200 x3 = 3000} ,
{x1ly %24 x3}1]

-

ConstrainedMin: ConstrainedMin is deprecated and

outfs= (3888, (x1 18, x2 28, x3 8]

Pra, sasia e parave té investuara né kéto asete qé té mbulojé kérkesat e rrjedhés sé parasé dhe
njékohésisht té minimizojé sasiné totale té parave té investuara éshté 3000 njési monetare.

Shembulli 3.2.4. Njé firmé prodhimi ka ndérpreré procesin e prodhimit né njé linjé jo
fitimprurése dhe tepricén e kapacitetit prodhues té krijuar nga ky shkak déshiron ta shpérndajé né
prodhimin e tre produkteve P1, P2, P3. Secili produkt duhet té pérpunohet né té tre tipet M1, M2,
M3 té makinerive té késaj firme. Né tabelé jepen kapacitetet e disponueshme té makinave né oré

pune né javé si dhe koha e nevojshme pér pérpunimin e ¢do produkti né secilén prej makinave:

Produkti P1 P, P3 Kapaciteti
(oré/javeé)
Makina
M, 9 3 5 1000
M, 5 4 0 500
Ms 3 0 2 220
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Departamenti i shitjeve gjykon se mund té shiten té gjithé produktet e llojit P, e P, té prodhuar
dhe se sasia maksimale e mundshme pér shitje e P3 éshté 20 njési né javé. Fitimi pér njési
produkti té shitur do té jeté pérkatésisht 50 euro, 20 euro dhe 25 euro. Té pércaktohet sa

produkte té cdo lloji duhet té prodhojé firma gé té maksimizojé fitimin e saj nga shitja e tyre.
Zgjidhje: Funksioni i géllimit do ta keté formén:

f =50x, +20x, + 25X, (max)

9x, +3X, +5x, <1000
5x, +4x, <500

3%, +2X%, <220

X; <20

X, X,, X3 20

me kushtet:

In[225]:= ConstrainedMax[5@ x1 + 20 x2 + 25 %3,

{9x1 4+ 3x2+5%x3 =1000, Sx1 +4x2 =500, Ixl+2x3 = 220, x3 = 20},
{x1, x2, x3}]

ConstrainedMax: ConstrainedMax is deprecated and w

Outf12El= (4588, [(x1 - 6@, x2 58, x3 - 20 |

Pas zgjidhjes sé problemit me Wolfram Mathematica konstatojmé se firma duhet té prodhojé 60
produkte té llojit P1, 50 produkte té llojit P, dhe 20 produkte té llojit P3 gé té maksimizojé
fitimin e saj nga shitja e tyre.
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Konkluzioni

Ky punim hulumtues kishte pér géllim shqyrtimin e modelimit té problemeve praktike nga fusha
e programimit linear dhe si hulumtim aplikativ u fokusua né modelimin e problemeve praktike
me dy dhe tri variabla dhe zgjidhja e tyre aplikative pérmes aplikacionit softuerik Wolfram
Mathematica.

Vémendje e vecanté iu pérkushtua analizés sé zgjidhjes sé modelit bazuar né formulimin dhe
ndértimin e tij. Marrédhéniet midis variablave té modelit i pasqyruam me ané té relacioneve

matematikore ku ndérhymé dhe analizuam parametrat e ndryshém té problemit.

Gjithashtu vémendje e vecanté iu kushtua shtrimit té€ problemeve si dhe pérgatitjen e tyre pér t’u

pérpunuar me softuer duke vazhduar mé pas né interpretimin e zgjidhjeve té fituara.

Né bazé té analizave dhe pérpunimit praktik té€ problemeve me softuerin Wolfram Mathematica
ne vértetuam hipotezén H1: Formulimi dhe ndértimi i modeleve praktike si kombinime
variablash dhe parametrash duke u fokusuar te pasqyrimi dhe lidhjet reale, e rrit vlefshmériné e
modelit dhe nivelin e zbatimit praktik té tij. Né bazé té detyrave té zgjedhura dhe interpretimit té
tyre konstatuam se vlefshméria e modelit dhe niveli i zbatimit praktik né masé té madhe varet

nga pasqyrimi i lidhjeve reale midis variableve dhe parametrave té probemit té definuar.

Pér mostrén e madhésisé sipas numrit té detyrave té zgjedhura n = 100, gabimi standard i
vlerésimit t& proporcionit &shté V0.07-0.93 / 100 = 0.081. Margjina e gabimit éshté gjysma e
gjérésisé sé intervalit t& besimit té lidhur, késhtu gé& pér nivelin e besimit 95%, kemi
70.975=1.96 gé rezulton né njé margjiné té gabimit 0.081*1.96 = 0.158. D.m.th. margjina e
gabimit té hipotezés soné éshté mjaft e vogél dhe éshté né vlerén e tolerancés: 0.158

Réndésia e programimit linear né jetén e pérditshme éshté me té vérteté e madhe, por edhe
interesante. Pas problemeve té natyrave té ndryshme géndron njé formé standarde e programimit
linear. Aplikimi i madh i zbatimit té programimit linear né zgjidhjen e shumé problemeve nga

jeta e pérditshme ishte edhe motivimi im kryesor.

85




Modelimi i disa problemeve praktike si probleme té programimit linear
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica

Por, parashtrimi i problemeve té programimit linear si dhe pérgatitja e tyre deri te pérpunimi me
ané té softuerit Wolfram Mathematica ka gené géllimi né kété temé masteri. Prandaj, kétu
mund té themi qé zhvillimet né shkencat kompjuterike i kané dhéné njé vend tepér té
réndésishém pérdorimit té modeleve e teknikave sasiore té kérkimeve operacionale, duke i béré
ato njé mjet té padiskutueshém té menaxhimit té biznesit. Programimi linear pérmban
metodat mé té suksesshme té optimizimit qé pérdoret gjérésisht né marrjen e vendimeve.
Konkluzionet gé mund té nxjerrim nga ky punim kané pér bazé aplikimin e metodave té
programimit linear me softuerin Wolfram Mathematica pérmes problemeve té programimit
linear gé hasen né shumé sektoré. Pikérisht, kemi ndértuar né ményrén mé té miré té
mundshme shembuj gé zgjidhin probleme té shumta né punén menaxheriale dhe até té
pérdorimit té burimeve gé jané né dispozicion ndér té cilat mund té vegojmé: punén, léndét e
para, kapacitetet e makinerive si dhe kapitalet, ashtu qé kompania té arrijé rezultate mé té

favorshme.

Gjithashtu kemi zgjidhur edhe problemet gé né vete pérmbajné konsumin ose blerjen né sasi mé
té médha ose mé té vogla té ushqgimit, ilaceve, vitaminave si dhe produkteve té tjera jetésore.
Duke aplikuar fazat kryesore né procesin e vendimmarrjes tek formulimi i problemeve nga jeta
e pérditshme si probleme té programimit linear, té njéjtat i kemi zgjidhur edhe né formé
algjebrike edhe me ané t¢é softuerit Wolfram Mathematica me géllim gé té tregojmé pérparésité

gé na i ofron zbatimi i programimit linear né praktiké.
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