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 Hyrje 
 

Një mekanizëm i natyrshëm për formulinim e një numri të madh problemesh pa dyshim është 

programimi linear. Programimi linear përbëhet nga një grup i variablave, një funksion linear 

objektiv që tregon kontributin e secilës variabël në rezultatin e dëshiruar, dhe një seri kufizimesh 

lineare që përshkruajnë kufijtë e vlerave të variablave. Programimi linear është një degë e 

Matematikës e cila merret me modelimin e një problemi, vendimi dhe zgjidhjen e tij me teknika 

matematikore që më pas mund të aplikohen në softuere të ndryshme ndër të cilat ne do të 

veçojmë Wolfram Mathematica [12]. Problemi paraqitet në një formë të një funksioni linear i cili 

duhet të jetë i optimizuar (d.m.th. maksimalizuar ose minimizuar) subjekt i një grupi të 

kufizimeve lineare. Funksioni për t’u optimizuar njihet si funksion objektiv. Programimi linear 

gjen shumë përdorime në biznes dhe industri, si dhe në jetën e përditshme ku një vendimmarrës 

mund të shfrytëzojë burimet e kufizuara në dispozicion në mënyrën më të mirë të mundshme [1]. 

Programimi linear siguron metoda të ndryshme për zgjidhjen e problemeve të tilla. Në këtë 

punim ne do të paraqesim konceptet themelore të problemeve të programimit linear, formulimin 

e tyre, metodat e zgjidhjes, tek të cilat do të shfrytëzojmë koleksionin e algoritmeve të softuerit 

Wolfram Mathematica për zgjidhjen e problemeve me variabla reale të aksesuara përmes 

LinearProgramming, FindMinimum, FindMaximum, NMinimize, NMaksimize, Minimize dhe 

Maksimize. LinearProgramming jep qasje direkte në algoritmet e programimit linear dhe siguron 

fleksibilitet të madh në zgjidhjen e metodave të ndryshme [11].  

Në jetën e përditshme, si në shumë fusha shkencore, shpesh ekziston nevoja për të gjetur një 

zgjidhje optimale (minimale ose maksimale) të një problemi, ku përmbushen kushte të caktuara. 

Për shkak të metodës së thjeshtë, programimi linear është një nga qasjet më efektive për 

formulimin dhe zgjidhjen e problemeve komplekse të vendimmarrjes. Prandaj aplikohet gjithnjë 

e më shumë në shoqërinë moderne në planifikimin e zhvillimit ekonomik dhe kontrollin e 

aktiviteteve të ndryshme që janë të kufizuara në sasinë e burimeve të disponueshme (forca e 

punës, materialet, buxheti, koha, etj.). Mund të themi që një program linear është një grup 

vlerash për variablat e problemit që rezultojnë në vlerën më të mirë - më të madhe ose më të 
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vogël të funksionit objektiv dhe megjithatë është në përputhje me të gjitha përmbajtjet. 

Formulimi është procesi i përkthimit të një problemi në një program linear. Pasi të jetë formuluar 

një problem si një program linear, disa softuere mund të përdoren për të zgjidhur problemin. Në 

këtë aspekt, zgjidhja e një programi linear është relativisht e lehtë. 

Pjesa kryesore e temës do të jetë aplikimi i softuerit Wolfram Mathematica në formulimin e 

problemit dhe interpretimin e zgjidhjes andaj vlen të theksohet që zhvillimet në shkencat 

kompjuterike i kanë dhënë një vend tepër të rëndësishëm përdorimit të modeleve e teknikave 

sasiore të kërkimeve operacionale, duke i bërë ato një mjet të padiskutueshëm të menaxhimit të 

biznesit. Fazat kryesore që do të ndjekim në proçesin e marrjes së vendimit janë: 

1. Formulimi i problemit 

2. Ndërtimi i modelit 

3. Zgjidhja e modelit 

4. Vlefshmëria e modelit 

5. Zbatimi në praktikë i modelit të ndërtuar (implementimi i zgjidhjes) me Wolfram 

Mathematica 

Ne do ti kushtojmë një vëmendje të veçantë zgjidhjes së modelit bazuar në formulimin dhe 

ndërtimin e tij që studiohet me ndihmën e variablave. Modelet do ti paraqesim si kombinime 

variablash dhe parametrash që pasqyrojnë lidhjet reale që ekzistojnë në problem. Marrëdhëniet 

midis variablave të modelit pasqyrohen me anë të relacioneve matematikore ku ndërhyjnë dhe 

parametrat e ndryshëm të problemit. Në përgjithësi përdorimi i metodave sasiore dhe 

algoritmeve për zgjidhjen e problemeve kërkon përpunimin e një informacioni të gjerë dhe 

kryerjen e një numri të madh llogaritjesh prandaj ngase mbajtja dhe vënia në dispozicion e 

informacionit nuk mund të kuptohet pa ndihmën e softuereve të ndryshëm. Duke u nisur nga ajo 

që koha për zgjidhjen e shumë problemeve është e gjatë, aplikimi i sotuerit Wolfram 

Mathematica na lehtëson jashtëzakonisht rrugën deri te zgjidhja finale që kërkojmë [16]. Në këtë 

temë vëmendje të veçantë do t’i kushtojmë shtrimit të problemeve si dhe përgatitjen e tyre për t’u 

përpunuar me softuer duke vazhduar më pas në interpretimin e zgjidhjeve të fituara. Programimi 

linear përmban metodat më të suksesshme të optimizimit që përdoret gjërësisht në marrjen e 

vendimeve. Shembull më tipik i kësaj është situata që ndesh një menaxher në punën e tij të 
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përditshme edhe atë të përdorimit të burimeve që ka në dispozicion: punës, lëndëve të para, 

kapaciteteve të makinerive, kapitaleve etj. në mënyrën më të mirë të mundshme, pra që 

kompania që ai drejton të arrijë rezultate sa më të mira. Rezultati i dëshiruar mund të shprehet 

me gjuhën e maksimizimit të fitimit, minimizimit të kostos etj., e që mund shumë shpejt të 

arrihet edhe me anë të softuerëve të caktuar. 

Pjesa e parë e punimit do të paraqet një hyrje mbi programimin linear, komponenti kyç i teorisë 

së optimizimit. Materiali në këtë pjesë është mjaft i rëndësishëm sepse këtu ndërtojmë teorinë e 

programimit linear, koncepte këto që më pas do të përdoren në zhvillimin dhe aplikimin e 

metodave të ndryshme duke i ilustruar edhe me shembuj të ndryshëm. Fillimisht do të bëjmë 

formulimin e problemit që më pas të mund të vazhdojmë me modelimin e disa problemeve 

praktike si probleme të programimit linear. Gjithashtu konceptet e optimizimit, do ti paraqesim 

edhe si funksione të softuerit aplikativ Wolfram Mathematica të cilat do ti shfrytëzojmë në 

zgjidhjen e problemeve të ndryshme të programimit linear.  

Pjesa e dytë e cila është mjaft e lidhur me pjesën e parë, mbulon teorinë e optimizimit jo të 

kufizuar, duke përfshirë kushtet e përshtatshme të optimizmit, hyrjen në algoritmet themelore si 

dhe hulumtimin e vetive të përgjithshme të tyre. Në qoftë se problemi i programimit linear ka dy 

variabla ose me anën e transformimeve të njëvlershme sillet në një trajtë të tillë mund të përdoret 

metoda grafike për zgjidhjen e tij. Më pas do të formulojmë algoritmin simpleks që paraqet 

fillimin e zhvillimit të metodës simplekse [5].  Në pjesën e parapregatitjeve të metodave është e 

rëndësishme zgjidhja e bazave si edhe relacionet e konveksitetit.   

Në pjesën e tretë zgjerojmë konceptet e zhvilluara në pjesën e dytë të problemeve të optimizimit 

të kufizuar. Fillimisht do të shqyrtojmë transformimin e problemit të programimit linear në 

problem standard e më pas në trajtën kanonike [6]. Algoritmi simpleks është një procedurë 

iterative që duke filluar nga një trajtë kanonike e problemit të programimit linear me 

transformime të njëvlershme të saj çon në gjetjen e zgjidhjes optimale të problemit ose në 

konstatimin se funksioni i qëllimit e ka optimumin e pafundëm. [3] Softueri Wolfram 

Mathematica implementon algoritmin simpleks duke përdorur denjësisht algjebrën lineare. 

Karakteristika e këtij implementimi bën të mundur të gjejë zgjidhjen e saktë të problemit duke 

përdorë komandat e tij. 
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 SHQYRTIMI I LITERATURËS PËR PROGRAMIMIN LINEAR 
 

 Për shkak të nevojave të zhvillimit më të hovshëm të industrisë luftarake në kohën e luftës së 

dytë botërore, u shtrua nevoja e racionalizimit të kostos së prodhimit dhe racionalizimit të 

transportit të prodhimeve deri në destinacionet e luftës. Ky ishte shkaku i kërkesave të 

autoriteteve para shkenctarëve që të arrihet deri te racionalizimet që u thanë. Këtë problem, i cili 

njihet si Problem i Programimit Linear të Transportit e formuluan dhe zgjidhën matematikanët e 

njohur Hitchcok dhe Koopmans. Prandaj, koha e Luftës së Dytë Botërore njihet si kohë e 

zanafillës së problemit të programimit linear. Rëndësia praktike e kësaj metode qëndron në 

programimin dhe zgjidhjen efikase të problemeve konkrete ekonomike. Metoda kryesore e 

zgjidhjes së problemeve të Programimit Linear, quhet metoda simplekse, e cila përveç që është 

metoda më e përgjithshme e programimit linear, ajo në të njëjtën kohë është metoda më 

kalkulative (llogaritëse) dhe më e famshme në historinë e re të matematikës. Themeluesi i kësaj 

metode (George Dantzig) njihet edhe si themelues i programimit linear. Për herë të parë kjo 

metodë u publikua dhe aplikua në vitin 1947 nga vetë autori. Ajo metodë pastaj u përpunua dhe u 

modifikua në versione të ndryshme. Hapat e parë nga lëmia e Programimit matematikor, për 

zgjidhjen e problemeve praktike, u bënë në kuadër të programimit linear [1]. Njihen edhe metoda 

tjera të programimit matematik jo linear si: programimi kuadratik, racional, konveks, parametrik, 

gjeometrik etj. Këto metoda përdoren me qëllim të krijimit të algoritmeve të cilat mundësojnë 

zgjidhjen efikase të problemeve duke e vënë në përdorim kompjuterin. Megjithatë, studime 

teorike, të cilat më vonë do të bëhen instrument studimi në metodën e programimit linear lidhen 

me emrin e matematikanit francez Lagrange (Lagranzhe, 1736-1813), dhe ato studime kanë të 

bëjnë me gjetjen e ekstremumit (maksimumi ose minimumi) të funksionit me n  variabla:  

           ),...,,( 21 nxxxfz   

në bashkësinë D të zgjidhjeve, të dhënë me kushtet të cilat duhet t'i plotësojnë variablat 

),...,2,1( nj xjx  për të cilat funksioni z arrin ekstremum në bashkësinë D.  
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 Metodologjia e Hulumtimit  
 

Hipoteza e hulumtimit është:  

Pyetjet hulumtuese përfshijnë:  

 

 

 

 

 

Metodologjia e hulumtimit e kësaj teze të magjistraturës është kuantitative dhe përfshin analizën 

e  problemeve  standarde,  kanonike  si  dhe  problemet  e  përgjithshme  në  fushën  e  programimit 

linear. Gjithashtu hulumtimi përfshin edhe hulumtimin aplikativ duke u fokusuar në modelimin e 

problemeve praktike  me dy dhe  tri  variabla  dhe  zgjedhja  e  tyre  aplikative  përmes  aplikacionit 

softuerik Wolfram Mathematica. 

H1: Formulimi dhe ndërtimi i modeleve praktike si kombinime variablash dhe parametrash duke 

u  fokusuar  te  pasqyrimi  dhe  lidhjet  reale,  e  rrit  vlefshmërinë  e  modelit  dhe  nivelin  e  zbatimit 

praktik të tij. 

Cilët janë qasjet në ndërtimin e modelit më të mirë?   

Si duhet zgjedhur modeli më së miri?  

Si përcaktohet vlefshmëria e modelit dhe zbatimi në praktikë i modelit të ndërtuar?  

Duke u nisur nga ajo që për zgjidhjen e shumë problemeve nevojitet kohë më e gjatë, ne do të 

përdorim softuerin Wolfram Mathematica i cili na shkurton kohën dhe na lehtëson në masë të 

madhe përllogaritjet dhe rrugën deri te zgjidhja finale që kërkojmë. 

Cilët janë mënyrat më të mira të formulimit të modelit që zgjidh problemet praktike nga 

programimi linear me dy dhe tri variabla?  
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Kapitulli 1. Problemi i programimit linear 
 

 

1.1. Formulimi i problemeve të programimit linear dhe modelimi i tyre në 

formë të sistemeve të barazimeve ose të jobarazimeve lineare 
 

Modelet kryesore të optimizimit që përdoren gjërësisht në marrjen e vendimeve menaxheriale 

është programimi linear. Situata të ndryshme që has një menaxher në punën e tij është ajo e 

përdorimit të burimeve që ka në dispozicion në mënyrën më të mirë të mundshme, që nënkupton 

arritjen e rezultateve sa më të mira në kompani (të maksimizojë fitimin, të minimizojë koston, 

etj). Në shumë probleme që na paraqiten në jetën e përditshme por edhe në ato të ekonomisë 

kërkohet vlera më e madhe ose më e vogël  (maksimumi ose minimumi) e një funksioni të disa 

variablave kur këto variabla plotësojnë disa kushte të caktuara të shprehura me anën e 

barazimeve ose jobarazimeve [8]. Këto probleme optimizimi quhen probleme programimi 

matematik dhe formulohen si më poshtë : 

Të gjendet vlera më e madhe ose vlera më e vogël e funksionit 𝑓 𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛  kur variablat 

𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛  plotësojnë një sistem kushtesh të përbërë nga m barazime ose jobarazime: 

         𝑔𝑖 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  ≥, =, ≤ 𝑏𝑖 ,    𝑖 = 1,2, … , 𝑚 … … …  1                                            

Funksioni f quhet funksion i qëllimit, ndërsa sistemi (1) quhet sistemi i kushteve të problemit të 

programimit matematik. Shpesh në sistemin e kushteve (1) shtohet edhe kushti që variablat 

𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛  të jenë jonegative , pra : 

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0, … , 𝑥𝑛 ≥ 0 … … … 2  

Zgjidhja e sistemit të kushteve (1) e cila plotëson kushtin (2) quhet zgjidhje jonegative ose 

zgjidhja e lejuar e problemit. Ajo nga zgjidhjet e lejuara që i jep funksionit të qëllimit vlerën 

optimale quhet zgjidhje optimale e problemit.  
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Në qoftë se problemi i programimit e ka funksionin e qëllimit funksion linear dhe sistemin e 

kushteve një sistem barazimesh ose jobarazimesh lineare lidhur me variablat e dhëna, atëherë ai 

quhet problem programimi linear.  

Në trajtë të përgjithshme një problem programimi linear me funksion qëllimi që i kërkohet 

minimum shkruhet si vijon: 

Të gjendet vlera më e vogël e funksionit : 

       𝑓 𝑋 = 𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑥𝑛   … … …  3    

me kushte: 

𝑎𝑖1𝑥1 + 𝑎𝑖2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛 ≥, =, ≤ 𝑏𝑖        𝑝ë𝑟 𝑖 = 1,2, … , 𝑛  … … …  4  

Shpesh kësaj trajte i shtohet edhe kushti (2) i jonegativitetit të variablave. 

Ka shumë probleme të ekonomisë që kur modelohen në trajtë matematike sillen në trajtën e 

mësipërme. Programimi linear prej kohësh ka vërtetuar meritat e tij si një model domethënës i 

shumë problemeve numerike të alokimit dhe fenomeneve ekonomike [1]. 

Literatura e gjërë e aplikimit të vazhdueshëm në mënyrë të përsëritur demonstron rëndësinë e 

programimit linear si një kornizë e përgjithshme për formulimin e problemit. Në këtë pjesë 

paraqesim disa shembuj klasik të situatave që kanë formulime natyrore. 

 

(i)  Problemi i profitit maksimal në industri  

Supozojmë se kemi një fabrikë në të cilën punojnë m  lloje të ndryshme makinash 

mMMM ,...,, 21  dhe në të cilat mund të prodhohen n  lloje të ndryshme mallërash, ashtu që 

prodhimi të jetë zinxhirorë. Kjo do të thotë që për prodhimin e secilit mall, së pari duhet të 

punohet në makinën 1M , pastaj në makinën ,...,2M dhe në fund në makinën mM . Supozojmë se 

makinat punojnë pa u ndalur dhe koha që nevojitet për përgatitjen e makinës për prodhimin e 

njërit mall pas punës në prodhimin e tjetrit nuk është përfillur.  
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 Makina ),...,2,1( miM i  , ka në dispozicion 1b orë pune gjatë vitit. Për të prodhuar njësinë e 

mallit j  makina 1M  duhet të punojë 
ja1
orë; makina 2M duhet të punojë ja2 orë, dhe duke 

vazhduar në këtë mënyrë, më në fund makina mM duhet të punojë mja orë.  

Profiti për një njësi të mallit j është jc . Nëse shënojmë me jx numrin e njësive të mallit j  të 

prodhuar gjatë një viti, atëherë për atë prodhim makina 1M duhet të punojë jij xa orë. Meqë 

makinën 1M e kemi në dispozicion gjithsejt për 1b  orë pune, atëherë kemi  





n

j

jij bxa
1

1        mi ,...,2,1     . . . . . . . . (1) 

Është e qartë se .0,...,01  nxx  Nëse profiti për njësinë e mallit j  është jc , atëherë për jx njësi 

malli profiti është jj xc . Prandaj, profiti maksimal përmblidhet me funksionin: 

j

n

j

j xcz 



1      . . . . . . . . . . .(2) 

(ii)  Problemi i të ushqyerit  

Duhet të përpilohet programi për të ushqyer një individ apo të lloje të ndryshme të kafshëve, 

shpezëve etj., ashtu që të ushqyerit të jetë sa më i lirë. Në këtë rast zgjedhja e ushqimit bëhet në 

mesin e n  artikujve ushqimorë, të cilët përmbajnë m materie ushqyese [7].  

Le të jetë ija sasia e i -të e materies ushqimore në artikullin ushqimor të j -të, ndërsa ib  kërkesa 

minimale e sasisë së artikullit ushqimor të i -të dhe le të jetë jc
 
çmimi i njësisë së artikullit 

ushqimor j . Nëse shënojmë ix  sasinë e nevojshme të artikullit ushqimor j , atëherë jij xa është 

sasia e materies ushqyese të i -të në jx .  

Po ashtu, supozojmë se kërkesa e tregut për mallin e prodhuar është e pakufizuar për të gjitha 

n - llojet  e  mallrave  dhe  çmimet  janë  fikse.  Duke  ditur  të  dhënat  teknike  për  makinat  si  dhe 

profitin (fitimin) për secilën njësi prodhimi të secilit mall, duhet përpiluar programi i punës së 

fabrikës, në atë mënyrë që përfitimi të jetë maksimal. 
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Këtë e shënojmë me anë të shprehjes:  





n

j

jij bxa
1

1    mi ,...,2,1  

Çmimin e të ushqyerit e njehsojmë me anë të shprehjes:  

j

n

j

j xcz 




 

(iii)  Problemi i transportit 

Supozojmë se llojin e njëjtë të mallit e kemi nëpër m depo të ndryshme. Në të parën kemi 1a

njësi malli, në të dytën kemi 2a  njësi malli, e kështu me radhë, në të n -tën kemi na
 
njësi malli. 

Supozojmë po ashtu se atë mall duhet transportuar deri te n  konsumatorë të ndryshëm. Pikërisht 

supozojmë se te konsumatori i parë dërgojmë 1b njësi malli, te i dyti 2b njësi malli, e kështu me 

rradhë dhe te i n -ti dërgojmë nb
 
njësi malli. E zëmë se çmimi minimal i transportit të njësive të 

përmendura nga depoja i deri te konsumuesi j  është ijc  [9]. 

 Shtrohet nevoja e organizimit të transportit me kosto minimale:  

 
 


n

i

m

j

ji ba
1 1

 

Shënojmë me ijx , sasinë e mallit të cilin duhet dërguar nga depoja i deri te konsumuesi j, atëherë 

gjejmë:  

 

  . . . . . . . . .(1)

 1    . . . . . . . . . . . . .(2)

Problemi matematikor i të ushqyerit qëndron në faktin që të caktohen vlerat jo negative të 

variablave x1, x2 ,..., xn  ashtu që funksioni (2) të arrijë vlerën minimale nën kushtet (1).  
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














n

j

iij

m

i

ij

miax

njbjx

1

1

),...,2,1(

),...,2,1(

Në bazë të sa u tha më lartë, çmimi i transportit jepet me funksionin:  





n

j

ijij

m

i

xcz

 të panjohura ijx , në të cilin madhësitë 

jiij bac ,,
 

janë të njohura. Nga natyra e detyrës është e qartë se duhet të jetë

),...,3,2,1;,...,3,2,1(0 njmixij  .  

Problemi transportit matematikisht shtrohet në këtë mënyrë. Të caktohen numrat jo negativ ijx të 

Shembulli 1.1.1. Një firmë prodhon tre lloje produktesh, për çdo produkt harxhohet lëndë e parë 

dhe fuqi punëtore. Rezervat mujore të lëndës së parë dhe fuqisë punëtore janë përkatësisht 440 

dhe 300 njësi. Për një produkt të llojit i (i=1,2,3) harxhohet përkatësisht 2; 3 dhe 4 njësi lëndë e 

parë si dhe 1; 2 dhe 3 njësi fuqi punëtore. Fitimi nga shitja e një produkti të llojit i është 

përkatësisht 4, 6 dhe 9 euro. Firma gjatë muajit ka edhe një kontratë shitje me një klient për 20 

produkte të llojit të dytë. Firma synon të maksimizojë fitimin nga shitja e produkteve të 

prodhuara. Të formulohet problemi i gjetjes së planit mujor të prodhimit që jep fitimin maksimal 

për firmën si një problem programimi linear. 

Zgjidhje:  

Shënojmë me 𝑥𝑖

𝑓 = 4𝑥 + 6𝑥2 + 9𝑥3 

           . . . . . . . . (1)

 1 1          . . . . . . . . . . .(2)

Sistemi (1) është sistem i ekuacioneve lineare me m n

cilët e plotësojnë sistemin (1) dhe për të cilët funksioni (2) merr vlerën minimale. Ky problem 

quhet problemi i transportit të cilin e formuloi dhe e zgjidhi Hickok në vitin 1941.  

1

 sasinë e produktit të llojit i (i = 1, 2, 3) që duhet të prodhojë firma gjatë muajit. 

Fitimi total i firmës shprehet si shumë e fitimeve nga tre prouktet si më poshtë: 
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Harxhimi i lëndës së parë në planin e prodhimit 𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛  do të jetë 2𝑥1 + 3𝑥2 + 4𝑥3 dhe nuk 

duhet të kalojë rezervën prej 440 njësish të saj; pra variablat 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 duhet të plotësojnë 

kushtin: 

2𝑥1 + 3𝑥2 + 4𝑥3 ≤ 440. 

Njëlloj për fuqinë punëtore gjejmë që variablat duhet të plotësojnë edhe kushtin: 

𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 ≤ 300. 

Nga kontrata e bërë vendoset edhe kushti 𝑥2 ≥ 20. 

Si përfundim kemi gjetur modelin e mëposhtëm të këtij problemi që është një model i 

programimit linear : 

              𝑓 = 4𝑥1 + 6𝑥2 + 9𝑥3     max   me kushtet ∶   … … …  1   

     
2𝑥1 + 3𝑥2 + 4𝑥3 ≤ 440
𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 ≤ 300

𝑥2 ≥ 20

    … …… (2)     

       𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥3 ≥ 0    … … …  3    

Shembulli 1.1.2. Dy qendra prodhimi gjatë një muaji prodhojnë përkatësisht 600 dhe 800 ton të 

një lloj malli me të cilin do të furnizojnë tre qendra konsumi me kërkesa përkatëse mujore 500, 

400 dhe 500 ton. Shpenzimet për transportin e 1 ton malli nga çdo qendër prodhimi në secilën 

qendër konsumi jepen në tabelë : 

 K1 K2 K3 

P1 7 4 4 

P2 5 7 9 

 

Të përcaktohet plani i shpërndarjes së mallit në mënyrë që qendrat prodhuese ta largojnë 

prodhimin, qendrat konsumatore t’i plotësojnë kërkesat dhe shpenzimet e përgjithshme të 

transportit të jenë sa më të vogla. Të formulohet ky problem si një problem programimi linear! 
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Zgjidhje: 

Shënojmë më 𝑥𝑖𝑗  sasinë e mallit që do të transportohet nga qendra prodhuese i (i=1, 2) në 

qendrën e konsumit j (j=1, 2, 3). Të dhënat e këtij problemi do t’i shënojmë në një tabelë e cila 

do të na ndihmojë në formulimin matematik të shembullit të dhënë: 

P                K K1 K2 K3 Rezerva 

P1 7 4 4 600 

P2 5 7 9 800 

Kërkesa 500 400 500  

 

Funksioni i qëllimit S jep shpenzimet e përgjithshme të transportit sipas planit të transportit 𝑥𝑖𝑗  

për i=1, 2 dhe j=1, 2,3 : 

𝑆 = 7𝑥11 + 4𝑥12 + 4𝑥13 + 5𝑥21 + 7𝑥22 + 9𝑥23      min        … …… (1) 

Sistemi i kushteve përbëhet nga dy grupe ekuacionesh lineare. I pari është : 

 
𝑥11 + 𝑥12 + 𝑥13 = 600

   𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 = 800  
      . . . . . .(2)                      

që tregon se e gjithë rezerva e çdo prodhuesi shpërndahet nëpër konsumatorët, ndërsa grupi i 

dytë është: 

 
𝑥11 + 𝑥21 = 500 
𝑥12 + 𝑥22 = 400
𝑥13 + 𝑥23 = 500

         . . . . . . (3) 

që tregon se plotësohet kërkesa e çdo qendre konsumi. 

Gjithashtu theksojmë që variablat 𝑥𝑖𝑗 ≥ 0 𝑝ë𝑟 𝑖 = 1,2 𝑑ℎ𝑒 𝑗 = 1,2,3. 

Si përfundim modeli i problemit është:  
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Ndër zgjidhjet jo negative të sistemit të ekuacioneve lineare (2) - (3) të gjendet ajo që i jep 

funksionit linear të dhënë me (1) vlerën më të vogël. Ky model ka sistem kushtesh me 5 

ekuacione lineare dhe 6 variabla si dhe funksion qëllimi linear lidhur me variablat, pra është një 

model programimi linear (quhet model transporti). 

 

1.2. Formulimi matematikor i problemit të programimit linear 
 

Problemi më i rëndësishëm matematikor i programimit linear është gjetja e zgjidhjeve të 

sistemeve të ekuacioneve lineare që maksimizojnë ose minimizojnë funksionin e dhënë të 

qëllimit  [19]. Dallojmë tri lloje problemesh të programimit linear [12] edhe atë: 

1. Problemi standard  

2. Problemi kanonik 

3. Problemi i përgjithshëm 

 

1.2.1. Problemi standart i programimit linear 

 

Problemi standart i programimit linear formulohet si vijon: 

𝑓 = 𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑥𝑛  𝑚𝑖𝑛             … … …  1  

me kushte: 

 

𝛼11𝑥1 + 𝛼12𝑥2 + ⋯ + 𝛼1𝑛𝑥𝑛 = 𝛽1

𝛼21𝑥1 + 𝛼22𝑥2 + ⋯ + 𝛼2𝑛𝑥𝑛 = 𝛽2

…    …    …    …   …   …   …   …   …
𝛼𝑚1𝑥1 + 𝛼𝑚2𝑥2 + ⋯ + 𝛼𝑚𝑛 𝑥𝑛 = 𝛽𝑚

           … ……    (2) 

           𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0, … , 𝑥𝑛 ≥ 0                   … … …     (3) 
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Çdo problem programimi linear që nuk është në trajtën e mësipërme mund të transformohet në 

një problem standart të njëvlershëm me të në këtë mënyrë: 

a) Në qoftë se për funksionin e qëllimit f të problemit (1) – (2) – (3) kërkohet vlera më e 

madhe, atëherë merret funksioni 𝑓 ′ = −𝑓 për të cilin kërkohet vlera më e vogël, kështu 

problemi është kthyer në trajtën standarte. Është e qartë se po të merr  𝑓 ′  vlerën më të 

vogël në pikën 𝑋 =  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  atëherë po në këtë pikë funksioni f do të merr vlerën 

më të madhe dhe kemi: 𝑓 𝑋 = −𝑓 ′ 𝑋 . 

b) Në qoftë se në sistemin e kushteve (2) ka dhe jobarazime lineare atëherë dallojmë dy 

nënraste: 

 kur (2) përmban një jobarazim të trajtës : 

𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 ≤ 𝑏                                     4  

atë e zëvendësojmë me barazimin: 

𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑥𝑛+1 = 𝑏                         (5)    

i cili me kushtin që variabli “shtesë” 𝑥𝑛+1 të jetë jonegativ është i njëvlershëm me 

jobarazimin (4). 

 kur (2) përmban një jobarazim të trajtës : 

𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 ≥ 𝑏                                           4′  

atë e zëvendësojmë me barazimin: 

𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1 = 𝑏                         (5′) 

i cili me kushtin 𝑥𝑛+1 ≥ 0 është i njëvlershëm me (4’). 

Është e qartë se transformime të tilla do të bëhen përkatësisht për secilin nga jobarazimet që do 

të ketë sistemi (2). Kjo gjë e kthen sistemin e kushteve në një sistem të njëvlershëm ekuacionesh 

lineare me më shumë variabla, por që është në trajtën standarte. Të gjithë variablat shtesë 

kërkohen të plotësojnë kushtin e jonegativitetit. 

c) Në qoftë se për ndonjë nga variablat p.sh. 𝑥𝑘  tek (3) nuk kërkohet të jetë jonegativ, 

atëherë ai zëvendësohet me diferencën e dy variablave të rinj , 𝑥𝑘 = 𝑥′𝑘 − 𝑥′′𝑘   për të 

cilët vihet kushti  𝑥′𝑘 ≥ 0 , 𝑥′′𝑘 ≥ 0. 
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Shembulli 1.2.1. Të kthehet në trajtën standarde problemi i programimit linear: 

𝑓 = 𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3(𝑚𝑎𝑥) 

me kushte: 

 
2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 2
𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥3 ≤ 5

  

𝑥1 ≥ 0 , 𝑥2 ≥ 0, 𝑥3 ≥ 0. 

Zgjidhje: 

Meqë   𝑓 ′ = −𝑓 = −𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3(𝑚𝑖𝑛) dhe pastaj duke zëvendësuar 𝑥2 = 𝑥′2 − 𝑥′′2 e duke 

futur në jobarazimin e dhënë variablin shtesë 𝑥4 , merret trajta standarte si më poshtë : 

𝑓 ′ = −𝑥1 − 2𝑥′2 + 2𝑥′′2 + 𝑥3 (𝑚𝑖𝑛) 

 
2𝑥1 + 𝑥′2 − 𝑥′′2 + 𝑥3 = 2

𝑥1 − 𝑥′2 + 𝑥′′2 + 2𝑥3 + 𝑥4 = 5
  

𝑥1 ≥ 0 ,  𝑥′2 ≥ 0 , 𝑥′′2 ≥ 0 , 𝑥3 ≥ 0 , 𝑥4 ≥ 0   

1.2.2. Problemi kanonik i programimit linear 

 

          𝑓 = 𝑑0 −  𝑑𝑟+1𝑥𝑟+1 + 𝑑𝑟+2𝑥𝑟+2 + ⋯ + 𝑑𝑛𝑥𝑛     𝑚𝑖𝑛     … … …  1′  

me kushte : 

 
 
 

 
 𝑥1 = 𝑏1 −  𝑎1,𝑟+1𝑥𝑟+1 + 𝑎1,𝑟+2𝑥𝑟+2 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 

𝑥2 = 𝑏2 −  𝑎2,𝑟+1𝑥𝑟+1 + 𝑎2,𝑟+2𝑥𝑟+2 + ⋯ + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 
…   …   …  …  …  …  …  …  …  …  …  …  …  …  …
𝑥𝑟 = 𝑏𝑟 − (𝑎𝑟,𝑟+1𝑥𝑟+1 + 𝑎𝑟,𝑟+2𝑥𝑟+2 + ⋯ + 𝑎𝑟𝑛 𝑥𝑛)

    … … …  2′  

𝑥1 ≥ 0 ,  𝑥2 ≥ 0 , … , 𝑥𝑛 ≥ 0   … … …  3′    

Në qoftë se në trajtën standarte me anën e transformimeve të njëvlershme sistemin (2) e sjellim 

në trajtën (2’) dhe pastaj funksionin (1) në trajtën (1’), fitohet problemi : 
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Që quhet trajtë kanonike e problemit standart ose trajtë kanonike primare. Variablat 

𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑟    quhen variabla bazë dhe bashkësia e tyre quhet bazë e sistemit (2).                

Variablat  𝑥𝑟+1, 𝑥𝑟+2, … , 𝑥𝑛  quhen variabla jobazë [8].  

Nëse në (2’) marrim 𝑥𝑟+1 = 𝑥𝑟+2 = ⋯ = 𝑥𝑛 = 0 fitohet një zgjidhje jonegative e tij 

𝑋 = (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑟 , 0, … ,0) që quhet zgjidhje bazë (zgjidhje bazë primare).Vlera 𝑓 𝑋 = 𝑑0. 

 

1.2.3. Problemi i përgjithshëm i programimit linear 

 

Problemi i përgjithshëm i programimit linear qëndron në llogaritjen e vlerës maksimale apo 

minimale të funksionit linear: 

nn xcxcxcz  ...2211  

nën kushtet kufizuese të shprehura me sistemet e jobarazimeve ≤ , ≥ ose barazimeve. Problemet e 

tilla duhet të sillen në formën standarde ose kanonike.  Nga tre problemet e programimit linear 

shohim se në kushtet kufizuese lineare paraqiten barazime dhe jobarazime. Në përgjithësi është 

shumë më lehtë të punojmë me barazime se sa me jobarazime, prandaj shpesh nga sistemet e 

jobarazimeve mund të kalojmë në sisteme barazimesh lineare.  

 

1.3. Zgjidhjet bazike për problemin kanonik të programimit linear 
 

Për të gjetur maksimumin e një problemi kanonik të programimit linear, atë mund ta paraqesim 

edhe në formë matricore si vijon:  

max CX   . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (1) 

AX=B      . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   (2) 

X 0      . . . . . . . . . . . . . . . . . . .     (3) 
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përkatësisht :  

 


n

j

jj xc
1

max  

 



n

i

ijij mibxa
1

,...,2,1,  

 njx j ,...,2,1,0   

Pra, duhet gjetur të gjitha zgjidhjet e sistemit (2), të cilat janë pozitive dhe maksimalizojnë 

funksionin linear. Matrica A është e tipit nm . Pa humbur përgjithësimin e problemit mund të 

supozojmë se 0B . 

Përkufizim 1.3.1. Çdo zgjidhje e problemit, e cila plotëson kushtet (2) dhe (3) quhet zgjidhje e 

mundshme ose zgjidhje e lejueshme.  

Nëse mr  , atëherë m-r ekuacione të sistemit AX=B janë linearisht të varura nga të tjerat. 

Ekuacionet linearisht të varura mund të lihen anash, për këtë arsye pa humbur kohë për 

përgjithësimin mund të supozojmë se mr  .  

Nëse nmr  , atëherë kemi n ekuacione me n të panjohura me matricën regulare të 

koeficienteve të sistemit. Sistemi i tillë ka zgjidhje të vetme BAX 1 . Pra, mbetet të shihet 

vetëm nëse është 0X , por ky përkufizim paraqet një humbje të madhe nga përgjithësimi i 

problemit. Prandaj, është me interes rasti nm  . 

Forma matricore e problemit kanonik të programimit linear mund të paraqitet në formën 

vektoriale si vijon:  

 

Të rikujtojmë se sitemi i ekuacioneve lineare (2) është i zgjidhshëm nëse ka të paktën një 

zgjidhje. Në të kundërtën sistemi është i pazgjidhshëm (i pamundshëm). Meqë çdo zgjidhje e 

mundshme është edhe zgjidhje e sistemit AX=B, atëherë matrica A dhe matrica e zgjeruar e 

sistemit kanë rang të njëjtë r , [12]. 
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Të gjendet  

 CXmax , nën kushtet  

 








0

...2211

X

BAxAxAx nn
 

ku ),...,,(:),...,,( 2121 nn xxxXcccC  , kurse CX është prodhim skalar i vektorëve C dhe X. 

Përkufizim 1.3.2.  Zgjidhja e mundshme ),...,,( 21 nxxxX 
 
quhet zgjidhje bazike nëse vektorët 

),...,2,1(, niAi  , për të cilët 0ix , janë linearisht të pavarur.  

Meqë nAAA ,...,, 21  
janë vektorë nga hapësira m dimensionale, nga përkufizimi i zgjidhjes bazike 

rrjedh se, numri i komponentëve të tyre pozitive mund të jetë më i madh se m. 

Përkufizim 1.3.3. Zgjidhja bazike quhet jo e degjeneruar nëse ajo përmban m komponente 

pozitive mxxx ,...,, 21 . Në të kundërtën, kur 0ix  për ndonjë mi ,...,2,1 , sistemi mxxx ,...,, 21  

quhet zgjidhje e degjeneruar. 

Shembull 1.3.1. Shqyrtojmë nëse sistemi 

 















6433

118652

5432

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

ka zgjidhje bazike të degjeneruara? 

Vërejmë se ekuacioni i tretë fitohet si rezultat i ndryshimit të ekuacionit të parë me ekuacionin e 

dytë. Prandaj, si të tillë, ekuacioni i tretë nuk përfillet (lihet anash gjatë zgjidhjes). Rrjedhimisht, 

në vend të sistemit të dhënë merret sistemi 

 








118652

5432

4321

4321

xxxx

xxxx
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Ky sistem do të ketë aq zgjidhje bazike, për aq sa do të jetë numri i bazave nga bashkësia e 

vektorëve të koeficientëve të sistemit. 

 




































8

4
,

6

3
,

5

2
,

2

1
4321 AAAA . 

Numri maksimal i bazave është i barabartë me numrin e kombinacioneve të klasës dy prej katër 

elementeve. D.m.th.  

 6
)!24(!2

!4

2

4












 ( në bazë të formës 

)!(!

!

mnm

n

m

n











). 

D.m.th. numri maksimal i bazave është 6. Megjithatë nuk janë aq baza, sepse nuk janë që të 6 

çiftet e vektorëve },{ 1 jAA linearisht të pavarur. Provohet lehtë se dyshet e vektorëve 

},{},,{ 4131 AAAA dhe },{ 43 AA janë linearisht të varur. 

Vërtet: 

066
62

31
],det[ 31 AA ,     0

82

41
],det[ 41 AA  

dhe  

 0
86

43
],det[ 43 AA  

Rrjedhimisht,  

 341413
3

4
,4,3 AAAAAA  . 

 

Tri çiftet tjera të vektorëve {A1, A2},{A2, A3}dhe {A2 , A4} janë linearisht të pavarur dhe si të 

tillë formojnë bazë të hapësirës vektoriale dy dimensionale. Rrjedhimisht, ekzistojnë tri zgjidhje 

bazike të sistemit të dhënë.  



Modelimi i disa problemeve praktike si probleme të programimit linear                                      
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica 

 

  
     23 

 
  

Zgjidhja e parë bazike është 

 0,1,3 4321  xxxx . 

Kjo zgjidhje është zgjidhje bazike e degjeneruar, sepse ka më tepër se n-m=4-3=1 koordinata të 

barabarta me zero. Zgjidhja e dytë bazike e degjeneruar është  

 1,0 3241  xxxx  

Zgjidhja e tretë bazike e degjeneruar është: 
4

3
,1,0 4231  xxxx  

Përkufizim 1.3.4. Zgjidhje bazike optimale e problemit kanonik të programimit linear quhet ajo 

zgjidhje për të cilën funksioni linear, pra funksioni i qëllimit, arrin vlerën maksimale dhe 

minimale.  

Përkufizim 1.3.5. Problemi i programimit linear quhet i kufizuar nëse  }/max{ FxCX  . 

Në të kundërtën problemi quhet i pakufizuar, ku }0,/{  XBAXXF  është bashkësia e të 

gjitha zgjidhjeve të mundshme.  

Shembulli 1.3.2. Shembull i problemit të pakufizuar të programimit linear, fig. 1.  

Të gjendet:

 
0,0

0

max

21

21

1





xx

xx

x

  

 

 

 Fig. 1 

 

                                     Fig.1 
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Në vazhdim do të shqyrtojmë problemin e programimit linear që ka të bëjë me gjetjen e vlerës 

minimale të funksionit linear. Kjo bëhet për arsye se gjithmonë problemi i minimumit mund të 

zgjidhet si problem i maksimumit dhe anasjelltas.  

D.m.th. : 

 )max()()...min( 002211 zzzxcxcxcz nn  ; 

 )max(min zz  . 

Vetitë e zgjidhjeve të problemit të programimit linear janë të lidhura ngushtë me vetitë e 

bashkësive konvekse, të cilat luajnë rol të rëndësishëm në programimin linear. 

 

 nRBABAXXAB  

 

  

 

 

 

 

 

 Fig. 2 

Figura 2, ilustron segmentin me pikat A dhe B në hapësirën vektoriale dy dimensionale 2R . 

 

1.4. Bashkësitë konvekse 

Segment, i përcaktuar me dy pika të ndryshme A dhe B, në hapësirën vektoriale Rn , quhet 

bashkësia { |   (1 ) ; ,  , 0   1}
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Natyrisht BA  . Mesi i segmentit AB  është: 

 MBABA  )(
2

1

2

1

2

1
. 

P.sh. nëse ),(,),( 2211 yxByxA (Fig. 2), atëherë  

 Myyxxyxyx  ),(
2

1
),(

2

1
),(

2

1
21212211 . 

Në rafshin 
21xxO le të jenë dhënë dy pika ),( 1

2

1

11 xxA  dhe ),( 2

2

2

12 xxA  të cilat e përcaktojnë 

segmentin 
21AA . Gjejmë koordinatat e cilës do pikë të brendshme )( 21xxA të segmentit 

21AA , 

shih fig. 3. Vektorët  

 ),( 1

22

1

111 xxxxAA   dhe ),( 1

2

2

2

1

1

2

121 xxxxAA   

janë kolinearë (ju takojnë drejtëzave paralele) dhe kanë kahe të njëjtë. Prandaj,  

211 AAtAA  , ku 10  t , 

ose  

 ),(),( 1

2

2

2

1

1

2

1

1

22

1

11 xxxxtxxxx  . 

 

Nga barazimi i fundit marrim 

 








)(

(
1

2

2

2

2

22

1

1

2

1

1

11

xxtxx

xxtxx
, 

 
2

2

1

22

2

1

1

11

)1(

)1(

txxtx

txxtx





                                                                                                        Fig. 3 

rrjedhimisht,   



Modelimi i disa problemeve praktike si probleme të programimit linear                                      
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica 

 

  
     26 

 
  

                                                                                                

Duke zëvendësuar 21 ,1   tt , marrim  

 








1,0,0, 21212

22

1

212

2

12

1

111 




xxx

xxx
.  

  

Pika për të cilën plotësohen kushtet (2) dhe (3) quhet kombinim linear konveks i pikave 
1A  dhe 

2A  .  

 

Kur parametri t  merr vlerat nga 0 deri në 1, pika A  përshkruan segmentin .21AA  Pikat 1A  dhe 

2A  quhen pikat e skajshme të segmentit. 

Nga përkufizimi i kombinimit linear konveks i pikës, është e qartë se pikat e skajshme nuk mund 

të paraqiten si kombinim linear konveks i dy pikave të tjera të segmentit. Relacionet (2) dhe (3) 

vlejnë edhe për dimensionet e tjera të hapësirës vektoriale [1]. 

Le të jenë dhënë n  pika .,...,, 21 nAAA  Pika A  është kombinim linear konveks i pikave 

,,...,, 21 nAAA
 
nëse plotësohen kushtet:  

,...2211 nn AAAA    

Përfundimisht, meqë x1  dhe x2  janë koordinatat e pikës A, kemi  



 AAA



 2211

1,0,0 2121


 pika A përputhet me pikën .2A  

 





1

2

0
Për ,

1

pika A përputhet me pikën .1A  










1

2

1
Për ,

0
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Shembulli 1.4.1. Janë dhënë pikat )5,2,3(1 A dhe ).1,6,1(2 A Të gjendet pika ),,( 321 xxxA
 
e cila 

është kombinim linear konveks i pikave 1A dhe 2A . 

kushti:  

prej nga gjejmë:  

Bashkësia K quhet bashkësi konvekse, në qoftë se bashkësia K së bashku me cilat do dy pikat 

 KAAKAA  .1,0,,, 2121221121 

1A dhe 2A  përmban edhe kombinimin linear të tyre:  

321  xxx  
1

,
3 3

10 7
, .

3

1
),,( 321 xxx  )5,2,3(

3 3

2 1
)1,6,1( ,

3 3

10 7
,
3

 
 



  dhe koordinatat e pikës A  gjenden nga relacioni  
1

12 
3 3

2

 atëherë  1 
1

  . Nëse është për shembull ,
3

 , atëherë 12 1Meqë 121 

 AAA  1,0,, 21212211 

Sipas përkufizimit, pika A  është kombinim linear konveks i pikave 1A dhe 2A  nëse plotësohet 

.1);,...,2,1(,0   
1j

ji nj
n





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D.m.th. bashkësia është konvekse kur së bashku me cilat do dy pika përmban edhe segmentin që 

bashkon ato dy pika (Fig. 4). Në të kundërtën, bashkësia quhet konkave (jo konvekse) (Fig. 5).

 

Fig. 4 

 

Fig. 5 

 

është bashkësi konvekse dhe quhet poliedër konveks [5]. 

Shembull 1.4.1. Bashkësi konvekse është pjesa e hijesuar e fig. 6, kurse poliedër konveks është 

trupi gjeometrik i dhënë sikur në fig 7.  

 

 

 

11111

2121

11

...

...

...

......................................

bxaxa

bxaxa

bxaxa

nn

nnn

mnmnm
















Bashkësia e pikave në hapësirën ,nR koordinatat e të cilave plotësojnë sistemin e jobarazimeve  
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Fig. 6      Fig. 7 
 

1.5. Vlerat e funksionit në bashkësitë konvekse 
 

Funksioni i formës:  

veçanti në bashkësitë konvekse të fituara si zgjidhje të sistemeve të barazimeve jo lineare me dy 

e tri të panjohura. 

 Teorema 1.5.1. Funksioni  

arrin vlerën maksimale (minimale) në pikat kufitare të bashkësisë K, që është marrë si zonë e 

zgjidhjeve të sistemit të jobarazimeve lineare:  

nn xcxcxcz  ...2211  

Tani na intereson vlera maksimale (minimale) e funksionit z  në bashkësinë konvekse K , e në 

xx  
212111 xcxcz   është rrafsh në hapësirën .0

xx ndërsa funksioni 
21

Kuptimi gjeometrik i funksionit 11xcz   është drejtëz në rrafshin ,0

ku koeficientet nccc ,...,, 21  janë numra real, quhet funksion linear i ndryshoreve .,...,, 21 nxxx  

nn xcxcxcz  ...2211  
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.
...............................

2211

2222121

1212111



















mmm bxaxa

bxaxa

bxaxa

    

 

të përcaktuar me sistemin e jobarazimeve:  

 

 

Zgjidhje:  

Secili nga jobarazimet nga (*) paraqet gjysmërrafsh. Kufizimet e këtyre gjysmërrafsheve janë 

drejtëza të cilat po i shënojmë me : 1: 211  xxl , 0: 212  xxl  dhe 02: 213  xxl .      

Pikat prerëse A , B  dhe C  të drejtëzave 21,ll  dhe 3l  i gjejmë duke zgjidhur sistemet e 

barazimeve lineare si vijon:  

i)  









,0

1
:

21

21

21
xx

xx
llA   

 ii) 









,02

1
:

21

21

31
xx

xx
llB  

            iii) 









.02

0
:

21

21

32
xx

xx
llC

             . . . . . . . . . . . . .(**)

 

Zgjidhjet e sistemeve (**) janë përkatësisht:  

1
21  xx  

xx

xx

xx













21

21

21

0

1

(*)

02

në bashkësinë konvekse 

K

Shembulli 1.5.1. Të gjendet vlera maksimale e funksionit z  x1  2x2

   i) ,
2

që paraqet pikën prerëse të drejtëzave l1  dhe l2 .  
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Pra, .
2

1
,

2

1 















3

2
,

3

1
31 llB

 

dhe 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 8 

 

 

 Kemi:  

.0020)(

;
3

5

3

2
2

3

1
)(







 

1 2 


A  l  l   

Ngjashëm, ii) 

2 3     iii) C  l  l  0,0.

( ) 1 2 1 3;

Përfundimisht, zgjidhja e sistemit të inekuacioneve (*) është bashkësia konvekse e përbërë nga 

trekëndëshi ABC  (Fig. 8) dhe të gjitha pikat brendshme të tij. Gjejmë tani vlerat e funksionit z  

në secilën nga pikat A, z(B) dhe C.

z   

z C

 B

  
z A
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Rrjedhimisht, në bazë të teoremës së mësipërme, funksioni z arrin vlerën maksimale në pikën A

dhe ajo vlerë është .3)( Az  

 

 

(i)    ( ii) (iii)
          

 (iv)  

Secili prej ekuacioneve nga sistemet e mësipërme paraqet një rrafsh në hapësirë. Zgjidhjet e 

këtyre sistemeve paraqesin kulmet e poliedrit konveks ku ne kërkojmë maksimumin e funksionit

.32 321 xxxz   

 Zgjidhjet e sistemeve të mësipërme janë përkatësisht:  

( i') 1,0 321  xxx apo pika  ;1,0,0A  

(ii') 1,0 231  xxx apo pika  ;,0,1,0B  

  (iii') 0,1 321  xxx apo pika  ;,0,0,1C  

  (iv') 0321  xxx  apo pika  .,0,0,0D  

x

x

x

xxx 321

1

2

3

1

0

0

0
















Shembulli 1.5.2. Të gjendet vlera maksimale e funksionit 321 32 xxxz   në bashkësinë 

konvekse K  të përcaktuar me sistemin e jobarazimeve lineare:  

x

x

x1

2

3 0

0

0










x

x

xxx 321

2

3

1

0

0











x

x

xxx 321

1

3

1

0

0










x

x

xxx 321

1

2

1

0

0












                            ...............(*)                                                                                                                      
                    

Zgjidhje: Nga (*) marrim këto sisteme të ekuacioneve lineare:  
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Shihet qartë se .3)(max  Azz

;203012)( Cz         .003002)( Dz  

;313002)( Az         ;103102)( Bz  

Llogarisim vlerën e funksionit 321 32 xxxz  , në secilën nga pikat CBA ,, dhe D :  

dhe D  paraqesin kulmet e tetraedrit i cili paraqet bashkësinë konvekse të 

zgjidhjeve brenda të cilit kërkojmë maksimumin e funksionit .32 321 xxxz   

 Pikat CBA ,,
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Kapitulli 2. Metoda grafike dhe simplekse në programimin linear 

 

2.1. Metoda grafike e problemit të programimit linear 
 

Metoda grafike e zgjidhjes së problemit të programimit linear paraqet interpretimin gjeometrik të 

problemit të programimit linear. Kjo metodë kryesisht bazohet në zgjidhjen e problemeve në 

hapësirën dy dimesionale, e kjo do të thotë që me këtë metodë mund të zgjidhim probleme të 

programimit linear që kanë dy variabla ose me anën e transformimeve të njëvlershme sillen në 

një trajtë të tillë [10].  

Le të jetë dhënë problemi: 

      𝑓 = 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑦  𝑚𝑖𝑛  … … …  1  

me kushtet : 

 

𝑎11𝑥 + 𝑎12𝑦 ≤ 𝑏1

𝑎21𝑥 + 𝑎22𝑦 ≤ 𝑏2

…     …     …      …
𝑎𝑚1𝑥 + 𝑎𝑚2𝑦 ≤ 𝑏𝑚

    … ……  2  

𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0 … ……  3  

 

Zgjidhja e sistemit të kushteve (2) dhe (3) të problemit të dhënë paraqet në kuadrantin e parë të 

planit 0𝑥𝑦 një shumëkëndësh konveks të kufizuar ose jo, që përbën zonën e zgjidhjeve të lejuara

 që do ta shënojmë me Z (Fig. 9). 
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 Fig. 9  

1𝑥 + 𝑐2𝑦 = 𝑐 që quhet drejtëz e nivelit. Në figurën 9, jepet pozicioni i saj për c = 0. 

Për të gjetur zgjidhjen optimale në zonën Z shqyrtojmë koeficientin 𝑐2 në ekuacionin e drejtëzës 

së nivelit. Dallojmë dy raste: 

Rasti I. 𝑐2 ≠ 0. Kjo tregon se drejtëza e nivelit e pret boshtin e 𝑦. Kemi dy nënraste : 

a) 𝑐2 > 0. Në këtë rast zhvendosja e drejtëzës së nivelit nga poshtë-lart paralelisht me veten 

sjell rritjen e vlerave të funksionit të qëllimit në pikat e saj, kështu që minimumi i f arrihet 

në pikën e parë të takimit të drejtëzës së nivelit me zonën Z kur ajo zhvendoset nga 

poshtë-lart (në Fig. 9 është pika A).  

b)  𝑐2 < 0. Në këtë rast me arsyetime të ngjashme gjejmë se zgjidhja optimale e problemit 

është pika e fundit e takimit të drejtëzës së nivelit me zonën e lejuar Z kur drejtëza e 

nivelit zhvendoset paralelisht nga poshtë lartë (në figurë është pika C). 

 

 

Pikat e planit për të cilat vlera e funksionit të qëllimit (1) është c, janë pikat e drejtëzës me  

ekuacion 𝑐



Modelimi i disa problemeve praktike si probleme të programimit linear                                      
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica 

 

  
     36 

 
  

 

Rasti II.𝑐2 = 0. Atëherë patjetër 𝑐1 ≠ 0 dhe drejtëza e nivelit do të ketë ekuacionin 𝑐1𝑥 = 𝑐 dhe 

është paralel me boshtin e 𝑦. Edhe këtu do të dallojmë dy nënraste: 

a) Kur 𝑐1 > 0 gjatë zhvendosjes së drejtëzës së nivelit paralelisht nga e majta në të djathtë 

në pikën e parë të takimit me zonën Z arrihet minimumi i f. 

b) Kur 𝑐1 < 0 gjatë zhvendosjes së drejtëzës së nivelit paralelisht nga e majta në të djathtë 

në pikën e fundit të takimit të saj me zonën Z arrihet minimumi i f. 

 Për rastin kur kërkohet vlera më e madhe e funksionit të qëllimit f mund të arsyetojmë në 

mënyrë të ngjashme për të nxjerrë rregullën e zgjidhjes; ose mund të merret funksioni 

𝑓 ′ = −𝑓 të cilit i kërkohet minimumi dhe atëherë për 𝑓 ′  vlejnë arsyetimet e bëra më 

sipër. Në atë pikë ku 𝑓 ′  ka minimum, funksioni 𝑓 do të ketë maksimum [8]. 

 
 
 

 
 

  

Zgjidhje:  

Zona e zgjidhjeve të lejuara të problemit është si në fig.10, drejtëza e nivelit për c = 0 ka një 

pozicion paralel më drejtëzën të ndërtuar nga jobarazimi i parë dhe meqë 𝑐2

Shembull 2.1.1. Të zgjidhet grafikisht problemi: 𝑓 = 𝑥 + 𝑦   (𝑚𝑖𝑛) me kushte: 

𝑥 + 𝑦 ≥ 2
−2𝑥 + 𝑦 ≥ 1;

𝑦 ≤ 3
𝑥 ≥ 0,y ≥ 0

= 1 > 0, minimumi 

i f arrihet në pikën e parë të takimit të drejtëzës së nivelit d me zonën Z kur drejtëza d zhvendoset 

nga poshtë-lart. Vihet re që gjatë zhvendosjes së drejtëzës së nivelit d nga poshtë-lart, takimi i 

parë i d me zonën Z bëhet në të gjitha pikat e segmentit AB. 
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Fig. 10 

 

Thuhet se problemi ka një pafundësi zgjidhjesh optimale. Të tilla janë gjithë pikat e segmentit 

AB, p.sh. A(1/3,5/3); B(0,2) dhe çdo pikë që është kombinim linear konveks i këtyre dy pikave 

është zgjidhje optimale e problemit me minf=2. 

 

Shembull 2.1.2. Të zgjidhet me metodën grafike problemi: 𝑓 = 𝑥 − 3𝑦   𝑚𝑎𝑥   me kushte : 

 

−2𝑥 + 𝑦 ≥ 1
2𝑥 + 3𝑦 ≥ 6

𝑥 ≥ 0
𝑦 ≥ 0
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Zgjidhje: 

Zona e zgjidhjeve jonegative të sistemit të kushteve është zona e pakufizuar Z, si në figurën 11, 

 

 Fig. 11 

Drejtëza e nivelit është 𝑥1 − 3𝑥2 = 0. Meqë 𝑐2

 

Shembull 2.1.3.  Të zgjidhet me metodën grafike problemi : 

𝑓 = 𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4 − 3 (𝑚𝑖𝑛) 

me kushte : 

 

𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 − 𝑥4 = 3
−2𝑥1 − 𝑥2 − 2𝑥3 + 3𝑥4 = −2

3𝑥1 + 2𝑥2 + 4𝑥3 − 4𝑥4 = 5

       𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,2,3,4 

 

= −3 < 0 gjatë zhvendosjes së d paralelisht nga 

poshtë-lart, në pikën e parë të takimit me zonën Z arrihet maksimumi i f. Kjo pikë është 

A(3/8,7/4) dhe maxf=3/8 – 3(7/4)= -39/8. 
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Zgjidhje: 

Meqë matrica e sistemit të kushteve të problemit e ka rangun r=2 dhe numri i variablave është 4, 

pra r = n – 2 , kryejmë transformimet e Gauss-Zhordanit ndaj sistemit të kushteve : 

  
1 1 2

−2 −1 −2
3 2 4

−1
3

−4
 

3
−2
5

 ~   
1 1 2
0 1 2
0 −1 −2

−1
1

−1
 

3
4

−4
 ~   

1 0 0
0 1 2
0 0 0

−2
1
0

 
−1
4
0

  

 

Atëherë sistemi i kushteve merr trajtën : 

  
𝑥1 − 2𝑥4 = −1

𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4 = 4
        𝑜𝑠𝑒           ∗   

𝑥1 = 2𝑥4 − 1
𝑥2 = 4 − 2𝑥3 − 𝑥4

  

 

Po të zëvendësojmë 𝑥1  dhe  𝑥2 tek  f  gjejmë: 

𝑓 = 2𝑥4 − 1 + 4 − 2𝑥3 − 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥4 − 3 = −𝑥3 + 2𝑥4 𝑚𝑖𝑛 . 

Meqë 𝑥1 ≥ 0 𝑑𝑕𝑒 𝑥2 ≥ 0 problemi merr trajtën : 

𝑓 = −𝑥3 + 2𝑥4(𝑚𝑖𝑛) 

 
2𝑥4 − 1 ≥ 0

4 − 2𝑥3 − 𝑥4 ≥ 0
     𝑜𝑠𝑒      

2𝑥4 ≥ 1
2𝑥3 + 𝑥4 ≤ 4

   

 

Duke e zgjidhur këtë problem grafikisht (fig.12) gjejmë zgjidhjen optimale pikën C me 

koordinata 𝑥3 = 7 4 , 𝑥4 = 1 2  𝑑𝑕𝑒 𝑚𝑖𝑛𝑓 = − 3 4 . 

Këtë shembull që përmban gjithsejt katër variabla, me anë të transformimeve e kemi sjellë në 

problem programimi linear me dy variabla 𝑥3 dhe  𝑥4 , andaj gjatë paraqitjes grafike me 

Geogebra variablën 𝑥3 e kemi identifikuar me 𝑥, ndërsa atë 𝑥4 e kemi identifikuar me 𝑦.          

(fig. 12). 
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 Fig. 12 

Duke zëvendësuar këto vlera të 𝑥3 𝑑ℎ𝑒 𝑥4 në sistemin e kushteve (*) gjejmë 

𝑥1 = 0,  𝑥2 = 0,  𝑥3 = 7 4 , 𝑥4 = 1 2   zgjidhjen optimale të problemit të dhënë në fillim. 

 

2.2. Algoritmi i metodës simplekse në programimin linear 
 

Trajtën kanonike (1’), (2’), (3’) e paraqesim në një tabelë që quhet tabela simplekse përkatëse si 

më poshtë: 

 

 

 

Algoritmi simpleks është një procedurë iterative që duke filluar nga një trajtë kanonike e 

problemit të programimit linear me transformime të njëvlershme të saj çon në gjetjen e zgjidhjes 

optimale të problemit ose në konstatimin se funksioni i qëllimit e ka optimumin e pafundëm [8]. 
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B TL 𝑥1 … 𝑥𝑙  …  𝑥𝑟𝑥𝑟+1  …  𝑥𝑗  … 𝑥𝑛  

𝑥1 𝑏1 1  …  0  …   0    𝑎1,𝑟+1 … 𝑎1𝑗 … 𝑎1𝑛  

...   ... ...   ...   ...   ...   ...   ...   ...   ... 

0  …  1  …   0    𝑎𝑙,𝑟+1 … 𝑎𝑙𝑗 … 𝑎𝑙𝑛  

...   ...   ...  ...  ...   ...   ...   ...   ...   ... 

0  …  0  …   1    𝑎𝑟,𝑟+1 … 𝑎𝑟𝑗 … 𝑎𝑟𝑛  

... ... 

𝑥𝑙  𝑏𝑙  

... ... 

𝑥𝑟  𝑏𝑟  

f 𝑑0 0  …   0  …   1    𝑑𝑟+1  …  𝑑𝑗  …  𝑑𝑛 

Tabela 1 

Në qoftë se ndër koeficientët pranë ndonjë variabli të lirë 𝑥𝑗  në sistemin e kushteve të trajtës 

kanonike të tabelës 1, ka koeficientë pozitiv atëherë mund të kalohet në një tabelë tjetër 

simplekse duke kryer këto veprime: 

Zgjidhet elementi çelës 𝑎𝑙𝑗  pozitiv i tillë që  
𝑏𝑙

𝑎𝑙𝑗
= 𝑚𝑖𝑛

𝑏𝑖

𝑎𝑖𝑗
   , 𝑏𝑙 𝑎𝑙𝑗 > 0 . 

Largohet nga baza ekzistuese variabli 𝑥𝑙  dhe në vend të tij në bazën e re futet 𝑥𝑗 . 

Rreshti i variablit bazë 𝑥𝑗  në tabelën e re përftohet nga pjestimi me 𝑎𝑙𝑗  i rreshtit të variablit 

bazë 𝑥𝑙  të tabelës ekzistuese. 

Rreshtat tjerë në tabelën e re, p.sh. rreshti i variablit bazë 𝑥𝑘  përftohet duke i shtuar rreshtit 

përkatës të tabelës ekzistuese rreshtin e ri të variablit bazë 𝑥𝑗  të shumëzuar me −𝑎𝑘𝑗 . 

të shumëzuar me −𝑑𝑗.  

Ecuria e këtij algoritmi është si më poshtë: 

Në trajtën kanonike (1’), (2’), (3’) (paragrafi 1.2. Kap.1), shqyrtojmë koeficientët  

𝑑𝑟+1, 𝑑𝑟+2, … , 𝑑𝑛  tek funksioni i qëllimit (1’). 

          𝑓 = 𝑑0 −  𝑑𝑟+1𝑥𝑟+1 + 𝑑𝑟+2𝑥𝑟+2 + ⋯ + 𝑑𝑛𝑥𝑛     𝑚𝑖𝑛     … … …  1′  

𝑗

Njëlloj rreshti i f në tabelën e re merret duke i shtuar rreshtit përkatës në tabelën ekzistuese 

rreshtin e ri të variablit bazë 𝑥
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me kushte : 

 
 
 

 
 𝑥1 = 𝑏1 −  𝑎1,𝑟+1𝑥𝑟+1 + 𝑎1,𝑟+2𝑥𝑟+2 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 

𝑥2 = 𝑏2 −  𝑎2,𝑟+1𝑥𝑟+1 + 𝑎2,𝑟+2𝑥𝑟+2 + ⋯ + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 
…   …   …  …  …  …  …  …  …  …  …  …  …  …  …
𝑥𝑟 = 𝑏𝑟 − (𝑎𝑟,𝑟+1𝑥𝑟+1 + 𝑎𝑟,𝑟+2𝑥𝑟+2 + ⋯ + 𝑎𝑟𝑛 𝑥𝑛)

    … … …  2′  

𝑥1 ≥ 0 ,  𝑥2 ≥ 0 , … , 𝑥𝑛 ≥ 0   … … …  3′    

Rasti I. Të gjithë koeficientët 𝑑𝑟+1, 𝑑𝑟+2, … , 𝑑𝑛  janë jopozitiv. Në këtë rast zgjidhja bazë e 

trajtës kanonike  𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑟 , 0, … ,0  është zgjidhja optimale e problemit dhe 𝑚𝑖𝑛𝑓 = 𝑑0. 

Rasti II. Ndër ta ekziston ndonjë koeficient 𝑑𝑗 > 0 i tillë që të gjithë koeficientët 

𝑎1𝑗 , 𝑎2𝑗 , … , 𝑎𝑟𝑗   pranë variablit 𝑥𝑗  në sistemin (2’) janë jopozitive. Në këtë rast 𝑚𝑖𝑛𝑓 = −∞ . 

Rasti III. Për çdo 𝑑𝑗 > 0 tek f ’ ndër koeficientët pranë variablit 𝑥𝑗  në sistemin (2’) ka edhe 

pozitiv. Le të jetë një 𝑑𝑗 > 0 e tillë që: 

 𝑎1𝑗 > 0, 𝑎2𝑗 > 0, … , 𝑎𝑘𝑗 > 0, 𝑎𝑘+1𝑗 ≤ 0, 𝑎𝑘+2𝑗 ≤ 0, … , 𝑎𝑟𝑗 ≤ 0  

dhe le të jetë:  

 min  
𝑏1

𝑎1𝑗
,

𝑏2

𝑎2𝑗
, … ,

𝑏𝑘

𝑎𝑘𝑗
 =

𝑏𝑙

𝑎𝑙𝑗
. 

 

Me element çelës 𝑎𝑙𝑗  kalojmë në një trajtë tjetër kanonike (1’’) - (2’’) – (3’’) të njëvlershme me 

të parën. Për trajtën e re i përsëritim arsyetimet nga fillimi siç bëmë për trajtën kanonike (1’), 

(2’), (3’). 

Algoritmi përfundon kur arrihet në një trajtë kanonike që i përket rastit I ose rastit II në 

arsyetimet e mësipërme. 
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Shembulli 2.2.1. Të zgjidhet problemi i mëposhtëm me algoritmin simpleks: 

𝑓 = 2𝑥1 + 𝑥2 − 2𝑥3 + 𝑥4 (𝑚𝑖𝑛) 

 
𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 = 2

2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥4 = 10
−𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥5 = 4

;         𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,2,3,4,5  

Zgjidhje: 

Vihet re që sistemi i kushteve është në trajtën kanonike me bazë 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 , kurse funksioni i 

qëllimit nuk është në një trajtë të tillë. Tek funksioni i qëllimit zëvendësojmë variablat 

bazë 𝑥3 , 𝑥4 me shprehjet e nxejrra nga sistemi i kushteve dhe do të kemi : 

𝑓 = 2𝑥1 + 𝑥2 − 2 2 − 𝑥1 + 𝑥2 + 10 −  2𝑥1 + 𝑥2 = 6 + 2𝑥1 − 2𝑥2 ose 

𝑓 = 6 −  −2𝑥1 + 2𝑥2   (𝑚𝑖𝑛). 

Ndërtojmë tabelën simplekse fillestare : 

B TL 𝑥1 𝑥2 3 𝑥4 𝑥5 

𝑥3

4

5

 Tabela 1 

Jemi në rastin III të algoritmit simpleks. Elementi çelës gjendet në shtyllën e 𝑥2 nga  

𝑚𝑖𝑛  
10

1
,

4

2
 = 2, pra elementi 2 i futur në kuadrant tek tabela 1., del nga baza 𝑥5 dhe futet në 

bazë në tabelën e re 𝑥2. 

Në tabelën e re shënohet në fillim baza e re 𝑥3, 𝑥4 , 𝑥2 e pastaj plotësohet rreshti ku ndodhet 

elementi çelës duke pjestuar rreshtin ekzistues të elementit çelës me vetë atë element.  

 𝑥

 4 -1 2    0    0  1 

f 6 -2           2   0   0 0 

 2    1 -1     1   0   0 

𝑥  10    2  1     0    1  0 

𝑥
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2 lartë dhe poshtë elementit 

çelës. Tabela e re simplekse fitohet në këtë mënyrë (tabela 2): 

 

B TL 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5

3

4

2

 Tabela 2 

Vihet re se në tabelën 2, nuk ka elemente pozitive në rreshtin e f , pra jemi në rastin e parë të 

algoritmit simpleks.  

1 = 0 , 𝑥2 = 2 , 𝑥3 = 4 , 𝑥4 = 8, 𝑥5

Shembulli 2.2.2.Të zgjidhet problemi i mëposhtëm me algoritmin simpleks: 

1 − 3𝑥3 𝑚𝑖𝑛  

 
𝑥1 − 𝑥3 + 𝑥4 = 1

−2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 1
;     𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, … ,4  

Zgjidhje: 

Shohim se sistemi i kushteve është në trajtë kanonike me bazë 𝑥4 , 𝑥2. Në f nuk ka asnjë 

ndryshore bazë prandaj atë e paraqesim në trajtë kanonike. 

1 − 3𝑥3 𝑚𝑖𝑛  

 
𝑥4 = 1 − (𝑥1 − 𝑥3)

𝑥2 = 1 − (−2𝑥1 + 𝑥3)
  ;      𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, … ,4  

dhe tabela simplekse është : 

= 0 është zgjidhja 

optimale dhe për këtë kemi minf = 2. 

Zgjidhja bazë e tabelës 2, që është:     𝑥
𝑓 = 16 + 2𝑥

𝑓 = 16 + 2𝑥

 8 3/2 0     0   1 -1/2 

𝑥  2 -1/2 1     0   0 1/2 

f 2 -1 0     0   0  -1 

 4 1/2 0     1   0 1/2 

𝑥 
 

𝑥

Pastaj duke shumëzuar këtë rresht të ri me 1, -1 dhe -2 dhe duke ia shtuar përkatësisht rreshtit të 

parë, të dytë dhe të katërt bëjmë zero gjithë elementet e shtyllës së 𝑥
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B TL 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 

𝑥4

2

Tabela 1. 

Me element çelës 1 të treguar në tabelë kalojmë në tabelën e re simplekse sipas rregullave të 

dhëna. Del nga baza 𝑥2 dhe futet 𝑥3 dhe tabela e re është : 

B TL 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 

𝑥4

3

Tabela 2 

Vemë re se jemi në rastin e II të algoritmit simpleks, pra për këtë problem thuhet se ka funksion 

të qëllimit të pakufizuar nga poshtë ose 𝑚𝑖𝑛𝑓 = −∞. 

Shembulli 2.2.3. Jepet problemi: 𝑓 = 5𝑥1 + 3𝑥2 + 4𝑥3 (𝑚𝑎𝑥) 

 𝑃  
2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 ≤ 20

3𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 ≤ 30
  

𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,2,3 

a) Dihet që në zgjidhjen optimale të problemit si variabla bazë janë 𝑥2  dhe 𝑥3. Duke filluar 

nga zgjidhja bazë fillestare e marrë nga trajta standarde e problemit tregoni se si mund të 

përdoret ky informacion për të gjetur tabelën simplekse optimale pa përdorur algoritmin 

simpleks. (Të përdoret matrica e anasjelltë e matricës D të formuar nga shtyllat e 𝑥2 dhe 

𝑥3 në tabelën fillestare dhe veprime matricore). 

b) A formojnë bazë primare të lejuar për (P) variablat 𝑥1 , 𝑥3? Tregoni pse! 

 

 

 

   1  1 0     -1       1  

𝑥 2          -2         1        1  0

 f         16         -2  0       3  0 

   3    -1    1    0     1  

𝑥         2           -2         1         1        0  

f         10           4          -3        0        0 
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Zgjidhje: 

a) Tabela fillestare e (P) është : 

B TL 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 

𝑥4

5 30 3 1 2 0 1 

f ’ 0 5 3 4 0 0 

Tabela 1  

Konsiderojmë matricën 𝐷 =  
1 1
1 2

  të formuar nga shtyllat e 𝑥2 dhe 𝑥3 në sistemin e kushteve. 

Gjejmë që e anasjellta e saj është 𝐷−1

Meqë tabela optimale ka si bazë 𝑥2 dhe 𝑥3 në shtyllat e saj që i përkasin 𝑥2 dhe 𝑥3 janë vektorët 

njësi. 

𝑋𝐷 = 𝐷−1𝐵 =  
2 −1

−1 1
  

20
30

 =  
10
10

 . 

Shtylla e re e 𝑥1 gjendet nga shtylla përkatëse A1 e variablit 𝑥1 në tabelën fillestare me anë të 

shumëzimit: 𝐷−1𝐴1 =  
2 −1

−1 1
  

2
3
 =  

1
1
  

Vlera përkatëse e  f ’ gjendet nga –𝐶𝐷
𝑇𝐷−1𝐵 = − 3 4  

10
10

𝐶𝑇 − 𝐶𝐷
𝑇𝐷−1𝐴 =  5 3 4 0 0 −  3 4  

2 −1
−1 1

  
2 1 1
3 1 2

1 0
0 1

 
 

 = −70,  ndërsa vlerat e 

koeficientëve pranë variablave tek rreshti i  f’ llogariten nga veprimet matricore:                  

  

Matrica D
-1

 tek kjo tabelë optimale zë vendin e matricës njësi të tabelës 1 fillestare. Termat e lirë 

të sistemit të kushteve në tabelën 1 optimale gjenden nga : 

 20 2 1 1 1 0 

𝑥

2 −1
=   . 

−1 1

 =

(−2 0 0  −2 −1) 
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Në përfundim rezulton që tabela optimale e problemit është : 

B TL 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 

𝑥2

3

Tabela 2. 

Transformimet e mësipërme përmblidhen kështu: Tabela e re me bazë 𝑥2 , 𝑥3 merret nga tabela 

fillestare duke e shumëzuar këtë nga e majta me matricën D
-1

 të gjetur si më sipër: 

 
2 −1

−1 1
  

20 2 1
30 3 1

1 1 0
2 0 1

 =  
10 1 1
10 1 0

0 2 −1
1 −1 1

  

2 , 𝑥3 në tabelën fillestare, pra : 

  0 5 3 40 0 −  3 4  
10
10

 
1 1 0
1 0 1

2 −1
−1 1

 = 

 =  0 5 3 40 0 −  70 7 3 42 1 =  −70 −2 0 0−2 −1  

b) Me arsyetime si në rastin e a) gjendet se për bazën 𝑥1 , 𝑥3 kemi 𝐷 =  
2 1
3 2

  nga 

gjejmë që 𝐷−1 =  
2 −3

−1 2
 . 

Termat e lirë në tabelën simplekse që ka bazën 𝑥1 dhe 𝑥3 do jenë : 

𝐷−1𝐵 =  
2 −3

−1 2
  

20
30

 =  
−50
40

  , gjë që tregon se kjo bazë 𝑥1 , 𝑥3 nuk është primare e 

lejuar. 

Trajta standarte  e problemit është: 𝑓 = 0 −  5𝑥1 + 3𝑥2 + 4𝑥3    (𝑚𝑖𝑛) me kushte : 

 
2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 20

3𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥5 = 30
  ;   𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, … ,5              

ndërsa rreshti i ri i f’ merret duke zbritur nga rreshti përkatës i tabelës fillestare, tabelën e re të

gjetur më sipër të shumëzuar nga e majta me vektor rreshtin e koeficientëve pranë të panjohurave

të reja bazë 𝑥

 10  1 1 0 2 -1 

𝑥  10  1 0  1 -1   1 

f ’ -70 -2 0  0 -2  -1 
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Zgjidhja me algoritmin simpleks është : 

 

 

Zgjidhja optimale 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 10, 𝑥3 = 10  dhe 𝑚𝑎𝑥𝑓 = 70. 

 

Shembulli 2.2.4. Me metodën simplekse të zgjidhet problemi: 

𝑓 = 3𝑥1 + 5𝑥2 + 4𝑥3  (𝑚𝑎𝑥) 

                                                     𝑃  

2𝑥1 + 3𝑥2 ≤ 8
2𝑥1 + 5𝑥2 ≤ 10

3𝑥1 + 2𝑥2 + 4𝑥3 ≤ 15

  

𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,2,3 

 

 

 

B2 TL 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 

𝑥1 10 1 1/2 1/2 1/2 0 

𝑥5 0 0 -1/2 1/2 -3/2 1 

f ’ -50 0 1/2 3/2 -5/2 0 

B1 TL 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 

𝑥4

5

B3 TL 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 

𝑥1

3

B4 TL 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 

𝑥2 10 1 1 0 2 -1 

𝑥3

   20 2    1   1   1    0

𝑥          30      3        1            2         0 1 

f ’ 0      5        3            4         0 0 

 10 1 0 1 -1  1 

f ’ -70 -2 0 0 -2 -1 

 10 1 1   0 2 -1 

𝑥  0 0 -1   1 -3       2 

f ’ -50 0 2   0 2 -3 
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Zgjidhje:                                                                      

B TL 𝒙𝟏 𝒙𝟐 𝒙𝟑 𝒔𝟏   𝒔𝟐   𝒔𝟑 

𝑠1 8 2 3 0 1 0 0 

𝑠2 10 2 5 0 0 1 0 

𝑠3 15 3 2 4 0 0 1 

f ’ 0 -3 -5 4 0 0 0 

Tabela 1. 

5.7
2

15

2
5

10

7.2
3

8







 

Shënojmë disa transformime që duhet bërë: 

 

Rreshti s2 = ]20
5

1
001

5

2
[]10010052[

5

1
  

Rreshti s1 = ]20
5

3
100

5

4
[]20

5

1
001

5

2
[3]8001032[   

Rreshti s3 = ]111
5

2
040

5

11
[]20

5

1
001

5

2
[2]15100423[   

Rreshti  f= ]10010401[]20
5

1
001

5

2
)[5(]0000453[ 
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B TL 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑠1   𝑠2   𝑠3 

𝑠1 2 
5

4
 0 0 1 

5

3
  

0 

𝑥2 
2 

5

2
 1 0 0 

5

1
 

0 

𝑠3 
11 

5

11
 1 4 0 

5

2
  

1 

f ’ 10 -1 0 -4 0 1 0 

 Tabela 2. 

 

Rreshti s3 = ]
4

11

4

1

10

1
010

20

11
[]111

5

2
040

5

11
[

4

1


 

 

s1 = ]20
5

3
100

5

4
[]

4

11

4

1

10

1
010

20

11
[0]20

5

3
100

5

4
[ 

 

 

Rreshti x2 = ]20
5

1
001

5

2
[

 

 

Rreshti

]211
5

3
000

5

6
[]

4

11

4

1

10

1
010

20

11
)[4(]10010401[ f

 

 

 

  
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B TL 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑠1   𝑠2   𝑠3 

𝑠1 2 
5

4
 0 0 1 

5

3
  

 

0 

𝑥2 
2 

5

2
 1 0 0 

5

1
 

 

0 

𝑥3 

4

11
 

20

11
 0 1 0 

10

1
  

4

1
 

f ’ 10 -1 0 0 0 
5

3
 

 

1 

 Tabela 3. 

Zgjidhja optimale është: 

0,0,0,21,2,
4

11
,2 321132  ssxfsxx

 

 

2.3. Shqyrtimi i transformimit të problemit standart në trajtë kanonike 

tek zgjidhja me metodën simplekse 
 

Në këtë paragraf, që të jemi më të qartë do të shënojmë formën e një problemi standard me katër 

ndryshore i cili në vete përmban dy kushte të kufizueshmërisë:  

𝑓 = 𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 + 𝑐3𝑥3 + 𝑐4𝑥4   𝑚𝑖𝑛         1  

me kushte: 

 
𝛼11𝑥1 + 𝛼12𝑥2 + 𝛼13𝑥3 + 𝛼14𝑥4 = 𝛽1

𝛼21𝑥1 + 𝛼22𝑥2 + 𝛼23𝑥3 + 𝛼24𝑥4 = 𝛽2
        (2)  

            𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,2,3,4                                   (3) 
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Supozojmë se 𝛽1 ≥ 0, 𝛽2 ≥ 0. Për ta transformuar problemin standart në një nga trajtat e tij 

kanonike mjafton të shndërrojmë sistemin e kushteve (2) në trajtë kanonike [8]. Përdorim 

metodën e variablave artificiale 𝑦𝑗 . Për këtë ndërtojmë problemin ndihmës: 

 𝐹 = 𝑦1 + 𝑦2 𝑚𝑖𝑛                                                    (4) 

me kushte: 

 

 
𝛼11𝑥1 + 𝛼12𝑥2 + 𝛼13𝑥3 + 𝛼14𝑥4 + 𝑦1 = 𝛽1

𝛼21𝑥1 + 𝛼22𝑥2 + 𝛼23𝑥3 + 𝛼24𝑥4 + 𝑦2 = 𝛽2
    (5)  

𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,2,3,4  ;  𝑦𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1,2                      (6)   

Meqë ky problem është në trajtë kanonike, e zgjidhim atë me anë të algoritmit simpleks. Pas një 

numri të fundëm hapash do të gjendet zgjidhja optimale e problemit ndihmës dhe 𝑚𝑖𝑛𝐹 ≥ 0. 

a) Në qoftë se minF > 0 atëherë sistemi (2) nuk ka zgjidhje të lejuara, pra ai nuk ka trajtë 

kanonike. Problemi (1) – (2) – (3) nuk ka zgjidhje. 

b) Në qoftë se minF = 0 atëherë sistemi (2) ka zgjidhje të lejuara dhe ai mund të sillet në 

trajtë kanonike. Për të gjetur një trajtë kanonike të (2) shqyrtojmë tabelën e zgjidhjes 

optimale të problemit ndihmës. Janë të mundshme këto raste: 

Rasti 1. Në bazë nuk ka asnjë variabël artificiale. Duke larguar variablat artificiale nga sistemi i 

tabelës së fundit simplekse marrim bazën e parë të sistemit (2). Në këto kushte dhe funksioni  f  i 

dhënë në (1) lehtësisht mund të shkruhet në trajtë kanonike.  

Rasti 2. Në bazë ka variabla artificiale. Janë të mundshme dy nënraste: 

a) Në ekuacionet ku në bazë është variabli artificial, të gjithë koeficientët pranë variablave 

fillestare 𝑥𝑖  , 𝑖 = 1,2,3,4 janë zero. Në këtë situatë ekuacionet përkatëse largohen nga 

sistemi i kushteve. 

b) Në një ekuacion ku është në bazë variabli artificial, të paktën një nga koeficientët pranë 

variablave fillestare 𝑥𝑖  është i ndryshëm nga zero. Në këtë situatë merret si element çelës 

në këtë ekuacion një i tillë i ndryshëm nga zero dhe largojmë nga baza variablin artificial 
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përkatës. Kështu veprohet për të larguar nga baza optimale variabla artificiale që i 

përkasin një situate të tipit b. 

Në këtë mënyrë (sipas a dhe b) e kalojmë problemin e rastit 2 në rastin 1.  

 Në qoftë se në një ekuacion të sistemit (2) variabla mund të jetë si variabël bazë atëherë 

për këtë ekuacion mund të mos futim variabël artificiale.  

1. Në qoftë se problemi i programimit linear nuk është në trajtë standarte, atëherë ai 

transformohet në një trajtë të tillë. 

2. Në qoftë se në problemin standart të fituar sistemi i kushteve nuk është në trajtë kanonike 

atëherë ndërtohet problemi i tij ndihmës i cili zgjidhet me algoritmin simpleks. Pasi 

gjendet trajta kanonike (kur minF=0) e sistemit të kushteve edhe funksioni i qëllimit f 

sillet lehtësisht në trajtë kanonike (etapa e parë). 

3. Problemi kanonik i përfituar zgjidhet me algoritmin simpleks (etapa e dytë).  

 

Shembull 2.3.1. Jepet problemi 𝑓 = 𝑥1 + 2𝑥2 (𝑚𝑖𝑛) me kushte : 

 
𝑥1 + 𝑥2 ≥ 5

2𝑥1 − 𝑥2 ≥ 4
𝑥1 ≤ 6

 ;    𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 2.
 
 

b) Të zgjidhet problemi kanonik me algoritmin simpleks (etapa e dytë). 

 

 Deri tani kemi trajtuar dy etapat e zgjidhjes së problemit standart të programimit linear: 

transformimin e tij në trajtë kanonike dhe zgjidhjen e problemit në trajtë kanonike. Po të 

kemi parasysh dhe transformimin e problemit të programimit linear në problem standart, 

atëherë për zgjidhjen e një problemi çfarëdo të programimit linear veprojmë si vijon: 

Kjo mënyrë pune quhet metoda simplekse me dy etapa. 

a) Të kthehet në trajtë standarte dhe të gjendet një trajtë kanonike primare e sistemit 

të kushteve dhe e problemit standart (etapa e parë). 
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Zgjidhje: 

a) Trajta standarte është: 𝑓 = 𝑥1 + 2𝑥2 (𝑚𝑖𝑛) 

(1)  
𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 5

2𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥4 = 4
𝑥1 + 𝑥5 = 6

 ;     𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, . . . ,5  

Për të gjetur një trajtë kanonike me metodën e variablave artificiale ndërtojmë problemin 

ndihmës : 

 𝐹 = 𝑦1 + 𝑦2(𝑚𝑖𝑛) 

  

𝑦1 = 5 − (𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3)
𝑦2 = 4 − (2𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥4)

𝑥5 = 6−𝑥1

 ;     𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑦𝑖 ≥ 0  

Shohim se në ekuacionin e tretë 𝑥5 mund të luajë rolin e variablit bazë, prandaj në këtë 

ekuacion nuk futim variabël artificiale. E shprehim funksionin F me anën e variablave 

jobazë si më poshtë : 

            𝐹 = 𝑦1 + 𝑦2 = 5 −  𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 + 4 −  2𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥4 = 9 −  3𝑥1 − 𝑥3 − 𝑥4 (𝑚𝑖𝑛) 

b) E zgjidhim problemin ndihmës me algoritmin simpleks. Tabela optimale do të jetë: 

B TL 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑦1 𝑦2 

𝑥2 2 0 1 -2/3 1/3 0 2/3 1/3 

𝑥1 3 1 0 -1/3 -1/3 0 1/3 1/3 

𝑥5 3 0 0 1/3 1/3 1 -1/3 -1/3 

F 0 0 0 0 0 0 -1 -1 

Tabela 1 

Meqë minF= 0 kjo do të thotë se sistemi i kushteve të trajtës standarte ka zgjidhje të lejuar e për 

pasojë ai shndërrohet në trajtë kanonike. Shohim që në bazën optimale nuk ka asnjë variabël 

artificiale (rasti 1), prandaj duke larguar shtyllat e variablave artificiale në tabelën optimale 

marrim trajtën kanonike të sistemit (1) si më poshtë: 
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   2 

 
 
 

 
 𝑥2 = 2 − (−

2

3
𝑥3 +

1

3
𝑥4)

𝑥1 = 3 − (−
1

3
𝑥3 −

1

3
𝑥4)

𝑥5 = 3 − (
1

3
𝑥3 +

1

3
𝑥4)

  

Edhe funksioni 𝑓 = 𝑥1 + 2𝑥2 pas zëvendësimit të 𝑥1 dhe 𝑥2 me shprehjet e gjetura në (2) 

paraqitet në trajtë kanonike si: 

 3     𝑓 =  3 +
1

3
𝑥3 +

1

3
𝑥4 + 2  2 +

1

3
𝑥3 −

1

3
𝑥4 = 7 −  −

5

3
𝑥3 +

1

3
𝑥4 (𝑚𝑖𝑛) 

Trajtën kanonike (2) – (3) të problemit të dhënë e paraqesim në tabelë dhe zbatojmë algoritmin 

simpleks për të gjetur zgjidhjen optimale të tij : 

 

 

 

 

                      Tabela 2                                                                    Tabela 3 

Në tabelën e fundit gjejmë zgjidhjen optimale të problemit standart:  𝑥1 = 5, 𝑥2 = 0 ,  

𝑥3 = 0,  𝑥4 = 6, 𝑥5 = 1 𝑑ℎ𝑒 𝑚𝑖𝑛𝑓 = 5.  

Problemi me dy variabla i dhënë në fillim ka zgjidhje optimale  𝑥1 = 5,  𝑥2 = 0. 

 

 

 

 

 

B TL 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 

𝑥2 2 0 1 -2/3 1/3 0 

𝑥1 3 1 0 -1/3 -1/3 0 

𝑥5 3 0 0 1/3 1/3 1 

f 7 0 0 -5/3 -1/3 0 

B TL 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 

𝑥4 6 0 3 -2 1 0 

𝑥1 5 1 1 -1 0 0 

𝑥5 1 0 -1 1 0 1 

f 5 0 -1 -1 0 0 
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Kapitulli 3. Modelimi dhe zgidhja e problemeve praktike të programimit 

linear me Wolfram Mathematica 

Shumë probleme që hasen në jetën e përditshme konsistojnë në përcaktimin e vlerës më të 

madhe ose më të vogël nën kushte të dhëna. Tani më dijmë se një problem i formuluar në këtë 

mënyrë paraqet problem të programimit matematikë.  

Sipas kësaj me programim nënkuptojmë shpërndarjen më të favorshme të burimeve të kufizuara. 

Këto burime janë për shembull forca e punës, lëndët e para, makineritë për të cilat është e 

nevojshme të kombinohen në atë mënyrë që të fitohen produkte të caktuara, me fitim maksimal, 

ose kosto minimale [4]. 

Krahas aplikimit gjithnjë e më të madh të kësaj lëmie në këtë kapitull do të modelojmë një 

numër të konsiderueshëm të problemeve nga jeta e përditshme si problemin optimal të të 

ushqyerit, problemin e prodhimit optimal etj [3]. 

Ndodh që njerëzit kanë nevojë ose mund të dëshirojnë të konsumojnë ose të blejnë sasi më të 

mëdha ose më të vogla të ushqimit, ilaçeve, vitaminave si dhe produkte të tjera jetësore.  

Por, gjithashtu vlen të përmendim që në përditshmëri paraqitet shpesh nevoja e përcaktimit të 

zgjidhjes optimale për mbijetesë siç është suksesi në biznes tek fabrikat dhe kompanitë e 

ndryshme për të siguruar përmirësimin e punës dhe standardin e punëtorëve. Për të arritur 

rezultatet e dëshiruara programimi linear është një mekanizëm i fuqishëm për zgjidhjen e tyre. 

Pasi që në kapitujt paraprak ne kemi shqyrtuar gjërësisht konceptet themelore të problemeve të 

programimit linear, formulimin e tyre, metodat e zgjidhjes, pjesa kryesore e punimit paraqet 

shfrytëzimin e koleksionit të algoritmeve të softwerit Wolfram Mathematica për zgjidhjen e 

problemeve me variabla reale të aksesuara përmes komandave [17]. Në këtë kapitull do t'i 

kushtojmë vëmendje të veçantë paraqitjes së problemeve të ndryshme nga jeta e përditshme si 

dhe përgatitjes së tyre për përpunim me softuer, pastaj procedimi në interpretimin e zgjidhjeve të 

fituara [16]. 
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3.1. Modelimi i problemeve praktike me dy ndryshore dhe zgjidhja e tyre me 

Wolfram Mathematica 

 

Shembull 3.1.1. 

Supozojmë që një nxënës dëshiron të organizojë kohën e lirë gjatë 8 orëve për ditën e Shtunë. 

Nëse për të është 5 herë më argëtuese të luajë lojra në kompjuter se sa të merret me sport, ai 

patjetër duhet që 3 herë më tepër kohë të merret me sport se sa të luajë lojra kompjuterike. Nëse 

qëllimi i tij është që maksimalisht të argëtohet, duhet të gjejmë sa orë do të kalojë në lojërat 

komjuterike dhe sa orë në sport. 

Zgjidhje: 

Le të shënojmë me x numrin e orëve që nxënësi të merret me sport, ndërsa me y numrin e orëve 

që ai merret me lojëra kompjuterike.  

Funksioni i qëllimit me kushtet e kufizueshmërisë do të kenë formën: 

     

             

yx

yx

xy

8

0,0

3














yxf 5
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Pas interpretimit të zgjidhjes së problemit me Wolfram Mathematica konstatojmë si vijon: 

Që nxënësi maksimalisht të argëtohet do të duhet që të luajë 6 orë lojëra kompjuterike dhe 2 orë 

të merret me sport. 

Shembull 3.1.2. 

Për shkak të mungesës së vitaminave A dhe B, mjeku këshillon pacientin të përdorë pije Vita dhe 

Multi. Çmimi i një decilitër Vita është 4 euro ndërsa Multi 5 euro. Përmbajtja e vitaminave     

(në mikrogramë) në decilitër pije Vita dhe Multi paraqitet në tabelën vijuese: 

 

 

 



Modelimi i disa problemeve praktike si probleme të programimit linear                                      
dhe zgjidhja e tyre me Wolfram Mathematica 

 

  
     60 

 
  

 

 A B 

Vita 1 μg 3 μg 

Multi 3 μg 2 μg 

 

Mjeku rekomandoi që pacienti të konsumonte 40 μg të vitaminës A dhe 50 μg të vitaminës B çdo 

ditë. Sa është sasia e pijeve që pacienti duhet të konsumojë (çdo ditë) për të përmbushur 

rekomandimin e mjekut, me kosto minimale?  

Zgjidhje: 

          

  

 

yx

yx

yx

403

0,0

5023














yxf 25   

Funksioni i qëllimit me kushtet e kufizueshmërisë do të kenë formën: 
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Pra, nga zgjidhja me Wolfram Mathematica konstatojmë se pacienti duhet në ditë të blejë nga     

10 dl nga të dy pijet ndërsa 70 euro do të jetë harxhimi ditor. 
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Shembull 3.1.3. 

Përzierësi i ngjyrave prodhon dy nuanca të gjelbërta, duke përdorur të verdhën dhe blunë. Kanë 

në dispozicion 150 litra ngjyrë të verdhë dhe 145 litra ngjyrë blu. Nuanca T fitohet duke përzier 

43% të verdhën dhe 57% blu, dhe nuanca S me përzierjen 55% të verdhë dhe 45% blu. Fitimi 

nga nuanca S është 8 euro (për litër), ndërsa nga nuanca T është10 euro. Nevoja për një përzierje 

T është midis 30 dhe 150 litër (çdo sasi e përzierjes në këtë sasi mund të shitet çdo ditë), dhe për 

përzierjen M është ndërmjet 40 dhe 200 litër. Caktoni prodhimin maksimal të përzierjeve! 

Zgjidhje: 

Shënojmë me x prodhimin e nuancës S (në litër), ndërsa me y prodhimin e nuancës T (në litër). 

 

-  

 

yy

xx

14545.057.0

15055.043.0

200,40

,150,30


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










yxf 108 

x y
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Pra, nga zgjidhja me Wolfram Mathematica konstatojmë se prodhimi maksimal i përzierjeve 

është 2745.83 litra. 
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Shembulli 3.1.4. 

Një furrë buke prodhon vetëm dy produkte, bukë dhe simite. Për këto prodhime përdor katër 

makina. Duke vepruar kështu, dy makina mund të punojnë 16 orë në ditë, dhe dy tjerat 20 orë në 

ditë. Një makinë që punon 16 orë mund të prodhojë 120 bukë dhe 200 simite për një orë, ndërsa 

tjetra mund të prodhojë 115 bukë dhe 360 simite. Makinat që mund të punojnë 20 orë në ditë, 

brenda një ore prodhojnë 120 bukë dhe 90 simite përkatësisht 110 bukë dhe 100 simite. Buka në 

treg e ka çmimin 22 denarë ndërsa simiti 11 denarë.  Sa do të jetë fitimi maksimal nga prodhimi i 

bukëve dhe simiteve brenda ditës? 

Zgjidhje: 

Shënojmë me x numrin e prodhimit të bukës ndërsa me y numrin e prodhimit të simiteve në një 

ditë. 

Këtu duhet të gjejmë maksimumin prandaj funksioni i qëllimit merr formën: 

          yxf 1122   

Nga të dhënat e detyrës mund të nxjerrim kohën e prodhimit të një buke ose simiti varrësisht nga 

makina.  Kështu për prodhimin e bukës në makina sipas rradhës kemi: hhhh
110

1
,

120

1
,

115

1
,

120

1

ndërsa për prodhimin e simiteve kemi 
hhhh
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1
,

90

1
,

360

1
,

200

1
 

Prandaj kushtet do ta kenë formën: 
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Nga zgjidhja e problemit me Wolfram Mathematica konstatojmë se fitimi maksimal gjatë 

prodhimit të bukëve dhe simiteve brenda ditës është 40800 denarë. 

Shembulli 3.1.5. Një kompani ka 4 reparte, në të cilën prodhohen 2 lloje të mikrovalëve. 

Kapacitetet prodhuese të reparteve gjatë një dite pune janë përkatësisht 12, 8, 16 dhe 12 orë. 

Secila mikrovalë duhet të përpunohet në të katër repartet. Koha (në orë) që duhet prodhuar një 

mikrovalë për t'u përpunuar në secilin repart është dhënë në tabelën e mëposhtme: 
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Reparti Tipi i detalit 

1 2 

1 2 2 

2 1 2 

3 4 0 

4 0 4 

 

Zgjidhje:  

Funksioni i qëllimit ka formën:  

 

me kushtet: 
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yx

yx
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




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









Të ardhurat nga shitja e një mikrovale të llojit të parë janë 2000 den., ndërsa për mikrovalën e 

llojit të dytë janë 3000 den. Të përpilohet plani ditor i prodhimit të mikrovalëve që realizon të 

ardhura maksimale ditore, si një problem programimi linear.  

f  2000x  3000y (max)
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Nga zgjidhja e problemit me Wolfram Mathematica konstatojmë se kompania për të realizuar të 

ardhura maksimale ditore duhet të prodhojë 4 mikrovalë të llojit të parë dhe 2 mikrovalë të llojit 

të dytë.  

Shembull 3.1.6.  

Një sipërmarrës vendosi të zgjerojë biznesin e tij duke hapur dy pika grumbullimi për shishe 

plastike dhe kanaqe. Kostoja e një pike grumbullimi, e cila është në oborrin e ndërtesës së zyrës 

së tij, është 300 denarë në ditë, ndërsa kostot e pikës pak më  larg zyrës së tij janë 450 denarë në 

ditë. Në hapësirën e pikës së parë çdo ditë grumbulloheshin 250 shishe dhe 100 kanaqe, ndërsa 

në të dytën grumbulloheshin 160 shishe dhe 350 kanaqe. Të paktën 5200 shishe dhe 4000 kanaqe 

duhet të mblidhen në muaj që biznesi të jetë profitabil. 
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Sa ditë në muaj duhet të punojnë të dy pikat e grumbullimit për të qenë me kosto efektive dhe 

harxhimet të jenë minimale? 

Zgjidhje: 

Duhet të gjejmë vlerën minimale të funksionit të qëllimit: 

 

me kushtet:  

 

 
 

 

 

 

 

 

Zgjidhjen e këtij problemi do ta paraqesim në dy mënyra.

   

Mënyra I. (me komandën FindMinimum): 
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yxf 450300 

Le të shënojmë me x numrin e ditëve të punës në oborrin e ndërtesës së zyrës, ndërsa me 

 y numrin e ditëve të punës në pikën tjetër të grumbullimit [14]. 
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Mënyra II. (grafike): 
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Me të dy mënyrat kemi fituar rezultat të njëjtë nga i cili konstatojmë që të ketë kosto efektive dhe 

harxhimet të jenë minimale, pika e parë e grumbullimit duhet të punojë 17 ditë në muaj kurse 

pika e dytë e grumbullimit duhet të punojë 7 ditë në muaj.  
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Shembull 3.1.7. 

Një fabrikë përdor makinat M1 dhe M2 për prodhimin e dy modeleve të reja P1 dhe P2. Për një 

ekzemplar të modelit P1 makina M1 punon 2 orë, makina M2 punon 4 orë, kurse për një 

ekzemplar të modelit P2 makina M1 punon 4 orë dhe makina M2 punon 2 orë. Nëse fitimi për një 

ekzemplar të modelit P1 është 30000 € kurse për një ekzemplar të modelit P2 është 50000 €.        

Si duhet organizuar punën e makinave M1 dhe M2 në mënyrë që fitimi të jetë maksimal?   

Makinat M1 dhe M2 punojnë 24 orë pandërprerë. 

Zgjidhje:  

Shënojmë me x numrin e ekzemplarëve të modelit P1 dhe me y numrin e ekzemplarëve të modelit 

P2. Atëherë funksioni i qëllimit do ta ketë formën: 

 yxf 5000030000  ,  

me kushtet: 




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Nga zgjidhja e këtij problemi me Wolfram Mathematica shohim se bashkësia e zgjidhjeve është 

katërkëndëshi me kulmet (0,0), (6,0), (4,4), (0,6). Pra, konstatojmë se për të arritur fitim 

maksimal duhet të prodhohen 4 ekzemplarë të modelit P1 dhe 4 ekzemplarë të modelit P2 , prej 

Shembulli 3.1.8. 

Zgjidhje:  

Shënojmë me x sasinë e produktit të llojit të parë, ndërsa me y sasinë e produktit të llojit të dytë. 

Funksioni i qëllimit dhe kushtet do ta kenë formën: 

 

yx

yx

yx

0,0

48046

36042











yxf 300200   

nga arrihet fitim maksimal me vlerë 320000f €. 

Një firmë prodhon dy lloje produktesh. Çdo produkt duhet të kalojë në dy proçese pune. Për një 

produkt të llojit të parë duhet 2 minuta punë sipas proçesit të parë dhe 6 minuta sipas proçesit të 

dytë, ndërsa për një produkt të llojit të dytë duhen nga 4 minuta në secilin proçes pune. Rezerva e 

kohës së punës të firmës për kryerjen e proçesit të parë është 6 orë, ndërsa për proçesin e dytë 8

 orë. Fitimi nga shitja e një produkti të llojit të parë është 200 denarë, ndërsa nga një produkt 

i llojit të dytë është 300 denarë. Të përcaktohet plani i prodhimit që siguron fitim maksimal 

për firmën. 
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Nga zgjidhja e këtij problemi me Wolfram Mathematica konstatojmë se fitimi maksimal i firmës 

do të jetë 28500 denarë. 
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Shembulli 3.1.9. 

Një person ka në fillim të muajit 250 euro dhe dëshiron t’i investojë në dy alternativa investimi 

A1 dhe A2. Çdo euro i investuar në A1  jep në fund të muajit një fitim prej 0,2 euro, ndërsa çdo 

euro i investuar në A2 jep në fund të muajit një fitim prej 0,1 euro. Ai ka vendosur që sasia e 

investuar në A1 të jetë jo më shumë se 80 euro, ndërsa sasia e investuar në A2 të jetë jo më pak se 

40 euro. Të përcaktohen sasitë e investuara në çdo alternativë investimi në mënyrë që në fund të 

muajit fitimi total të jetë maksimal.  





















0,0

40

80

250

yx

y

x

yx

 

 

Për zgjidhjen e këtij problemi kemi përdorë komandën FindMaximum, prej nga konstatojmë se 

nëse  sasia e investuar në A1 është 80 euro ndërsa sasia e investuar në A2 është 170 euro në fund 

të muajit fitimi do të jetë maksimal. 

 

 

 

 

f  0.2x  0.1y  (max.) 

 

Zgjidhje:  

Shënojmë me x sasinë e investuar në A1, ndërsa me y sasinë e investuar në A2. 

Funksioni i qëllimit dhe kushtet do ta kenë formën: 
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3.2. Modelimi i problemeve praktike me tre ndryshore dhe zgjidhja e tyre me 

Wolfram Mathematica 

 

Shembulli 3.2.1. 

Në një restorant ka tavolina për 4, 6 dhe 8 persona. Rezervimi i një tavoline për katër persona 

kushton 800 denarë, për gjashtë persona kushton 900 denarë, ndërsa për tetë persona kushton 

1000 denarë. Priten të vijnë së paku 240 mysafirë. Në çdo tavolinë pritet të shpenzohen 

maksimum 45000 denarë. Pritet që njëkohësisht të jenë së paku në dispozicion 20 tavolina për 

katër persona.  

Cilat prej tavolinave duhet vendosur ashtu që restoranti të mund të akomodojë njëkohësisht sa 

më shumë mysafirë? 

Zgjidhje:  

Le të shënojmë me x, y, z numrin e tavolinave për 4, 6 dhe 8 persona. 

Atëherë funksioni i qëllimit do ta ketë formën: 

zyxf 864   

me kushtet: 














0,,

450001000900800

20

zyx

zyx

x

 

 

Duke pasur parasysh që restoranti duhet të pranojë numër sa më të madh të mysafirëve, kërkojmë 

zgjidhjen optimale maksimale. 
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Nga zgjidhja e këtij problemi me Wolfram Mathematica konstatojmë se restoranti mund të 

pranojë maksimum 312 mysafir nëse vendos 20 tavolina për 4 persona, asnjë tavolinë për 6 

persona  dhe 29 tavolina për 8 persona. 

Shembull 3.2.2. 

Një fabrikë për prodhimin e lojërave për fëmijë duhet të prodhojë tri modele të makinave: BMW, 

AUDI dhe FIAT, me ç’rast në të njëjtën kohë të arrijë fitimin më të lartë të mundshëm. Për të 

bërë një BMW, modeluesit i duhet 1 orë punë, ngjyrosësit 2 orë dhe montuesit 4 orë punë, çmimi 

i së cilës llogaritet 60 euro. Për një veturë AUDI, një modeluesi dhe një ngjyrosësi i nevojiten 3 

orë punë, montimi zgjat 2 orë, çmimi i së cilës llogaritet 30 euro. Për veturën FIAT, modeluesit i 

nevojitet 1 orë punë, ngjyrosësit 3 orë, dhe e njëjta montohet për 1 orë, çmimi i së cilës është 20 

euro. Modeluesi mund të punojë 45 orë në javë, ngjyrosësi 50 orë në javë ndërsa punëtori që bën 

montimin 60 orë në javë. Nëse këto lojëra do të eksportohen jashtë shtetit për një kompani të 

njohur, cilat nga modelet duhet të prodhohen ashtu që fitimi të jetë maksimal nga shitja e tyre? 

Zgjidhje: 

Funksioni i qëllimit që përshkruan harxhimet është: 

zyxf 203060   

me kushtet: 





















0,0,0

6024

50332

453

zyx

zyx

zyx

zyx

 

 

Le të shënojmë me x numrin e modelit të makinave të tipit BMW, me y numrin e modelit të 

makinave të tipit AUDI ndërsa me z numrin e modelit të makinave të tipit FIAT. 
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Duke provuar vlerat e gjithë këtyre pikave tek funksioni i qëllimit, përfundojmë se vlera 

maksimale arrihet në pikën f(13,0,8). Pra, më fitimprurëse është që të prodhohen 13 modele 

makinash BMW, 8 modele FIAT dhe mos të prodhohet asnjë model makinash të tipit AUDI 

[11]. 

Shembulli 3.2.3.  

 

 

Vitet 

Të ardhuart  për njësi aseti Kërkesa minimale e 

rrejedhës së parasë 
Aseti 1 Aseti 2 Aseti 3 

5 200 100 50 4000 

10 50 50 100 1500 

20 0 150 200 3000 

 

 

Menaxheri do që të përcaktojë sasinë e parave të investuara në këto asete që të mbulojë kërkesat 

e rrjedhës së parasë dhe të minimizojë sasinë totale të investuar.  

 

 

Një menaxher investimesh i një kompanie të vogël mund të blejë vetëm tre lloj asetesh. Çdo 

njësi e secilit prej tyre kushton 100 njësi monetare. Lejohet të blihen dhe pjesë jo të plota të 

këtyre aseteve. Këto asete prodhojnë dhe japin të ardhura përkatësisht pas 5, 10 dhe 20 vjet prej 

këtij momenti dhe këto të ardhura duhet të mbulojnë kërkesat minimale të rrjedhës së parasë 

(cash flow) në këto vite siç tregohet nē tabelën më poshtë:  
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Zgjidhje:  

Nga tabela vërejmë se funksioni i qëllimit do ta ketë formën: 

   

me kushtet: 





















0,,

,3000200150

15001005050

400050100200

32

321

321

zyx

xx

xxx

xxx

 

 

Pra, sasia e parave të investuara në këto asete që të mbulojë kërkesat e rrjedhës së parasë dhe 

njëkohësisht të minimizojë sasinë totale të parave të investuara është 3000 njësi monetare. 

Shembulli 3.2.4. Një firmë prodhimi ka ndërprerë proçesin e prodhimit në një linjë jo 

fitimprurëse dhe tepricën e kapacitetit prodhues të krijuar nga ky shkak dëshiron ta shpërndajë në 

prodhimin e tre produkteve P1, P2, P3. Secili produkt duhet të përpunohet në të tre tipet Mı, M2, 

M3 të makinerive të kësaj firme. Në tabelë jepen kapacitetet e disponueshme të makinave në orë 

pune në javë si dhe koha e nevojshme për përpunimin e çdo produkti në secilën prej makinave: 

 

 

 

 

 

M1 9 3 5 1000 

M2 5 4 0 500 

M3 3 0 2 220 

f 100( x1  x2  x3 ) (min.)

  Produkti 

Makina 

P1 P2 P3 Kapaciteti 

(orë/javë) 
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Zgjidhje: Funksioni i qëllimit do ta ketë formën:   

 

me kushtet: 

























0,,

20

22023

50045

1000539

321

3

31

21

321

xxx

x

xx

xx

xxx

 

 

 

 

Pas zgjidhjes së problemit me Wolfram Mathematica konstatojmë se firma duhet të prodhojë 60 

produkte të llojit P1, 50 produkte të llojit P2  dhe 20 produkte të llojit P3 që të maksimizojë 

fitimin e saj nga shitja e tyre.  

 

 

 

 

 

Departamenti i shitjeve gjykon se mund të shiten të gjithë produktet e llojit P1 e P2 të prodhuar 

dhe se sasia maksimale e mundshme për shitje e P3 është 20 njësi në javë. Fitimi për njësi 

produkti të shitur do të jetë përkatësisht 50 euro, 20 euro dhe 25 euro. Të përcaktohet sa 

produkte të çdo lloji duhet të prodhojë firma që të maksimizojë fitimin e saj nga shitja e tyre.  

f  50x1  20x2  25x3  (max)
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Konkluzioni  
 

Vëmendje e veçantë iu përkushtua analizës së zgjidhjes së modelit bazuar në formulimin dhe 

ndërtimin e tij. Marrëdhëniet midis variablave të modelit i pasqyruam me anë të relacioneve 

matematikore ku ndërhymë dhe analizuam parametrat e ndryshëm të problemit.  

Gjithashtu vëmendje e veçantë iu kushtua shtrimit të problemeve si dhe përgatitjen e tyre për t’u 

përpunuar me softuer duke vazhduar më pas në interpretimin e zgjidhjeve të fituara. 

Në bazë të analizave dhe përpunimit praktik të problemeve me softuerin Wolfram Mathematica 

ne vërtetuam hipotezën H1: Formulimi dhe ndërtimi i modeleve praktike si kombinime 

variablash dhe parametrash duke u fokusuar te pasqyrimi dhe lidhjet reale, e rrit vlefshmërinë e 

modelit dhe nivelin e zbatimit praktik të tij. Në bazë të detyrave të zgjedhura dhe interpretimit të 

tyre konstatuam se vlefshmëria e modelit dhe niveli i zbatimit praktik në masë të madhe varet 

nga pasqyrimi i lidhjeve reale midis variableve dhe parametrave të probemit të definuar.  

Rëndësia e programimit linear në jetën e përditshme është me të vërtetë e madhe, por edhe 

interesante. Pas problemeve të natyrave të ndryshme qëndron një formë standarde e programimit 

linear. Aplikimi i madh i zbatimit të programimit linear në zgjidhjen e shumë problemeve nga 

jeta e përditshme ishte edhe motivimi im kryesor.  

Ky punim hulumtues kishte për qëllim shqyrtimin e modelimit të problemeve praktike nga fusha 

e programimit linear dhe si hulumtim aplikativ u fokusua në modelimin e problemeve praktike 

me dy dhe tri variabla dhe zgjidhja e tyre aplikative përmes aplikacionit softuerik Wolfram 

Mathematica. 

Për mostrën e madhësisë sipas numrit të detyrave të zgjedhura n = 100, gabimi standard i 

vlerësimit të proporcionit është √0.07⋅0.93 / 100 = 0.081. Margjina e gabimit është gjysma e 

gjërësisë  së  intervalit  të  besimit  të  lidhur,  kështu  që  për  nivelin  e  besimit  95%,  kemi  

z0.975=1.96 që rezulton në një margjinë të gabimit 0.081*1.96 = 0.158. D.m.th. margjina e 

gabimit të hipotezës sonë është mjaft e vogël dhe është në vlerën e tolerancës: 0.158  
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Por, parashtrimi i problemeve të programimit linear si dhe përgatitja e tyre deri te përpunimi me 

anë  të  softuerit  Wolfram  Mathematica  ka  qenë  qëllimi  në  këtë  temë  masteri.  Prandaj,  këtu 

mund të  themi  që  zhvillimet  në  shkencat  kompjuterike  i  kanë  dhënë  një  vend tepër  të 

rëndësishëm përdorimit të modeleve e teknikave sasiore të kërkimeve operacionale, duke i bërë 

ato  një  mjet  të  padiskutueshëm  të  menaxhimit  të  biznesit.  Programimi  linear  përmban 

metodat më të suksesshme të optimizimit që përdoret gjërësisht në marrjen e vendimeve. 

Konkluzionet që mund të nxjerrim nga ky punim kanë për bazë aplikimin e metodave të 

programimit linear me softuerin Wolfram Mathematica përmes problemeve të programimit 

linear  që  hasen  në  shumë sektorë.  Pikërisht,  kemi ndërtuar  në  mënyrën  më të  mirë  të 

mundshme shembuj që zgjidhin probleme të shumta në punën menaxheriale dhe atë të 

përdorimit të burimeve që janë në dispozicion ndër të cilat mund të veçojmë: punën, lëndët e 

para,  kapacitetet  e  makinerive  si  dhe  kapitalet,  ashtu  që  kompania  të  arrijë  rezultate  më  të 

favorshme. 

Gjithashtu kemi zgjidhur edhe problemet që në vete përmbajnë konsumin ose blerjen në sasi më 

të mëdha ose më të vogla të ushqimit, ilaçeve, vitaminave si dhe produkteve të tjera jetësore. 

Duke aplikuar fazat kryesore në procesin e vendimmarrjes tek formulimi i problemeve nga jeta 

e  përditshme  si  probleme  të  programimit  linear,  të  njëjtat  i  kemi  zgjidhur  edhe  në  formë 

algjebrike edhe me anë të softuerit Wolfram Mathematica me qëllim që të tregojmë përparësitë 

që na i ofron zbatimi i programimit linear në praktikë.  
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