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Hyrje 
 

Jobarazimet shfaqën tek shumë disiplina të matematikes, por monografia e parë që është 

shkruar për Jobarazime është në vitin 1934, ku Hardy, Littlewood dhe Polya publikuan 

monografinë “Jobarazimet” në kuadër të Universitetit të Cambridge. Pas monografisë së pare janë 

rritur interesimet e shumë matematikanëve për jobarazime. Bile në folklorin e matematikes ceket 

shpeshherë fraza “Çdo matematikani i pëlqëjnë jobarazimet”. Për të fuqizuar këtë që e shprehëm 

më lartë mund të shihen edhe botimet e librave të ndryshëm që lidhen drejtpërdrejt me jobarazime 

e që po i cekim si botimet e Drambe në vitin 2003,  Mitrinovic dhe Vasic botuar në 1970, 

Mitrinovic dhe të tjerë të botuar në vitin 2013, Bullen botuar në vitin 1994 dhe shumë të tjerë. Po 

ashtu sot kemi edhe revista të ndryshme shkencore që botojnë punime që lidhen drejtpërdrejt vetëm 

me jobarazime të ndryshme. 

Edhe pse nga historia e matematikës dimë se shumë matematikan i kanë dhënë shtytje zhvillimit 

të kësaj fushe, megjithatë kemi të tillë që nuk lidhen asnjë jobarazim me emrin e tyre. P.sh 

Maclaurini ka rol shumë të rëndësishëm në jobarazime matematikore por nuk kemi asnjë jobarazim 

të njohur me emrin e tij. Në fakt Maclaurin ka filluar të përdor vërtetimet të njohura si epsilon-

delta tek limitet, e që pas tij fillojnë në analizën matematikore të bëhen shumë të domosdoshme 

vërtetimet përmes jobarazimeve. Matematicienti i madh Euler edhe pse ka dhënë mbi 800 

publikime shkencore në matematikë nuk është se është marr me jobarazime. Ndërsa ne e shohim 

edhe në librat universitar jobarazimin e Bernoul-it por nuk ka fakte së si ka mbetur ky emër i njohur 

si jobarazimi i Bernoul-it. 

Në shënimet e Cauchyt në kuadër të kursit Analiza janë gjetur jobarazime si jobarazimi i mesatares 

aritmetike -gjeometrike. Në fakt këto pjesë në kuadër të këtyre shënimeve fillimisht fillohet me 

vetitë elementare të jobarazimeve aritmetike dhe pastaj përfshihet edhe jobarazimi i Cauchy-it, ku 

versioni me shuma të fundme sot i adresohet si jobarazimi i Cauchy–Schwarz– Buniakowski. Në 

fakt këtë jobarazim në vitin 1884 e ka dhe Schwarz në trajte integrale, ndërsa në vitin 1859 

Buniakowski e ka dhënë në të dy versionet. 

Në kuadër të këtij punimi të masteri janë përfshirë 4 kapituj.  
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Kapitulli i parë i kushtohet Jobarazimeve trigonometrike ku fillimisht është dhënë 

jobarazimi i mirënjohur i Jordanit, pastaj janë dhënë disa jobarazime të vërtetuara gjatë viteve të 

fundit, dhe në fund jepen disa vërtetime të njohura si vërtetime pa fjalë për jobarazime e që kanë 

filluar të bëhen mjaft atraktive për shumë matematicient. 

Kapitulli i dytë  i kushtohet  jobarazimeve gjeometrike, duke përfshirë jobarazimin e 

mesatares aritmetike-gjeometrike, pastaj me jobarazimin e trekëndëshit, Erdos Modellit dhe disa 

jobarazime të tjera me rëndësi. 

Në kapitullin e tretë zgjerojmë konceptet e zhvilluara duke marrë jobarazimet e trajtës 

matricore ku fillimisht do merren jobarazimet e Hadamard-it për matricat reale pastaj jobarazimet 

e Hadamard-it për matricat komplekse. 

Kapitulli i katërt do t’i kushtohet aplikimit të softuerëve , si: Geogebra dhe Wolfram 

Mathematica dhe në formulimin e jobarazimeve dhe përmes këtyre programeve në do i provojmë 

këto jobarazime dhe do të japim  interpretimin e tyre. Vlen të theksohet që zhvillimet e hovshëm 

në shkencat kompjuterike ka ndikuar që sot të kemi  shumë paketa të gatshme që lidhen me 

jobarazime në shumë softuer të ndryshëm, e që këto e kanë bërë edhe me të aplikueshëm 

përdorimin e jobarazimeve jo vetëm në matematikë, por edhe në fusha të tjera. 
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I. Jobarazimet që përfshijnë funksionet trigonometrike 
 

1. Jobarazimi i Jordanit 

 

Jobarazimi i Jordanit, i emërtuar për hirë të matematicientit francez Camille Jordan (1838–

1922), jepet me 

Teorema 1.1[Mitrinovic, faqë 33]. Le të jetë 0 < 𝑥 <
𝜋

2
. Atëherë 

2

𝜋
𝑥 < sin(𝑥) < 𝑥. 

Barazimi vlenë për 𝑥 =
𝜋

2
 . 

Vërtetim. 

Duke integruar të dy anët e jobarazimit 

𝑠𝑒𝑐2(𝑥) =
1

𝑐𝑜𝑠2(𝑥)
≥ 1  (0 ≤ 𝑥 <

𝜋

2
) 

në intervalin (0, 𝑥), marrim 

= ∫ 𝑠𝑒𝑐2(𝑥)𝑑𝑥 = ∫
1

𝑐𝑜𝑠2(𝑥)
𝑑𝑥 = |𝑢 = tan(𝑥) =

sin(𝑥)

cos(𝑥)
⇒ 𝑑𝑢 =

1

𝑐𝑜𝑠2(𝑥)
𝑑𝑥| = ∫ 𝑑𝑢 = 𝑢 =

tan (𝑥)  

 

∫ 𝑠𝑒𝑐2(𝑥)𝑑𝑥 ≥ ∫ 𝑑𝑥 

tan (𝑥) ≥ 𝑥  (0 ≤ 𝑥 <
𝜋

2
). 

Kështu që marrim 

𝑑

𝑑𝑥
(

sin (𝑥)

𝑥
) =

(sin (𝑥))′𝑥−sin(𝑥)∙𝑥′

𝑥2 =
𝑥∙cos(𝑥)−sin(𝑥)

𝑥2 = 
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=
cos(𝑥)

𝑥2
(𝑥 − tan (𝑥)) ≤ 0, (0 < 𝑥 <

𝜋

2
) 

Prej nga konkludojmë se 

𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑥
≥

𝑠𝑖𝑛
𝜋
2

𝜋
2

=
1
𝜋
2

=
2

𝜋
 ,      (0 < 𝑥 ≤

𝜋

2
). 

 

(1) 

 

Barazimi në (1) vlen  atëherë dhe vetëm atëherë kur  𝑥 =
𝜋

2
. 

Le të jetë funksioni 𝑓(𝑥) = 𝑥 − sin(𝑥). 

Tani,  

𝑓(0) = 0 − sin(0) = 0. 

𝑓′(𝑥) = (𝑥 − sin(𝑥))′ = 1 − cos(𝑥), 

Duke marrë ne konsideratë, 1 ≤ cos(𝑥) ≤ 1, kemi 𝑓′(𝑥) = 1 − cos(𝑥) ≥ 0.  

Pra funksioni eshte rritës në [0, ∞). Prej nga per cdo  𝑥 > 0  ose x=0 kemi  

𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(0) ⇒ 𝑥 − sin(𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑥 ≥ sin (𝑥). 

 

Pra,  sin(𝑥) ≤ 𝑥,     (0 < 𝑥 <
𝜋

2
). 

Duke i kombinuar jobarazimin e mësipërm me jobarazimin (1) fitojmë jobarazimin e Jordanit 

2

𝜋
𝑥 < sin(𝑥) < 𝑥, (0 < 𝑥 <

𝜋

2
). 
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Figura 1- Paraqitja grafike e funksioneve që lidhen me jobarazimin e Jordanit 

 

Teorema 1.2 [Mitrinovic, faqë 236]. Nëse 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏 ≤
𝜋

2
, atëherë 

𝑎

𝑏
≤

sin 𝑎

sin 𝑏
≤

𝜋

2

𝑎

𝑏
 

Teorema 1.3. Nëse 𝑥 ≥ 1, atëherë 

𝑠𝑖𝑛 (
1

𝑥 − 1
) − 2𝑠𝑖𝑛 (

1

𝑥
) + 𝑠𝑖𝑛 (

1

𝑥 + 1
) > 0. 

Vërtetim.  

Nëse zëvendësojmë 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛
1

𝑥
 , atëherë 

𝑦′ = (𝑠𝑖𝑛
1

𝑥
)

′

= −
𝑐𝑜𝑠 (

1
𝑥)

𝑥2
 

𝑦′′ = (𝑠𝑖𝑛 (
1

𝑥
)) ′′ =

−𝑠𝑖𝑛 (
1
𝑥) + 2𝑥𝑐𝑜𝑠 (

1
𝑥)

𝑥4
=

1

𝑥4
(2𝑥 − 𝑡𝑎𝑛 (

1

𝑥
)) 𝑐𝑜𝑠 (

1

𝑥
) 

Meqë shprehja e mësipërme për 𝑥 ≥ 1, është pozitive pra, 
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𝑦′′ > 0. 

Kështu që y është funksion konveks për 𝑥 ∈ [1, ∞). 

Tani duke përdorur jobarazimin e Jensenit vlenë jobarazimi 

𝑠𝑖𝑛 (
1

𝑥 − 1
) − 2𝑠𝑖𝑛 (

1

𝑥
) + 𝑠𝑖𝑛 (

1

𝑥 + 1
) > 0. 

Teorema 1.4. Nëse 𝑎 ≤ 3, dhe 0 < 𝑥 <
𝜋

2
, atëherë 

𝑐𝑜𝑠( x) < (
𝑠𝑖𝑛 x

x
)

a

 
1.4.a) 

 

Nëse 𝑎 > 3, atëherë ekziston 0 < 𝑥1 <
𝜋

2
, që në varësi të a, kemi 

 
𝑐𝑜𝑠( x) > (

𝑠𝑖𝑛( x)

x
)

a

, 

 

(0 < x < x1) 

 
𝑐𝑜𝑠( x1) = (

𝑠𝑖𝑛(x1)

x1
)

a

, 

 

1.4.b) 

 
𝑐𝑜𝑠(x) < (

𝑠𝑖𝑛(x)

x
)

a

,  

 

(x1 < x <
π

2
). 

Vërtetim. 

Mjafton të vërtetojmë për 𝑎 = 3. Shënojmë me 

𝑓(𝑥) = 𝑥 − sin( 𝑥) (cos 𝑥)−
1
𝑎 

Atëherë, 

𝑓′(𝑥) = (𝑥 − sin 𝑥 (cos 𝑥)−
1
𝑎)

′

= 𝑥′ − (sin 𝑥)′(cos 𝑥)−
1
𝑎 − sin 𝑥 [(cos 𝑥)−

1
𝑎]

′
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= 1 − cos 𝑥 (cos 𝑥)−
1
𝑎 − −

1

𝑎
sin 𝑥 (cos 𝑥)−

1
𝑎

−1[cos 𝑥]′ = 

= 1 − (cos 𝑥)−
1
𝑎

+1 − (−
1

𝑎
) sin 𝑥 (cos 𝑥)−

1
𝑎

−1(− sin 𝑥) = 

𝑓′(𝑥) = 1 − (cos 𝑥)
𝑎−1

𝑎 −
1

𝑎
sin2𝑥(cos 𝑥)−

𝑎+1
𝑎 . 

𝑓′′(𝑥) = (
𝑎 − 1

𝑎
)

2

sin 𝑥 (cos 𝑥)−
2𝑎+1

𝑎 [cos2𝑥 −
𝑎 + 1

(𝑎 − 1)2
]. 

Nëse 𝑎 = 3 dhe 0 < 𝑥 <
𝜋

2
, kemi 𝑓′′(𝑥) < 0, 𝑓′(𝑥) < 𝑓′(0) = 0 dhe 𝑓(𝑥) < 𝑓(0) = 0. 

Pra, 

𝑓(𝑥) = 𝑥 − sin(𝑥) (cos( 𝑥))−
1
𝑎 < 0 ⇒ 𝑥 <

sin( 𝑥)

(cos( 𝑥))
1
𝑎

⇒ (cos(𝑥))
1
𝑎 <

sin(𝑥)

𝑥
⇒ 

cos( 𝑥) < (
sin(𝑥)

𝑥
)

𝑎

, 

me cka u tregua 1.4.a). 

Nëse për 𝑎 > 3, atëherë  
𝑎+1

(𝑎−1)2 < 1 dhe duke marr në konsideratë 

𝑓′′(𝑥) = (
𝑎 − 1

𝑎
)

2

sin( 𝑥) (cos(𝑥))−
2𝑎+1

𝑎 [cos2(𝑥) −
𝑎 + 1

(𝑎 − 1)2
] 

 

shohim se ∃𝜉 ∈ (0,
𝜋

2
) i tillë që 

 f ′′(x) > 0 0 < x < ξ, 

 f ′′(ξ) = 0,  

 f ′′(x) < 0 ξ < x <
π

2
. 

 

Këto relacione implikojnë se funksioni 𝑥 → 𝑓′(𝑥) është rritës prej 𝑓′(0) = 0 deri 
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 𝑓′(𝜉) > 0 dhe pastaj  zvogëlues deri te 𝑓′ (
𝜋

2
− 0) = −∞. Kështu që ekziston 𝜂𝜖 (0,

𝜋

2
) i tillë 

që: 

 

 

 

 

Nga relacionet e mësipërme shohim se vlenë 1.4.b). 

Rrjedhimi 1.5. Nëse 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 3 dhe 0 < 𝑥 <
𝜋

2
, atëherë 

 cos(𝑥) <
(sin(𝑥))𝑎

𝑥𝑏 . 

 

Ky rrjedhim rrjedh nga teorema e mësipërme dhe jobarazimi: 

(sin( 𝑥))𝑎 ≥ (sin(𝑥))𝑏       (a≤ 𝑏 dhe 0 < 𝑥 <
𝜋

2
). 

Teorema 1.6 [Dreiling, faqë 5]. Le të jetë 0 < 𝑥 <
𝜋

2
. Atëherë 

𝑥 <
sin(𝑥) + tan (𝑥)

2
. 

Vërtetim. 

Fillimisht rikujtojmë disa identitete trigonometrike 

𝑐𝑜𝑠(2x) = cos2x − sin2x (1.a) 

𝑐𝑜𝑠(2x) = 2cos2x − 1 (1.b) 

𝑠𝑖𝑛(2x) = 2 𝑠𝑖𝑛(x) 𝑐𝑜𝑠 (x) (1.c) 

 

 f ′(x) > 0 0 < x < η, 

 f ′(η) = 0,  

 f ′(x) < 0 η < x <
π

2
, 
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sin(𝑥) ∙ tan(𝑥) − [2𝑡𝑎𝑛 (
𝑥

2
)]

2

=
𝑠𝑖𝑛2𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
−

4𝑠𝑖𝑛2 (
𝑥
2)

𝑐𝑜𝑠2 (
𝑥
2)

= 

sin(𝑥) ∙ tan(𝑥) − [2𝑡𝑎𝑛 (
𝑥

2
)]

2

= sin(𝑥) ∙
sin(𝑥)

cos (𝑥)
− 4 ∙

𝑠𝑖𝑛2(
𝑥

2
)

𝑐𝑜𝑠2(
𝑥

2
)
= 

=
𝑠𝑖𝑛2𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
−

4𝑠𝑖𝑛2 (
𝑥
2)

𝑐𝑜𝑠2 (
𝑥
2)

=
𝑠𝑖𝑛2𝑥

𝑐𝑜𝑠2 (
𝑥
2) − 𝑠𝑖𝑛2 (

𝑥
2)

−
4𝑠𝑖𝑛2 (

𝑥
2)

𝑐𝑜𝑠2 (
𝑥
2)

 

Duke zbatuar  

sin(2𝑥) = 2 sin(𝑥) cos(𝑥), 

ku  në vend të x marrim vlerën 
𝑥

2
  kemi 

sin (2
𝑥

2
 ) = 2 sin (

𝑥

2
 ) cos (

𝑥

2
). 

Pra, fitojmë  

[2 sin (
𝑥
2 ) cos (

𝑥
2)]

2

𝑐𝑜𝑠2 (
𝑥
2) − 𝑠𝑖𝑛2 (

𝑥
2)

−
4𝑠𝑖𝑛2 (

𝑥
2)

𝑐𝑜𝑠2 (
𝑥
2)

 

4𝑠𝑖𝑛2(
𝑥

2
)𝑐𝑜𝑠2(

𝑥

2
)

𝑐𝑜𝑠2(
𝑥

2
)−𝑠𝑖𝑛2(

𝑥

2
)

−
4𝑠𝑖𝑛2(

𝑥

2
)

𝑐𝑜𝑠2(
𝑥

2
)

= 

=
4𝑠𝑖𝑛2(

𝑥

2
)𝑐𝑜𝑠2(

𝑥

2
)∙𝑐𝑜𝑠2(

𝑥

2
)−4𝑠𝑖𝑛2(

𝑥

2
)∙[𝑐𝑜𝑠2(

𝑥

2
)−𝑠𝑖𝑛2(

𝑥

2
)]

𝑐𝑜𝑠2(
𝑥

2
)∙[𝑐𝑜𝑠2(

𝑥

2
)−𝑠𝑖𝑛2(

𝑥

2
)]

= 

=
4𝑠𝑖𝑛2 (

𝑥
2) [𝑐𝑜𝑠4 (

𝑥
2) − [𝑐𝑜𝑠2 (

𝑥
2) − 𝑠𝑖𝑛2 (

𝑥
2)]]

𝑐𝑜𝑠2 (
𝑥
2) ∙ [𝑐𝑜𝑠2 (

𝑥
2) − 𝑠𝑖𝑛2 (

𝑥
2)]

 

Në barazimin e mësipërm duke zëvendësuar 𝑐𝑜𝑠2 (
𝑥

2
) − 𝑠𝑖𝑛2 (

𝑥

2
) = cos (𝑥) 

fitojmë 
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4𝑠𝑖𝑛2 (
𝑥
2) [𝑐𝑜𝑠4 (

𝑥
2) − cos(𝑥)]

𝑐𝑜𝑠2 (
𝑥
2) ∙ cos(𝑥)

 

4𝑠𝑖𝑛2 (
𝑥
2) [𝑐𝑜𝑠4 (

𝑥
2) − (2𝑐𝑜𝑠2 (

𝑥
2) − 1)]

𝑐𝑜𝑠2 (
𝑥
2) ∙ cos (𝑥)

=
4𝑠𝑖𝑛2 (

𝑥
2) [𝑐𝑜𝑠2 (

𝑥
2) − 1]

2

𝑐𝑜𝑠2 (
𝑥
2) ∙ cos (𝑥)

> 0, 0 < 𝑥 <
𝜋

2
. 

 

Pra, 

sin(𝑥) ∙ tan(𝑥) − [2𝑡𝑎𝑛 (
𝑥

2
)]

2

> 0 ⇒ 

2𝑡𝑎𝑛 (
𝑥

2
) < √sin(𝑥) ∙ tan(𝑥). 

Teorema 1.7.  Nëse 𝑥 ≥ √3, atëherë 

 (x + 1) 𝑐𝑜𝑠 (
π

x + 1
) − x 𝑐𝑜𝑠 (

π

x
) > 1 (1.7.a) 

 

 Vërtetim. 

Duke përdorur serinë e Taylorit për funksionin cos 𝑡 rreth origjinës, marrim(mund të fitohet duke 

klikuar në linkun 

https://www.wolframalpha.com/input/?i=taylor+series+cos%28pi%2F%28x%2B1%29%29)  

𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1) cos (
𝜋

𝑥 + 1
) − 𝑥 cos (

𝜋

𝑥
) = 

= ∑(−1)𝑘
𝜋2𝑘

(2𝑘)! (𝑥 + 1)2𝑘−1

∞

𝑘=0

− ∑(−1)𝑘
𝜋2𝑘

(2𝑘)! 𝑥2𝑘−1

∞

𝑘=0

 

= 1 + ∑(−1)𝑘−1
𝜋2𝑘

(2𝑘)!

∞

𝑘=1

[
1

𝑥2𝑘−1
−

1

(𝑥 + 1)2𝑘−1
]. 

Në mënyrë që të provohet (1.7.a) mjafton të tregohet se 

https://www.wolframalpha.com/input/?i=taylor+series+cos%28pi%2F%28x%2B1%29%29


13 
 

∑(−1)𝑘−1
𝜋2𝑘

(2𝑘)!

∞

𝑘=1

[
1

𝑥2𝑘−1
−

1

(𝑥 + 1)2𝑘−1
] > 0, ( 𝑥 ≥ √3). 
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Seria  

∑(−1)k−1
π2k

(2k)!

∞

k=1

[
1

x2k−1
−

1

(x + 1)2k−1
] > 0, ( x ≥ √3). 

1.7.b) 

 

 

është alternative, për 𝑥 ≥ 0. Mund të provohet se  

1

x2k−1
−

1

(x + 1)2k−1
>

1

x2k+1
−

1

(x + 1)2k+1
 

 

1.7.c) 
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vlen për 𝑥 ≥ 0 𝑑ℎ𝑒 𝑘 = 1,2,3, … 

Shohim se 1.7.c) implikon 1.7.b). 

Në mënyrë që të provohet 1.7.c) mjafton të tregohet se funksioni 

𝑓𝑘(𝑥) =
1

𝑥2𝑘−1
−

1

𝑥2𝑘+1
 

është zvogëlues për𝑥 ≥ √3 (𝑘 = 1,2,3, … ). 

Meqë 

𝑓′𝑘(𝑥) =
−(2𝑘 − 1)

𝑥2𝑘+2
(𝑥2 −

2𝑘 + 1

2𝑘 − 1
), 

mund të konkludojmë se 𝑓𝑘  është zvogëlues për 

𝑥 > √
2𝑘+1

2𝑘−1
 (𝑘 = 1,2, … ). 

Meqë  

√
2𝑘+1

2𝑘−1
≤ √3 (𝑘 = 1,2, … ), 

mund të nxjerrim në përfundim se fk për cdo k = 1,2, … është  zvogëlues në [√3, ∞]. 

Kështu që jobarazimi 1.7.a) vlen. 
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2. Jobarazimet që lidhen me    
sin𝑥

𝑥
 

 

Shumë autor kanë shpreh interesim rreth jobarazimit 

 

 (cos𝑥)1/3 <
sin𝑥

𝑥
<

cos𝑥+2

3
, (2) 

për 0 < |𝑥| < 𝜋/2.  

Jobarazimi i parë është dhënë nga  D.D. Adamović dhe D.S. Mitrinovic [Mitrinovic, p.238], dhe 

jobarazimi i dytë është vërtetuar nga  N. Cusa and C. Huygens [J. Sándor dhe M. Bencze].  

Versioni hiperbolik i (2) jepet:  

 (cosh (𝑥))1/3 <
sinh (𝑥)

𝑥
<

cosh (𝑥)+2

3
, (3) 

për 𝑥 ≠ 0.  

Pjesa e parë në ekuacionin (3) është dhënë nga  Lazarević [Mitrinovic, faqë 270], dhe pjesa e dyte 

e (3) shpesh njihet me emertimin jobarazimi hiperbolik i  Cusa-Huygens [E. Neuman and J. 

Sándor]. 

Në fillim i japim disa lema ndihmëse 

Lema 2.1 [Bhayo, B. A., & Sandor, J. (2014). ]. Për −∞ < 𝑎 < 𝑏 < ∞,  le të jetë 

𝑓, 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ  funkisone të vazhdueshme në [𝑎, 𝑏], dhe të derivueshme në (𝑎, 𝑏). Le të jetë 

𝑔′(𝑥) ≠ 0 në (𝑎, 𝑏). Nëse 𝑓′(𝑥)/𝑔′(𝑥) është rritës (zvogëlues) në (𝑎, 𝑏), atëherë të tilla janë 

poashtu   

 
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)

𝑔(𝑥)−𝑔(𝑎)
    𝑑ℎ𝑒    

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑏)

𝑔(𝑥)−𝑔(𝑏)
. 

Nëse  
𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
  është rigorozisht monoton, atëhere edhe  

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)

𝑔(𝑥)−𝑔(𝑎)
    𝑑ℎ𝑒    

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑏)

𝑔(𝑥)−𝑔(𝑏)
, 

jane rigorozisht monotone.  

 



17 
 

Lema 2.2 [Bhayo, B. A., & Sandor, J. (2014). ]. Funksioni  

 𝑓(𝑥) = 4𝑥sin(𝑥) + (4 − 𝑥2)cos(𝑥) − 𝑥2 

është rigorozisht monotono-zvogëlues  në (0, 𝜋/2) dhe (𝑎, 4), ku 𝑎 = 𝜋(8 − 𝜋)/4 ≈ 3.81578. 

Poashtu,  

 
𝜋(8−𝜋)/4+𝑥2−(4−𝑥2)cos(𝑥)

4𝑥2 <
sin(𝑥)

𝑥
<

4+𝑥2−(4−𝑥2)cos(𝑥)

4𝑥2  

për 𝑥 ∈ (0, 𝜋/2).  

Vertetim. Nga  

sin(𝑥) = 2sin(𝑥/2)cos(𝑥/2) dhe  1 − cos(𝑥) = 2sin(𝑥/2)2 

dhe duke kryer derivimin marrim 

 𝑓′(𝑥) = 𝑥(2cos(𝑥) + 𝑥sin(𝑥) − 2) 

 = 2sin(𝑥/2)(𝑥cos(𝑥/2) − 2sin(𝑥/2)) < 0. 

 Pra, 𝑓 është rigorozisht monotono-zvogëlues në 𝑥 ∈ (0,
𝜋

2
). 

Lema 2.3 [Bhayo, B. A., & Sandor, J. (2014). ]. Funksioni  

 𝑓(𝑥) =
sin(𝑥)−𝑥cos(𝑥)

2sin(𝑥/2)−𝑥cos(𝑥/2)
 

është rigorozisht zvogëlues ne (0, 𝜋/2) dhe (𝑏, 4), 𝑏 = 2√2/(4 − 𝜋) ≈ 3.81578.  

Poashtu vlenë,  

 
2√2

4−𝜋
(2sin (

𝑥

2
) − 𝑥cos (

𝑥

2
)) < sin(𝑥) − 𝑥cos(𝑥) < 4 (2sin (

𝑥

2
) − 𝑥cos (

𝑥

2
)), 

për 𝑥 ∈ (0, 𝜋/2).  

Vërtetimi. 

𝑓′(𝑥) =
𝑥sin(𝑥)

2sin(𝑥/2) − 𝑥cos(𝑥/2)
−

𝑥sin(𝑥/2)(sin(𝑥) − 𝑥cos(𝑥))

2(2sin(𝑥/2) − 𝑥cos(𝑥/2))2  
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=
𝑥sin(𝑥/2)(𝑥(2+cos(𝑥))−3sin(𝑥))

4−(4𝑥sin(𝑥)+(4−𝑥2)cos(𝑥)−𝑥2)
, 

i cili është negativ. Kjo implikon se  𝑓 është rigorozisht zvogëlues për 𝑥 ∈ (0, 𝜋/2), duke përdorur 

formulat e Lopitalit marrim vërtetimin e kërkuar. 
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3. Jobarazimet që vërtetohen pa fjalë 
 

Kohëve të fundit janë duke u publikuar një numër i konsideruar i publikimeve shkencore 

rreth jobarazimeve të njohura si vërtetimet e jobarazimeve pa fjalë. 

Në vijim i japim disa vërtetimë të tilla: 

Në vitin 1996, Feng Yuefeng e jep vërtetimin e jobarazimit të Jordanit  me emërtimin “Vërtetimi 

pa fjalë: Jobarazimi i Jordanit”

 

 

𝑂𝐵 = 𝑂𝑀 + 𝑀𝑃 ≥)𝐴 ⇒ 𝑃𝐵𝑄̂ ≥ 𝑃𝐴𝑄̂ ≥ 𝑃𝑄 

⇒ 𝜋 sin 𝑥 ≥ 2𝑥 ≥ 2 sin 𝑥 

⇒
2𝑥

𝜋
≤ sin 𝑥 ≤ 𝑥. 

Në vitin 2009 Angel Plaza ka dhënë vërtetimin e jobarazimit të Bernoul-it pa fjalë. 

Jobarazimi i Bernoul-it: Nëse 𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1 dhe 𝑥 > 1, atëherë 𝑎𝑥 − 1 > 𝑥(𝑎 − 1). 
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𝑚1 > 𝑚2 ⇒
𝑎𝑥−1

𝑥
> 𝑎 − 1.  
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Në vitin 2009, Hasan Unal ka dhënë  një vërtetim të  kësaj trajte për identitetin e arctangjentit. 

Identiteti i arctangjentit: 

 Nëse x,y>0 dhe 𝑥2 + 𝑦2 = 1,  atëherë 

tanh−1 (
1−𝑥

𝑦
) + tanh−1 (

1−𝑦

𝑥
) =

𝜋

4
.
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Në vitin 2019, Vincent Ferlini ka dhënë vërtetimin e jobarazimit trigonometrik përmes paraqitjes 

grafike sin(cos 𝑥) < cos(sin 𝑥) , < 𝑥 <
𝜋

2
. 
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Jobarazimi eksponencial i vërtetuar në trajtën e vizualizimit i dhënë nga Angel Plaza në vitin 

2008:  

Nëse𝐴 < 𝐵 atëherë 𝑒
𝐴+𝐵

2 <
𝑒𝐵−𝑒𝐴

𝐵−𝐴
<

𝑒𝐵+𝑒𝐴

2
. 
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Në vitin 2010, është dhënë nga Rob Pratt vërtetimi pa fjale i jobarazimit të tangjentit: 

 

Nëse 𝛼𝑘 ≥ 0 për 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 dhe ∑ 𝛼𝑘 <
𝜋

2

𝑛
𝑘=1   atëherë tan(∑ 𝛼𝑘

𝑛
𝑘=1 ) ≥ ∑ tan 𝛼𝑘

𝑛
𝑘=1  
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Në vitin 2004 Hassani, M., Bayat, M., & Teimoori, H.  kanë dhënë vërtetimin pa fjalë të 

jobarazimit 𝑎 cos 𝑡 + 𝑏 sin 𝑡 
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Në vitin 1993 Roger Nelsen ka vërtetuar pa fjalë jobarazimin e Aristarchusit 
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II. Jobarazimet gjeometrike 

 

Jobarazimet gjeometrike  kanë një rol të madh në teorinë e jobarazimeve. Këto jobarazime në 

radhë të parë janë jobarazime që lidhin elementet e trekëndëshit, por edhe të formave të tjera 

gjeometrike p.sh drejtkëndëshit, sferës, tetraedrit. 

Jobarazimet gjeometrike nuk është fushe e re, p.sh këto paraqiten që në kohën e Euklidit për 

lidhshmërinë e brinjëve si p.sh 𝑎 + 𝑏 > 𝑐 𝑑ℎ𝑒 |𝑎 − 𝑏| < 𝑐. 

Edhe pse sot është një numër i madh i jobarazimeve të kësaj fushe ne do t’i japim disa 

jobarazime që  kanë aplikim më të madh në matematikë. 

2.1 Jobarazimi e mesit aritmetik, gjeometrik dhe harmonik 

 

Le të jetë dhënë vargu 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛). Mesi aritmetik, gjeometrik dhe harmonik jepen me 

formulat: 

𝐴𝑛(𝑎) =
1

𝑛
∑ 𝑎𝑖,

𝑛
𝑖=1   

 

𝐺𝑛(𝑎) = √∏ 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑛

, 

dhe 

𝐻𝑛(𝑎) =
𝑛

∑
1

𝑎𝑖

𝑛
𝑖=1

. 

Teorema 2.1. Vlen jobarazimi 

𝐴𝑛(𝑎) =
1

𝑛
∑ 𝑎𝑖 ≥ √∏ 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑛

=

𝑛

𝑖=1

𝐺𝑛(𝑎) 

Vërtetim. Vërtetimin e jobarazimit të dhënë  do e bëjmë përmes induksionit matematik.  

Meqenëse për çdo 𝑎1, 𝑎2 > 0, vlenë implikimi 
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(√𝑎1 − √𝑎2)
2

≥ 0 ⇒ 𝑎1 − 2√𝑎1𝑎2 + 𝑎2 ≥ 0 

𝑎1 − 2√𝑎1𝑎2 + 𝑎2 ≥ 0 ⇒ 

𝑎1 + 𝑎2

2
≥ √𝑎1𝑎2 

Prej nga konkludojmë se jobarazimi i dhënë është i vërtetë për n=2. 

Supozojmë se jobarazimi vlen për n, pra 

𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛

𝑛
≥ √𝑎1 ∙ 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛 .𝑛  

Duhet vërtetuar se vlen për 𝑛 + 1 

                                      
𝑎1+𝑎2+⋯+𝑎𝑛+𝑎𝑛+1

𝑛+1
=

𝑛
𝑎1+𝑎2+⋯+𝑎𝑛

𝑛
+𝑎𝑛+1

𝑛+1
≥

𝑛 √𝑎1∙𝑎2⋯𝑎𝑛
𝑛 +𝑎𝑛+1

𝑛+1
. 

Duke zëvendësuar 𝑎1 ∙ 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛(𝑛+1), 𝑎𝑛+1 = 𝑏𝑛+1, marrim 

𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+1

𝑛 + 1
− √𝑎1 ∙ 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛+1

𝑛+1 ≥ 

≥
𝑛 √𝑎1 ∙ 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛

𝑛 + 𝑎𝑛+1

𝑛 + 1
− √𝑎1 ∙ 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛+1

𝑛+1
 

=
𝑛𝑎𝑛+1 + 𝑏𝑛+1

𝑛 + 1
− 𝑎𝑛𝑏 =

𝑛𝑎𝑛+1 + 𝑏𝑛+1 − 𝑛𝑎𝑛𝑏 − 𝑎𝑛𝑏

𝑛 + 1
 

=
𝑛𝑎𝑛(𝑎 − 𝑏) + 𝑏(𝑎𝑛 − 𝑏𝑛)

𝑛 + 1
 

=
𝑏 − 𝑎

𝑛 + 1
[𝑛𝑎𝑛 − 𝑏𝑎𝑛−1 − 𝑏2𝑎𝑛−2 − ⋯ − 𝑏𝑛] 

=
(𝑏 − 𝑎)2

𝑛 + 1
[𝑎𝑛+1 + 𝑎𝑛−2(𝑎 + 𝑏) + 𝑎𝑛−3(𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2) + ⋯ + (𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝑏 + ⋯ + 𝑏𝑛−1)]

≥ 0. 

Nëse në jobarazimin e vërtetuar  më sipër, në vend të 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛  marrim 
1

𝑎1
,

1

𝑎2
, … ,

1

𝑎𝑛
  atëherë 

mosbarazimi merr trajtën 
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√𝑎1 ∙ 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛
𝑛 ≥

𝑛
1

𝑎1
+

1

𝑎2
+⋯+

1

𝑎𝑛

(𝑎𝑖 > 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛). 

Nga jobarazimi i mësipërm dhe teorema e mësipërme arrijmë në jobarazimin e mesatares 

aritmetike, mesatares gjeometrike dhe mesatares harmonike: 

𝐴𝑛(𝑎) ≥ 𝐺𝑛(𝑎) ≥ 𝐻𝑛(𝑎) 

Vizualizimin e japim në figurën e mëposhtme 

 

 

 Një mënyrë vizuale e vërtetimit të mësipërm mund të bëhet edhe nga figura e 

mëposhtme.  
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Teorema 2.2 ( Jobarazimi i Bernul-it). Le të jetë dhënë 𝑥𝑖 ∈ 𝑅, 𝑥𝑖 > −1, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. 

Vlen jobarazimi 

(1 + 𝑥1) ∙ (1 + 𝑥2) ⋯ (1 + 𝑥𝑛) ≥ 1 + 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 

Vërtetim. 

Vërtetimin e bëjmë me anën e induksionit matematik. 

Për 𝑛 = 1,2  shohim se vlen jobarazimi. 

Supozojmë se jobarazimi vlen për 𝑛 = 𝑘, pra 

(1 + 𝑥1) ∙ (1 + 𝑥2) ⋯ (1 + 𝑥𝑘) ≥ 1 + 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑘. 

Duhet vërtetuar se vlen për n=k+1  

(1 + 𝑥1) ∙ (1 + 𝑥2) ⋯ (1 + 𝑥𝑘) ∙ (1 + 𝑥𝑘+1) ≥ 
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≥ (1 + 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑘) ∙ (1 + 𝑥𝑘+1) = 

=(1 + 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑘 + 𝑥𝑘+1) + (𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑘) ∙ 𝑥𝑘+1 ≥ 

≥ 1 + 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑘 + 𝑥𝑘+1 

sepse 

(𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑘) ∙ 𝑥𝑘+1 ≥ 0. 

Prandaj  

(1 + 𝑥1) ∙ (1 + 𝑥2) ⋯ (1 + 𝑥𝑘) ≥ 1 + 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑘 

gjë që duhej vërtetuar. 

 

2.2 Jobarazimi i Erdos Mordellit 

 

Teorema 2.2.1.  Le të jetë O një pikë brenda trekendështit ABC. Nëse 𝑥, 𝑦 dhe 𝑧 janë distancat 

nga pika O deri tek kulmet, ndërsa 𝑝, 𝑞 dhe 𝑟 janë distancat e segmenteve normale në brinjët e 

trekëndëshit atëherë vlen jobarazimi 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≥ 2(𝑝 + 𝑞 + 𝑟) 

Vërtetim. Fillimisht do japim një leme, pastaj do e vërtetojmë jobarazimin e Erdos Mordellit. 

Lema 2.2.2. Për trekëndëshin ABC si në figurën e mëposhtme vlen 

𝑎𝑥 ≥ 𝑏𝑟 + 𝑐𝑞, 

 𝑏𝑦 ≥ 𝑎𝑟 + 𝑐𝑝  

dhe  

𝑐𝑧 ≥ 𝑎𝑞 + 𝑏𝑝. 
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Për të parë në menyrë vizuele jobarazimin  

𝑎𝑥 ≥ 𝑏𝑟 + 𝑐𝑞, 

shohim figurat e mëposhtme 
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Dy jobarazimet tjera fitohen në mënyrë vizuele në mënyrë analoge. 

Tani vërtetojmë teoremën.  
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Kryejmë pjesëtimet me 𝑎, 𝑏 dhe 𝑐 përkatësisht 

𝑎𝑥 ≥ 𝑏𝑟 + 𝑐𝑞|: 𝑐 

𝑏𝑦 ≥ 𝑎𝑟 + 𝑐𝑝 |:b 

dhe  

𝑐𝑧 ≥ 𝑎𝑞 + 𝑏𝑝|: 𝑐 

Prej nga fitojmë 

𝑥 ≥
𝑏

𝑎
𝑟 +

𝑐

𝑎
𝑞 

𝑦 ≥
𝑎

𝑏
𝑟 +

𝑐

𝑏
𝑝  

dhe  

𝑧 ≥
𝑎

𝑐
𝑞 +

𝑏

𝑐
𝑝 

 

Duke kryer mbledhjen e jobarazimeve të mësipërme fitojmë 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≥ (
𝑏

𝑎
𝑟 +

𝑐

𝑎
𝑞) +(

𝑎

𝑏
𝑟 +

𝑐

𝑏
𝑝)+( 

𝑎

𝑐
𝑞 +

𝑏

𝑐
𝑝) 

≥ (
𝑏

𝑐
+

𝑐

𝑏
) 𝑝 + (

𝑎

𝑐
+

𝑐

𝑎
) 𝑞 + (

𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑎
) 𝑟 

Duke përdorur jobarazimin e mesatares aritmetike, mesatares gjeometrike dhe mesatares 

harmonike arrijmë në jobarazimin 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≥ 2(𝑝 + 𝑞 + 𝑟) 

çka është dashur të vërtetohet. 
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Teorema 2.2.3. Në trekëndëshin ABC vlenë jobarazimi 

sin 𝐴 + sin 𝐵 + sin 𝐶 ≤
3√3

2
. 

Vërtetim. Funksioni sinus është funksion konveks në intervalin [0, 𝜋](𝑠ℎ𝑖ℎ 𝑔𝑟𝑎𝑓𝑖𝑘𝑢𝑛 𝑒 𝑡𝑖𝑗) 

 

Duke përdorur jobarazimin e Jensenit kemi: 

sin 𝐴 + sin 𝐵 + sin 𝐶

3
≤ sin (

𝐴 + 𝐵 + 𝐶

3
) =

√3

2
 

Prej nga  

sin 𝐴 + sin 𝐵 + sin 𝐶 ≤
3√3

2
. 
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2.3 Jobarazimi i Eulerit per trekëndëshin 

 

Fillimisht vërtetojmë jobarazimin 

Lema 2.3.1. Për çdo tre numra pozitiv 𝑥, 𝑦 dhe 𝑧 vlenë jobarazimi 

(𝑥 + 𝑦)(𝑦 + 𝑧)(𝑥 + 𝑧) ≥ 8𝑥𝑦𝑧 

 

2.3.a) 

 

Vërtetim. 

Duke përdorur jobarazimin e mesatares aritmetike dhe gjeometrike rrjedh se për 𝑥, 𝑦 dhe 𝑧 kemi: 

𝑥 + 𝑦

2
≥ √𝑥𝑦 

𝑥 + 𝑧

2
≥ √𝑥𝑧 

𝑦 + 𝑧

2
≥ √𝑦𝑧 

Duke kryer shumëzimet fitohet 

(
𝑥 + 𝑦

2
) (

𝑥 + 𝑧

2
) (

𝑦 + 𝑧

2
) ≥ √𝑥𝑦√𝑥𝑧√𝑦𝑧 

Prej nga  

(𝑥 + 𝑦)(𝑦 + 𝑧)(𝑥 + 𝑧) ≥ 8𝑥𝑦𝑧 

çka duhej të vërtetohet. 

Le të jetë dhënë trekëndëshi ABC dhe brinjët e tij 𝑎, 𝑏, 𝑐 si në figurën e mëposhtme 
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Trekendeshin e mësipërm e ndajmë në 6 pjesë më të vogla si në figurën e mëposhtme 

 

Nga figura vërehet se  

𝑥 + 𝑦 = 𝑐 

𝑦 + 𝑧 = 𝑎 

𝑥 + 𝑧 = 𝑏 

Duke marrë në konsideratë ekuacionin 2.3.a) fitohet 
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𝑎𝑏𝑐 ≥ 8𝑥𝑦𝑧 

 

2.3.b) 

 

Tregohet se 2.3.b) është ekuivalent me 𝑅 ≥ 2𝑟. 

Fillimisht japim tri lema ndihmëse: 

Lema 2.3.2. Nëse 𝑎, 𝑏, 𝑐 janë brinjë të trekëndëshit ABC, 𝑅 rrezja e rrethit të jashtëshkruar dhe 

𝐾 syprina e sipërfaqes së trekëndëshit atëherë vlen: 

4𝐾𝑅 = 𝑎𝑏𝑐. 

Vërtetimi. 

 

Lema 2.3.3. Nëse x,y dhe z janë si në figurën e mëposhtëm dhe r rrezja e rrethit të brendashkruar 

atëherë vlen: 

𝑥𝑦𝑧 = 𝑟2(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) 
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Vërtetimi. 

Le të shënojmë me 𝑤 = √𝑟2 + 𝑥2 

 

Lema 2.3.4. Nëse me K shënojmë syprinën e sipërfaqes së trekëndëshit ABC dhe me r rrezen e 

rrethit të brendashkruar vlen: 

𝐾 = 𝑟(𝑥 + 𝑦 + 𝑧). 
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Vërtetimi: 

 

Teorema 2.3.5 (Jobarazimi i Eulerit). Nëse me R e shënojmë rrezen e rrethit të jashtëshkruar në 

trekëndëshin ABC, ndërsa me r rrezen e rrethit të brendashkruar atëherë vlenë jobarazimi 

𝑅 ≥ 2𝑟. 

Vërtetimi. Duke zbatuar lemën e parë kemi 4𝐾𝑅 = 𝑎𝑏𝑐, pastaj duke patur parasysh lemën e dytë 

𝑥𝑦𝑧 = 𝑟2(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) 

si dhe  

𝑎𝑏𝑐 ≥ 8𝑥𝑦𝑧 

 

fitohet  

4𝐾𝑅 = 𝑎𝑏𝑐 ≥ 8𝑥𝑦𝑧 = 8𝑟2(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) 

Pastaj duke marrë në konsideratë se  

𝐾 = 𝑟(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) 

fitohet 

4𝐾𝑅 ≥ 8𝑟2(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) = 8𝑟𝐾 

prej nga duke pjesëtuar të dy anët me K fitohet 

𝑅 ≥ 2𝑟. 
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2.4. Jobarazimi i Padoas(Alessandro Padoa, 1868–1937) 
 

Nëse 𝑎, 𝑏, 𝑐 janë brinjët e një trekëndëshi atëherë vlenë jobarazimi: 

𝑎𝑏𝑐 ≥ (𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐 − 𝑎)(𝑐 + 𝑎 − 𝑏). 
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III. Kuptimi i matricës. Vektorët rreshtorë dhe shtyllorë 

 

Matricë quajmë çdo bashkësi elementesh  ija  ( )1,2, , ; 1,2, ,i m j n= =  të renditur në 

formën e një skeme drejtkëndore 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
A

...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 =
 
 
 

 

 

Thuhet se matrica e tillë është e rendit m n . 

 

Vektor rreshtor apo matricë njërreshtore quhet matrica e cila përbëhet vetëm prej një rreshti. 

Për shembull matrica njërreshtore e rendit 1 5  ka formën 

 11 12 13 14 15A a a a a a= . 

pra A është matricë me një rresht dhe pesë shtylla. 

Vektor shtyllor apo matricë njështyllore quhet matrica, e cila përbëhet vetëm prej një shtylle. 

Për shembull: matrica një shtyllore e rendit 4 1  ka formën 

 

11

21

31

41

b

b
B

b

b

 
 
 =
 
 
 

 

 

Zero matricë quhet matrica, të gjithë elementet e së cilës janë zero. Simbolikisht shënohet: 
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O

0 0 ... 0

0 0 ... 0

...

0 0 ... 0

 
 
 =
 
 
 

 

ku rendi i saj është i çfarëdoshëm. 

 

3.1. Veprimet me matrica 

 

Dy matrica A = (aij), B = (bij) janë të barabarta, në qoftë se janë të të njëjtit rend si dhe 

elementet përkatëse i kanë të barabarta, pra: 

A = B  d.m.th. ( ) ( )ij ijm n m n
a b

 
=  apo  

ij ija b=  1,2, , ; 1,2, ,i m j n = = . 

Shumëzimi i matricës ( )ij m n
A a


=  me numrin   është matrica, në të cilën të gjitha elementet e 

saj shumëzohen me atë numër, do të thotë 

( ) ( )ij ijm n m n
A a a  

 
= = . 

 

Le të jenë dhënë dy matrica A dhe B të rendit të njëjtë m n : 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 

 ,   

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

b b b

b b b
B

b b b

 
 
 =
 
 
 
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Mbledhja e matricave A dhe B përkufizohet në këtë mënyrë: 

 

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

n n

n n

m m mn m m mn

a a a b b b

a a a b b b
A B

a a a b b b

   
   
   + = +
   
   
   

= 

 

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m m m mn mn

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

+ + + 
 

+ + +
 =
 
 

+ + + 

. 

 

Shkurtimisht: 

( ) ( ) ( ) ( )ij ij ij ij ijm n m n m n m n
A B a b a b c

   
+ = + = + = , 

ku 
ij ij ija b c+ = , 1,2, , ; 1,2, ,i m j n= = . 

Zbritja e dy matricave A dhe B të rendit të njëjtë m n  përkufizohet në këtë mënyrë: 

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

n n

n n

m m mn m m mn

a a a b b b

a a a b b b
A B

a a a b b b

   
   
   − = −
   
   
   

= 

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m m m mn mn

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

− − − 
 

− − −
 =
 
 

− − − 

. 
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Veprimet e mbledhjes dhe të shumëzimit të matricës me numër kanë këto veti: 

 

1.   A B B A+ = +  5.   ( ) ( )A A  =   

2.   ( ) ( )A B C A B C+ + = + +  6.   ( )A B A B  + = +  

3.   0A A+ =  7.   ( ) A A A   + = + ,  

4.   ( ) 0A A+ − =  

Ku 0  është zero matricë e rendit të njëjtë me matricën A, ndërsa   dhe   janë numra të 

çfarëdoshëm realë; ndërkaq matricat A, B dhe C janë të rendit të njëjtë. 

 

Shumëzimi i matricës ( )ik m p
A a


=  me matricën ( )kj p n

B b


=  është matrica ( )ij m n
C c


= , në të cilën 

elementi ijc  përcaktohet me barazimin: 

 

1 1 2 2

1

p

ij i j i j ip pj ik kj

k

c a b a b a b a b
=

= + + + = , 1,2, , ; 1,2, ,i m j n= = . 

 

Për shumëzimin e matricave vlejnë vetitë: 

1.   ( ) ( )A BC AB C=  

2.   ( )A B C AB AC+ = +  

3.   ( )A B C AC BC+ = +   
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Matricë e transponuar e matricës A=(aij)mxn  quhet matrica    AT=(aji)nxm. 

dmth. në qoftë se: 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 

 atëherë   

11 21 1

12 22 2

1 2

...

...

...

m

mT

n n mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 

 

Matricat e transponuara i kanë këto veti: 

1.  ( )
T

TA A=  

2.   ( )
T T TA B A B+ = +  

3.   ( )
T TA A =  

4.   ( )
T T TA B B A =   

Matricë katrore quhet matrica në të cilën numri i rreshtave është i barabartë me numrin e 

shtyllave. Shembull: matrica katrore e rendit n, n  është 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 

 . 

Për 1n = , kemi  11 11A a a= =  ( matrica e rendit 1 1  identifikohet me numrin përkatës). 

Për 2n = , kemi  
11 12

21 22

a a
A

a a

 
=  
 

  është matrica katrore e rendit të dytë. 
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Elementet  11 22, , , nna a a  formojnë diagonalen e matricës katrore A të rendit n. 

Matricë diagonale quhet matrica katrore në të cilën të gjitha elementet e saj jashtë diagonales 

janë zero. Simbolikisht shënohet: 

11

22

0 ... 0

0 ... 0

0 0 ... nn

a

a
D

a

 
 
 =
 
 
 

,       0,ija i j=  .    

Matricë skalare quhet matrica diagonale, në të cilën 11 22 nna a a a= = = = , 0a  . 

Simbolikisht shënohet:  

0 ... 0

0 ... 0

0 0 ...

a

a
S

a

 
 
 =
 
 
 

. 

Matricë njësi quhet matrica skalare tek e cila  1a =  dhe shënohet 

1 0 ... 0

0 1 ... 0

0 0 ... 1

I

 
 
 =
 
 
 

    ose  ( )ijI = ,   ku   
1,   

0,    
ij

i j

i j


=
= 


 

 

Çdo matricë katrore A kur të shumëzohen me vetëveten fitohet një matricë katrore e rendit të 

njejtë me A. Duke e zbatuar vetinë asociative të shumëzimit të matricave, mund të përkufizohet 

fuqizimi i matricës katrore A: 

 2A A A=   

 ( ) ( )3 2 2A A A AA A A AA AA=  = = =  

  

   1 1 ,m m mA A A A A m− −= =   . 
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Sipas përkufizimit merret:  0A I=  dhe 1A A= , ku I  është matricë njësi e rendit të njëjtë me A.  

Fuqizimi i matricave katrore ka vetitë: 

1.   m n m nA A A + =  

2.   ( )
n

m mnA A=  

3.   ( )
m

I I=  

Ku  0,1,2,m = ,   0,1,2,n =  . 

Duke patur parasysh veprimet algjebrike me matrica : mbledhjen, zbritjen, shumëzimin me 

numër dhe fuqizimin e tyre, mund të formohet shprehja: 

 

( ) 1 2 1

1 2 1 0

m m

m mP A a A a A a A a A a I−

−= + + + + +  

 

Ku  I  është matricë njësi e rendit të njëjtë me A, ndërkaq 0 1 2, , , , ma a a a  janë numra. Polinomi 

( )P A  quhet polinomi matricor  i matricës. 

Për çdo polinom të zakonshëm të shkallës m 

( ) 1 2 1

1 2 1 0

m m

m mP x a x a x a x a x a−

−= + + + + +  

përcaktohet një polinom matricor i formës 

( ) 1 1

1 1 0

m m

m mP A a A a A a A a I−

−= + + + +  

Ndërkaq, ekuacion matricor quhet ekuacioni i formës 

1 2 1

1 2 1 0 0m m

m ma A a A a A a A a I−

−+ + + + + = , ( 0  është zero matricë e të njëjtit rend me A). 

Matricë simetrike quhet matrica katrore A tek e cila vlen 
TA A= , dmth. ,ij jia a i j=  . 
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Matricë antisimetrike quhet matrica katrore A për të cilën vlen TA A= −  ku ij jia a= − , i j ; 

Meqë ii iia a= −  implikon 2 0iia =  apo 0iia =  do të thotë, te matricat antisimetrike të gjithë 

elementet në diagonale janë zero. 

Matrica ortogonale quhet matrica katrore A e cila plotëson kushtin T TAA A A I= = . 
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3.2 Kuptimi i determinantës 

 

Secilës matricë katrore të rendit n 

           

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 

 

i përgjigjet një numër specifik, të cilin e quajmë determinantë të rendit n të matricës A, 

simbolikisht: 

          

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
det

...

n

n

n n nn

a a a

a a a
A A

a a a

= =  

 

 

Procesi i njehsimit të determinantës të rendit tre e më shumë është një proces më i ndërlikuar. 

Le të vështrojmë një determinantë të rendit n (me n rreshta dhe n shtylla). 

                   

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

1 2

... ...

... ...

. . ... . ... .

... ...

... .... . ..

... ...

j n

j n

iji i in

n n nj nn

a a a a

a a a a

D
aa a a

a a a a

=  

 

 

1 ja  

2 ja  

. 

ija  

. 

 

 

1ia     2ia    …   ija      ipa  

 

      ...   a ip 

shtylla j 

rreshti i 
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Minor ijM  i elementit ija  në determinantën D quajmë determinantën e fituar nga determinanta 

D me menjanimin e rreshtit i dhe shtyllës j. 

Kofaktori ijA  i elementit ija  në determinantën D përkufizohet në këtë mënyrë: 

( )1
i j

ij ijA M
+

= −  ,  

me fjalë të tjera kofaktori përkufizohet përmes minorit. 

 

Teorema e Laplasit është cdo determinantë e rendit n: 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

1 2

... ...

... ...

. . ... . ... .

... ...

... .... . ..

... ...

j n

j n

iji i in

n n nj nn

a a a a

a a a a

D
aa a a

a a a a

=  

 

mund të zbërthehet përmes kofaktorëve (minorëve) sipas elementeve të çfarëdo rreshti apo shtylle 

(1)       D = ai1Ai1 + ai2Ai2 +... +aijAij + ... + ainAin ;    i = 1,2,...,n, 

ose: 

(2)       D = a1jA1j + a2jA2j +... +aijAij + ... + anjAnj ;    j = 1,2,...,n. 
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METODA E SAHRUSIT DHE TREKËNDËSHIT PËR NJEHSIMIN E 

DETERMINANTËS SË RENDIT TË TRETË 

 

Për njehsimin e determinantës së rendit të tretë, përpos metodës së minorëve, ekzistojnë edhe 

dy metoda tjera: 

1.   Metoda e Sahrusit,      2.   Metoda e trekëndshit. 

Këto dy metoda vlejnë vetëm për njehsimin e determinantës së rendit të tretë. 

Metoda e Sahrusit Në determinanten D të rendit tre le të përshkruajmë shtyllën e parë dhe të 

dytë pas shtyllës së tretë: 

 

I kemi tre shumëzime të elementeve me parashenjën + dhe të tjerë me parashenjën − , pra 

11 12 13 11 12

21 22 23 21 22 11 22 33 12 23 31 13 21 32

31 32 33 31 32

a a a a a

D a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a

= = + + −   

                                        

       13 22 31 11 23 32 12 21 33a a a a a a a a a− − − . 

 

Shembulli 1. Me metodën e Sahrusit të njehsohet determinanta 

 

2 1 3

5 6 1

4 0 2

− −

−

 

 

Zgjidhja:  ( ) ( ) ( )

2 1 3 2 1

5 6 1 5 6 2 6 2 1 1 4 3 5 0

4 0 2 4 0

− − − =   − +  −  +  −  −

−
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 ( ) ( ) ( )3 6 4 2 1 0 1 5 2−   −  −  −  −  − = 24 4 72 10 110− − − − = −  

Metoda e trekëndshit është një modifikim i metodës së Sahrusit. Shumëzimi i elementeve 

përgjatë dy trekëndshave dhe njërën diagonale merret me parashenjën +, ndërsa shumëzimi tjetër 

po ashtu përgjatë dy trekëndshave tjerë dhe diagonales tjetër merret me parashenjën − , pra 

 

                                    +                                      - 

Shembulli 2.   Të njehsohet determinanta nga Shembulli 1. me metodën e trekëndëshit 

Zgjidhja:  ( ) ( ) ( )

2 1 3

5 6 1 2 6 2 1 1 4 3 0 5

4 0 2

− − =   − +  −  +   − −

−

 

  ( ) ( )( )3 6 4 2 0 1 1 5 2−   −   − −  − − =  

  24 4 72 10 110=− − − − =− . 

Shembulli 3.Të njehsohet determinanta e rendit të 4 duke e zbërthyer sipas elementeve të shtyllës 

4. 

1 1 3 4

1 2 0 4

3 0 4 2

4 5 2 0

D

− −

−
=

−

− −

 

Zgjidhja: ( ) ( )

1 2 0 1 1 3 1 1 3

4 3 0 4 4 3 0 4 2 1 2 0

4 5 2 4 5 2 4 5 2

D

− − −

= − − + − − − +

− − − − − −

 

  + ( )

1 1 3

0 1 2 0 4 0 32 0 0 20 12

3 0 4

−

− = − + − + + +  

  ( ) ( )4 0 16 45 0 20 6 2 4 0 15 24 0 2 0+ + + − − − + − + − + − + +  

  4 0 4 35 2 7 140 14 154=  +  +  = + =  
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3.3 Vetitë e determinanteve 

 

1.   det det TA A= , ku TA  është matrica e transponuar e matricës A. 

2. Në qoftë se në determinantë, dy rreshta (shtylla) i ndërrojnë vendet    ndërmjet veti, atëherë 

determinanta ndryshon shenjën. 

3. Determinanta me dy rreshta (shtylla) të njëjtë  e ka vlerën e barabartë me zero. 

4. Determinanta shumëzohet me një numër, kur të gjithë elementet e një rreshti të çfarëdoshëm 

(shtylle të çfarëdoshme) shumëzohen me atë numër. 

5. Nëse të gjithë elementet e një rreshti (shtylle) në determinantë janë të barabartë me zero, 

atëherë vlera e determinantës është e barabartë me zero. 

6. Në qoftë se elementet përkatëse të dy rreshtave (shtyllave) të determinantes janë 

proporcionale, atëherë vlera e determinantës është e barabartë me zero. 

7. Determinanta nuk ndryshon, nëse një rreshti (shtylle) të çfarëdoshëm i shtohet një rresht 

(shtyllë) tjetër i shumëzuar më parë me çfarëdo një numër. 

8. 
a b x a x b x

c d y c y d y

+
= +

+
 . Kjo veti vlen edhe për determinante të rendit 3, 4, etj. 

Në vazhdim japim përkufizimin e kombinimit linear të vektorëve, vektoret linear të varur dhe të 

pavarur dhe kuptimin e bazës. 

Përkufizimi 3.1 [E.GAshi& D.Pupovci, Hapësirat vektoriale, faqë 10]. 

Le të jenë dhënë vektorët: 

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘 ∈ 𝑋 

dhe skalarët , 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑘 ∈ 𝐹. 

 Kombinim linear i vektorëve 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘 

quhet vektori: 

𝑌 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 +  … + 𝛼𝑘𝑥𝑘 
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Përkufizimi 3.2 [E.GAshi& D.Pupovci, Hapësirat vektoriale, faqe 11]. 

 Vektorët 

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘 

quhen linearisht të pavarur nëse kombinimi linear zero 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + ⋯ + 𝛼𝑘𝑥𝑘 = 0 

ka vend vetëm për 𝛼1 = 𝛼2 = ⋯ = 𝛼𝑘 = 0 

Nëse relacioni  

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + ⋯ + 𝛼𝑘𝑥𝑘 = 0 

 ka vend për ndonjë 𝛼𝑖 ≠ 0 themi se vektorët janë  linearisht të varur.  

Përkufizimi 3.3 [E.GAshi& D.Pupovci, Hapësirat vektoriale, faqë 11].   

Nënbashkësia 𝐵 e vektorëve të hapëisrës vektoriale 𝑋 quhet bazë e hapësirës 𝑋, nëse: 

1)  Bashkësia 𝐵 është linearisht e pavarur 

  2) Çdo vektor 𝑥 ∈ 𝑋 mund të paraqitet si kombinim linear i vektorëve të bashkësisë 𝐵. 

Përkufizimi 3.4. Prodhim skalar ( përdorimi shënimin: ( , ) ose < , >)quajmë pasqyrimin 

<, >∶ 𝑋 × 𝑋 → 𝐹 

që i plotëson kushtet: 

1. (𝑥, 𝑥) ≥ 0    ,    ∀𝑥 ∈ 𝑋 

2. (𝑥, 𝑥) = 0 ⟺ 𝑥 = 0  ,    ∀𝑥 ∈ 𝑋 

3. (𝑥, 𝑦) = (𝑦, 𝑥̅̅ ̅̅̅)   ,   ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

4. (𝜆𝑥, 𝑦) = 𝜆(𝑥, 𝑦)  ,    ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ,   𝜆 ∈ 𝐹 

5. (𝑥1 + 𝑥2, 𝑦) = (𝑥1, 𝑦) + (𝑥2, 𝑦)  ,   ∀𝑥1, 𝑥2, 𝑦 ∈ 𝑋  

Hapësira vektoriale 𝑋 në të cilën është përkufizuar prodhimi skalar (  ,   ) quhet hapësirë unitare. 

Të shtojmë se me (𝑥, 𝑦̅̅ ̅̅̅) në 3. është shënuar numri i konjuguar i numrit kompleks (𝑥, 𝑦). 
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 Nëse 𝐹 = ℝ   3. merr formën (𝑥, 𝑦) = (𝑦, 𝑥) 

Për prodhimin skalar vlejnë këto veti. 

1. (𝑥, 𝜆𝑦) = 𝜆 ̅(𝑥, 𝑦)   ,    𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ∧   𝜆 ∈ 𝐹 

2. (𝑥, 𝑦1 + 𝑦2) = (𝑥, 𝑦1) + (𝑥, 𝑦2)   ,    𝑥, 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑋 

3. (𝜆𝑥, 𝜆𝑥) = |𝜆|2 (𝑥, 𝑥)  ,    𝑥 ∈ 𝑋 , ∧  𝜆 ∈ 𝐹 

4. |(𝑥, 𝑦)|2 ≤ (𝑥, 𝑥)(𝑦, 𝑦)   ,    𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

5. √(𝑥 + 𝑦 , 𝑥 + 𝑦)  ≤ √(𝑥, 𝑥) + √(𝑦, 𝑦) 

Përkufizimi 3.5. Normë në hapësirën vektoriale quhet funksioni  

 

 ‖∙‖: 𝑋 → ℝ+(ℝ = [0, ∞));   𝑥 → ‖𝑋‖ 

dhe shënohet ‖𝑥‖, nëse: 

                  [1]     ‖𝑥‖ ≥ 0 ,     ∀𝑥 ∈ 𝑋  

                  [2]     ‖𝑥‖ = 0 ⟺ 𝑥 = 0  

                  [3]     ‖𝜆𝑥‖ = |𝜆|‖𝑥‖ ,     ∀𝑥 ∈ 𝑋,  dhe çfarëdo numri 𝜆 ∈ 𝔽 

                  [4]     ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖,     ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  

Nëse 𝐹 = ℝ𝑛 apo 𝐹 = ℂ𝑛 , për çdo (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝐹 kemi: 

• 1-normën ‖𝑥‖1,  

                  ‖𝑥‖1 = ∑|𝑥𝑖| = |𝑥1| + |𝑥2| + ⋯ + |𝑥𝑛|

𝑛

𝑖=1

 

• 2-normën ose normën Euklidiane ‖𝑥‖2: 

                   ‖𝑥‖2 = (∑|𝑥𝑖|
2

𝑛

𝑖=1

)

1
2

= √|𝑥1|2 + |𝑥2|2 + ⋯ + |𝑥𝑛|2 

• ∞ −normën ose sup-normën ‖𝑥‖∞: 

                    ‖𝑥‖∞ = 𝑚𝑎𝑥{|𝑥𝑖| ∶ 𝑖 = 1,2, … , 𝑛} 
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3.4. Jobarazimi i  Cauchy – Shwarc- Bunjakovski 
 

Teorema 3.4.1.  Le të jetë 𝑋 hapësirë unitare. Atëherë: 

 

|(𝑥, 𝑦)| ≤ √(𝑥, 𝑥)(𝑦, 𝑦)      (𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋) 

Vërtetim.  

Marrim: 

𝜆 =
(𝑥,𝑦)

(𝑦,𝑦)
⟹ 𝜆̅ = (

𝑥,𝑦̅̅̅̅̅̅̅ ̅̅̅

𝑦,𝑦
) =

(𝑦,𝑥)

(𝑦,𝑦)
. 

Nisemi nga: 

0 ≤ ‖𝑥 − 𝑥𝑦‖2 = (𝑥 − 𝜆𝑦, 𝑥 − 𝜆𝑦) 

= (𝑥, 𝑥) − (𝑥, 𝜆𝑦) − (𝜆𝑦, 𝑥) + (𝜆𝑦, 𝜆𝑦) 

= (𝑥, 𝑥) − 𝜆̅(𝑥, 𝑦) − 𝜆(𝑦, 𝑥) + 𝜆̅𝜆(𝑦, 𝑦) 

                                    = (𝑥, 𝑥) −
(𝑦, 𝑥)

(𝑦, 𝑦)
(𝑥, 𝑦) −

(𝑥, 𝑦)

(𝑦, 𝑦)
(𝑦, 𝑥) +

(𝑦, 𝑥)

(𝑦, 𝑦)

(𝑥, 𝑦)

(𝑦, 𝑦)
(𝑦, 𝑦) 

                         = (𝑥, 𝑥) −
(𝑦, 𝑥)

(𝑦, 𝑦)
(𝑥, 𝑦) −

(𝑥, 𝑦)

(𝑦, 𝑦)
(𝑦, 𝑥) +

(𝑦, 𝑥)

(𝑦, 𝑦)
(𝑦, 𝑥) 

= (𝑥, 𝑥) −
(𝑥, 𝑦)

(𝑦, 𝑦)
(𝑦, 𝑥) 

Ndërsa tek hapësira unitare vlen: 

 ‖𝑥‖ = √(𝑥, 𝑥) ⟹ ‖𝑥‖2 = (𝑥, 𝑥) dhe (𝑥, 𝑦)(𝑦, 𝑥) = (𝑥, 𝑦)(𝑥, 𝑦̅̅ ̅̅̅) = |(𝑥, 𝑦)|2 , atëherë: 

= ‖𝑥‖2 −
|(𝑥, 𝑦)|2

‖𝑦‖2
 , rrjedh  që: 

‖𝑥‖2 −
|(𝑥, 𝑦)|2

‖𝑦‖2
≥ 0   /∙ ‖𝑦‖2 

‖𝑥‖2 ∙ ‖𝑦‖2 − |(𝑥, 𝑦)|2 ≥ 0 

|(𝑥, 𝑦)|2 ≤ ‖𝑥‖2‖𝑦‖2 

|(𝑥, 𝑦)| ≤ ‖𝑥‖‖𝑦‖ 
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|(𝑥, 𝑦)| ≤ √(𝑥, 𝑥)√(𝑦, 𝑦) 

|(𝑥, 𝑦)| ≤ √(𝑥, 𝑥)(𝑦, 𝑦) 

çka është dashtë të vërtetohet.  
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3.5 Jobarazimi i Minkovskit 
 

 

Teorema 3.5.1. Le të jetë 𝑋 hapësirë unitare, atëherë: 

 

√(𝑥 + 𝑦 , 𝑥 + 𝑦) ≤ √(𝑥, 𝑥) + √(𝑦, 𝑦) 

Vërtetim. Sipas jobarazimit të Bunjakovski – Koshi – Shfarcit kemi: 

 

0 ≤ (𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦) = (𝑥, 𝑥) + (𝑥, 𝑦) + (𝑦, 𝑥) + (𝑦, 𝑦) 

≤ (𝑥, 𝑥) + √(𝑥, 𝑥)(𝑦, 𝑦) + √(𝑦, 𝑦)(𝑥, 𝑥) + (𝑦, 𝑦) 

= (𝑥, 𝑥) + 2√(𝑥, 𝑥)(𝑦, 𝑦) + (𝑦, 𝑦) 

= √(𝑥, 𝑥)2 + 2√(𝑥, 𝑥)(𝑦, 𝑦) + √(𝑦, 𝑦)2 

= (√(𝑥, 𝑥) + √𝑦, 𝑦)
2

 

Atëherë: 

(𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦) ≤ (√(𝑥, 𝑥) + √(𝑦, 𝑦))
2

⟹ √(𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦) ≤ √(𝑥, 𝑥) + √(𝑦, 𝑦) 
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3.6 Jobarazimi i Hadamardit për matrica 
 

 

Teorema 3.6.1 (Jobarazimi i Hadamardit).  Le të jetë 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] matricë katrore ku elementet e 

saj janë numra real. Atëherë 

(det 𝐴)2 ≤ ∏ (∑ 𝑎𝑖𝑗
2𝑛

𝑖=1 )𝑛
𝑗=1 . 

Vërtetim. Supozojmë se (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) një bashkësi e vektoreve shtyllor në 𝑅𝑛 me 

 𝐴 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) matrica reale korresponduese e rendite 𝑛𝑥𝑛. Nëse kjo bashkësi është 

linearisht e varur atëherë determinant e matricës është e barabarte me zero dhe jobarazimi i 

Hadamardit është trivial. Supozojmë se shtyllat e matrices A jane linearisht te pavarura. Atëherë 

nga procesi i Gram-Schmidit ekziston një bazë ortonormale (𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑚) dhe vlenë vetia që 

baza e përbërë nga vektoret (𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑚) është e barabartë me bazën e vektorëve  

𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑚}=span{𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑚}. 

Tani ∀𝑎𝑗, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 mund të shkruajmë:  

𝑎𝑗 = ∑ < 𝑎𝑗, 𝑒𝑖 > 𝑒𝑖.

𝑛

𝑖=1

 

Por, meqë 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑚}=span{𝑎1, 𝑎2, … , 𝑚} mund të shkruajmë 

𝑎𝑗 = ∑ < 𝑎𝑗, 𝑒𝑖 > 𝑒𝑖.

𝑗

𝑖=1

 

 

Tani, le të jetë 𝐵 = [𝑏𝑘𝑙] një matricë e sipërme trekëndëshe të tillë që 

 

𝑏𝑘𝑙 =< 𝑎𝑙 , 𝑒𝑘 > 𝑛ë𝑠𝑒  1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑙 
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dhe  

𝑏𝑘𝑙 = 0 nëse 𝑙 < 𝑘 ≤ 𝑛. 

Kështu që  

𝐵 = [

< 𝑎1, 𝑒1 >
0
⋮
0

< 𝑎2, 𝑒1 >
< 𝑎2, 𝑒2 >

0
⋯

⋯
⋯
⋱
0

< 𝑎𝑛 , 𝑒1 >
< 𝑎𝑛 , 𝑒2 >

⋮
< 𝑎𝑛 , 𝑒𝑛 >

]. 

Le të jetë 𝐸 = [𝑒1 𝑒2 ⋯ 𝑒𝑛]  matricë e tipit nxn ku kolonat korrespondojnë me bazën e 

ortonormuar (𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛) për 𝑅𝑛 . 

Kryejmë shumëzimin e E me B prej nga fitohet 

 

𝐸𝐵 = [𝑒1 𝑒2 ⋯ 𝑒𝑛] [

< 𝑎1, 𝑒1 >
0
⋮
0

< 𝑎2, 𝑒1 >
< 𝑎2, 𝑒2 >

0
⋯

⋯
⋯
⋱
0

< 𝑎𝑛 , 𝑒1 >
< 𝑎𝑛 , 𝑒2 >

⋮
< 𝑎𝑛 , 𝑒𝑛 >

] 

[𝑒1 < 𝑎1, 𝑒1 > 𝑒1 < 𝑎1, 𝑒1 > +𝑒2 < 𝑎2, 𝑒2 > ⋯ 𝑒1 < 𝑎1, 𝑒1 > + ⋯ + 𝑒𝑛 < 𝑎𝑛 , 𝑒𝑛 >] 

 

[< 𝑎1, 𝑒1 > 𝑒1 < 𝑎1, 𝑒1 > 𝑒1+< 𝑎2, 𝑒2 > 𝑒2 ⋯ < 𝑎1, 𝑒1 > 𝑒1 + ⋯+< 𝑎𝑛 , 𝑒𝑛 > 𝑒𝑛] 

 

Prej nga  

𝐸𝐵 = [ ∑ < 𝑎1, 𝑒𝑖 > 𝑒𝑖

𝑛

𝑖=1

∑ < 𝑎2, 𝑒𝑖 > 𝑒𝑖

𝑛

𝑖=1

⋯ ∑ < 𝑎𝑛 , 𝑒𝑖 > 𝑒𝑖

𝑛

𝑖=1

>] 

 

𝐸𝐵 = [𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛]. 

Pra,  

𝐴 = 𝐸𝐵. 
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(det 𝐴)2 = det 𝐴 ∙ det 𝐴 = det 𝐴𝑇 ∙ det 𝐴 

= det(𝐴𝑇 ∙ 𝐴) = det((𝐸𝐵)𝑇 ∙ 𝐸𝐵) 

= det(𝐵𝑇 ∙ 𝐸𝑇 ∙ 𝐸 ∙ 𝐵) = det(𝐵𝑇 ∙ 𝐸−1 ∙ 𝐸 ∙ 𝐵) 

= det(𝐵𝑇 ∙ 𝐵) = det(𝐵𝑇) ∙ 𝑑𝑒𝑡𝐵 

= det(𝐵) ∙ det(𝐵) = (det 𝐵)2 

= (∏ < 𝑎𝑗, 𝑒𝑗 >

𝑛

𝑗=1

)

2

= ∏ < 𝑎𝑗 , 𝑒𝑗 >2

𝑛

𝑗=1

 

≤ ∏ (∑ < 𝑎𝑗 , 𝑒𝑖 >2

𝑛

𝑖=1

)

𝑛

𝑗=1

 

Pra,  

(det 𝐴)2 ≤ ∏ (∑ < 𝑎𝑗 , 𝑒𝑖 >2

𝑛

𝑖=1

)

𝑛

𝑗=1

 

Duke zbatuar 

∏ (∑ < 𝑎𝑗 , 𝑒𝑖 >2

𝑛

𝑖=1

)

𝑛

𝑗=1

= ∏‖𝑎𝑗‖
2

=

𝑛

𝑗=1

∏ (∑ 𝑎𝑖𝑗
2

𝑛

𝑖=1

)

𝑛

𝑗=1

 

prej nga 

(det 𝐴)2 ≤ ∏ (∑ 𝑎𝑖𝑗
2

𝑛

𝑖=1

)

𝑛

𝑗=1

 

çka është dashtë të vërtetohet. 
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3.7  Disa jobarazime për matricat e rendit të tretë dhe të katërt 

 

Teorema 3.7.1. Le të jetë dhënë matrica 

 

 

𝐴 = (

𝑎
0
0
1

−𝑏
𝑏
0
1

0
−𝑐
𝑐
1

0
0

−𝑑
1 + 𝑑

) 

ku  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 > 0. 

 

Atëherë vlen jobarazimi: 

det (𝐴) ≥ 3√4
3

(𝑎𝑏𝑐𝑑)
5
6 

Vërtetim. 

det(𝐴) = 𝑎𝑏𝑐𝑑 + 𝑎𝑐𝑑 + 𝑎𝑏𝑑 + 𝑎𝑏𝑐 + 𝑏𝑐𝑑 = 

=
1

2
𝑎𝑏𝑐𝑑 +

1

2
𝑎𝑏𝑐𝑑 + 𝑎𝑐𝑑 + 𝑎𝑏𝑑 + 𝑎𝑏𝑐 + 𝑏𝑐𝑑 

≥ 6 [
1

4
(𝑎𝑏𝑐𝑑)2(𝑎𝑐𝑑)(𝑎𝑏𝑑)(𝑎𝑏𝑐)(𝑏𝑐𝑑)]

1
6
 

= 6 [
1

4
]

1
6

[𝑎𝑏𝑐𝑑]
5
6 = 3√4

3 (𝑎𝑏𝑐𝑑)
5
6. 

Barazimi vlen kur 
1

2
𝑎𝑏𝑐𝑑 = 𝑎𝑏𝑐 = 𝑏𝑐𝑑 p.sh kur 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 2. 
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Teorema 3.7.2.  Le të jenë dhënë matricat 

 

𝐴 = (
1 1 1
𝑎 𝑏 𝑐

𝑎4 𝑏4 𝑐4

) , 

 

𝐵 = (
1 1 1
𝑎 𝑏 𝑐
𝑎3 𝑏3 𝑐3

) 

 

ku 

1 < 2𝑎 < 2𝑏 < 2𝑐, 

atëherë vlen jobarazimi 

det(𝐴) ≥ det(𝐵). 

Vërtetimi.  

 

det(𝐴) − det(𝐵) = |
1 1 1
𝑎 𝑏 𝑐

𝑎4 𝑏4 𝑐4

| − |
1 1 1
𝑎 𝑏 𝑐
𝑎3 𝑏3 𝑐3

| 

= |
1 1 1
𝑎 𝑏 𝑐

𝑎4 − 𝑎3 𝑏4 − 𝑏3 𝑐4 − 𝑐3

| 

= |
1 1 1
0 𝑏 − 𝑎 𝑐 − 𝑎
0 (𝑏4 − 𝑏3) − (𝑎4 − 𝑎3) (𝑐4 − 𝑐3) − (𝑎4 − 𝑎3)

| 

= |
1 1 1
0 𝑏 − 𝑎 𝑐 − 𝑎
0 (𝑏 − 𝑎)𝐵 (𝑐 − 𝑎)𝐶

| 
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ku: 

𝐵 = 𝑏3 + 𝑏2𝑎 + 𝑏𝑎2 + 𝑎3 − 𝑏2 − 𝑎𝑏 − 𝑎2 

𝐶 = 𝑐3 + 𝑐2𝑎 + 𝑐𝑎2 + 𝑎3 − 𝑐2 − 𝑎𝑐 − 𝑎2 

Tani duke zbritur rreshtin e dytë të shumëzuar me B prej rreshtit të tretë fitohet 

det(𝐴) − det(𝐵) = |
1 1 1
0 𝑏 − 𝑎 𝑐 − 𝑎
0 0 (𝑐 − 𝑎)(𝐶 − 𝐵)

| = (𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)(𝐶 − 𝐵) 

Shohim se 

 𝐶 − 𝐵 = 𝑐3 + 𝑐2𝑎 + 𝑐𝑎2 + 𝑎3 − 𝑐2 − 𝑎𝑐 − 𝑎2 − 𝑏3 − 𝑏2𝑎 − 𝑏𝑎2 − 𝑎3 + 𝑏2 + 𝑎𝑏 + 𝑎2 

𝐶 − 𝐵 = (𝑐 − 𝑏)𝑋 

ku: 

𝑋 = 𝑐2 + 𝑐𝑏 + 𝑏2 + 𝑐𝑎 + 𝑏𝑎 + 𝑎2 − 𝑐 − 𝑏 − 𝑎 

𝑋 = (𝑎 −
1

2
)

2

+ (𝑏 −
1

2
)

2

+ (𝑐 −
1

2
)

2

+ 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 −
3

4
 

Duke përdorur jobarazimin e mesatares aritmetike dhe mesatares gjeometrike shohim se 

1

3
(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) ≥ √𝑎2𝑏2𝑐23

≥ √2−63
=

1

4
 

 

Nga ajo që u tha me sipër vërehet se: 

det(𝐴) − det(𝐵) ≥ 0 

prej nga: 

det(𝐴) ≥ det(𝐵). 
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IV. Jobarazimet  përmes Geogebrës dhe Wolphram Alpha 
 

4.1. Hyrje në Geogebra 
 

 

Geogebra  është krijuar nga Markus Hohenwarter  në vitin 2001/2002  gjatë punës së tij të 

doktoraturës  në fushën e matematikës dhe shkencave kompjuterike  në Universitetin e 

Salzburgut të Austrisë. 

Instalimi i Geogebres bëhet nga webfaqja e Geogebres www.geogebra.org  

Dritarja e Geogebres përbehet nga:  

Menytë kryesore   në të cilat mund të gjenden komandat e ndryshme 

Brezi i veglave-ku secila vegël nëse klikohet paraqiten vegla të po të njejtës kategori 

Butonat bëj dhe zhbëj 

Pamja grafike ku shihen afishet e komandave që i japim 

Brezi për futjen e të dhënave 

Komanda e ndihmës. 

 

 

http://www.geogebra.org/


68 
 

4.2 Paraqitja grafike e të funksionit linear y mx n= +  përmes Gjeogjebrës 
 

Lidhja ndërmejt vlerës së parametrit m  dhe formës së grafikut të funksionit linear. E njëjta 

pyetje mund të shtrohet edhe për parametrin n .  

 

Ndjekim këta hapa: 

1. Me veglën  krijojmë dy rrëshqitësa të cilët i emërojmë me m  dhe n . 

2. Në brezin e inputit shkruajmë: y=m x+n dhe shtyp Enter. 

3. Me veglën  caktojmë pikëprerjet A dhe B të drejtëzës me boshtet koordinative x 

dhe y. 

4. Lëvizni ngadalë rrëshqitësin m nga vlera pozive deri në zero dhe vazhdoni deri te 

vlerat e tij negative për të parë efektin në grafikun e funksionit linear. Pastaj të njëjtën 

gjë e bëni edhe me rrëshqitësin n. Sigurisht do t’i vëreni efektet në grafikun e 

funksionit linear kur i ndryshojmë parametrat m dhe n. 

5. Me veglën  klikoni në pikën A. Do të fitoni koeficientin këndor të drejtëzës ose 

pjerrësinë e saj.  
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4.3 Paraqitja grafike e funksionit kuadratik 2y ax bx c= + +  përmes 

Gjeogjebrës 
 

 Le t’i gjurmojmë efektet ndryshimit të grafikut të funksionit kuadratik kur e bëjmë ndërrimin e 

vlerave të parametrave , ,a b c . 

 

Ndjekim këta hapa: 

1. Me veglën  krijojmë tre rrëshqitësa të cilët i emërojmë me ,a b  dhe c . 

2. Në brezin e inputit shkruajmë: y=ax^2+bx+c dhe shtyp Enter. 

3. Me veglën  caktojmë pikëprerjet e parabolës me boshtet koordinative x dhe y (në 

raste të veçanta mund të jenë të padefinuara!). 

4. Lëvizni ngadalë rrëshqitësat një nga një për të parë efektet e parametrave , ,a b c  në 

grafikun e parabolës. 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 



70 
 

Le ta zgjidhim ekuacionin 3x = . Bëjmë këto veprime:  

 

1. Me veglën  krijojmë rrëshqitësin a.  

2. Në brezin e inputit shkruajmë  dhe shtypim Enter.  

3. Në brezin e inputit shkruajmë  dhe shtypim Enter.  

4. Me veglën  caktojmë pikëprerjet A dhe B të drejtëzës y=a me funksionin vlera 

absolute e x-it. 

5. Nga grafiku i fituar: 

 

 
gjejmë zgjidhjet 3x =  ose 3x = − . 
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4.4 Paraqitja grafike e funksioneve trigonometrike  në Geogeber 
 

 

1. Krijojmë tre rrëshitësa 1 1 1, ,a    (gjeni shkronjat greke te ). 

2. Në brezin e inputit shkruajmë  dhe shtypim Enter.  

3. Krijojmë tre rrëshitësa 2 2 2, ,a    (gjeni shkronjat greke te ). 

4. Në brezin e inputit shkruajmë  dhe shtypim Enter.  

5. Në brezin e inputit shkruajmë  dhe shtypim Enter. 

6. Ndryshoni ngjyrat e të tre grafikëve ashtu që të dallohen me lehtësi. 

 

 
 

 

Gjetja e  ekstremumeeve, pikat e lakesës (infleksionit) dhe rrënjët e një funksioni polinomial.  

 

Bëjmë këto veprime: 

1. Në brezin e inputit shkruajmë  dhe shtypim 

Enter. Shfaqët grafiku i funksionit f(x). 

2. Në brezin e inputit shkruajmë  dhe shtypim Enter. Kemi 

gjetur rrënjët e funksionit f(x). 

3. Në brezin e inputit shkruajmë  dhe shtypim Enter. 

Kemi gjetur pikat e lakesës (infleksionit) të grafikut të funksionit f(x). 
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4. Në brezin e inputit shkruajmë  dhe shtypim Enter. 

Kemi gjetur pikat e ekstremumet (max, min) të grafikut të funksionit f(x). 

5. Me veglën  konstruktoni tangjentat nëpër pikat 1E  dhe 2E . 
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4.5 Vizualizimi i zgjidhjeve të sistemeve të ekuacioneve lineare me dy të 

panjohura 
 

1. Me veglën  krijojmë rrëshqitësin 1m . 

2. Me veglën  krijojmë rrëshqitësin 1b . 

3. Në brezin e inputit shkruajmë: d_1: y=m_1 x+b_1. 

4. Me veglën  krijojmë rrëshqitësin 2m . 

5. Me veglën  krijojmë rrëshqitësin 2b . 

6. Në brezin e inputit shkruajmë: d_2: y=m_2 x+b_2. 

7. Me veglën  krijojmë tekstin dinamik Drejtëza1: dhe nga menyja  

zgjedhim d_1. Klikoni OK. 

8. Me veglën  krijojmë tekstin dinamik Drejtëza2: dhe nga menyja  

zgjedhim d_2. Klikoni OK. 

9. Me veglën  caktojmë pikëprerjen A të dy drejtëzave. 

10. Përkufizojmë në brezin e inputit abshisa=x(A) (kjo jep abshisën e pikës A). 

11. Përkufizojmë në brezin e inputit ordinata=x(A) (kjo jep ordinatën e pikës A). 

12. Me veglën  krijojmë tekstin dinamik x= dhe nga menyja  zgjedhim 

abshisa. Klikoni OK. 

13. Me veglën  krijojmë tekstin dinamik y= dhe nga menyja  zgjedhim 

ordinata. Klikoni OK. 

14. Lëvizni rrëshqitësat për të vizualizuar zgjidhjen e e sistemeve të ekuacioneve lineare me 

dy të panjohura. 
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Tani do ta vizualizojmë Teoremën e Pitagorës. Për ta bërë këtë fillimisht do të mësojmë, përmes 

një shembulli, se si i bashkëngjitet një tekst një objekti të caktuar.  

 

Të vizualizojmë koeficientin këndor të një drejtëze.  

1. Me veglën  konstruktojmë drejtëzën AB. 

2. Me veglën  konstruktojmë normalen në boshtin x nëpër pikën B. 

3. Me veglën  konstruktojmë normalen në boshtin y nëpër pikën A. 

4. Me veglën  caktojmë pikëprerjen C të normaleve të sapo konstruktuara. Fshehni 

normalet. 

5. Me veglën  konstruktojmë trekëndëshin ACB.  

6. Gjeni rritjen vertikale (shtesën e funksionit) duke shkruar në brezin e inputit: 

vertikale=y(B)-y(A). 

7. Gjeni rritjen horizontale (shtesën e argumentit) duke shkruar në brezin e inputit: 

horizontale=x(B)-x(A). 

8. Me veglën  krijojmë tekstin dinamik vertikale = dhe te menyja rënëse Objekte 

zgjedhni vertikale. Klikoni OK. 

9. Me veglën  krijojmë tekstin dinamik horizontale = dhe te menyja rënëse Objekte 

zgjedhni horizontale. Klikoni OK. 

10. Në brezin e inputit shkruani: herësi=vertikale/horizontale. 

11. Me veglën  krijojmë tekstin dinamik kkëndor = dhe te menyja rënëse Objekte 

zgjedhni herësi. Klikoni OK. 

12. Lëvizni pikën A ose B për të parë si ndryshon koeficienti këndor (pjerrësia) i drejtëzës 

AB.  
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4.6 Inekuacionet kuadratike në Geogber 
 

Nëse kemi inekuacionin e trajtës 𝑥2 − 5𝑥 + 6 < 0, atëherë këtë e zgjidhim përmes komandës 

Solve, siç e kemi  në figurën e mëposhtme: 

 

 

 

Kemi linqe të ndryshme me kuadër të Geogebres për zgjidhjen e jobarazimeve kuadratike me 

vizualizimin e tyre, si p.sh: linku https://www.geogebra.org/m/QxvSËV3h 

ku nëse duam të gjejmë  në cilat pjesë është pozitiv dhe cilat negativ jobarazimi 

2𝑥2 + 3𝑥 − 2 > 0 për 𝑥 ∈ (−∞, −2) ∪ (0.5, ∞) ndërsa: 

2𝑥2 + 3𝑥 − 2 < 0 për 𝑥 ∈ (−2,0.5)  

https://www.geogebra.org/m/QxvSËV3h
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Shembull: Marrim jobarazimin ((2y - 3 ≥ |𝑥 − 1|) ∧ (x² + y² ≤ 2 (x + 2y - 2)) ) 

 

Në Geogebre jepet zgjidhja e jepet me 

P.sh ((2y - 3 ≥ abs(x - 1)) ∧ (x² + y² ≤ 2 (x + 2y - 2)) ) ∨ ( (2y - 3 ≥ abs(x - 1)) ∧ (2y - 3 ≤ abs(x - 1))) 
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Ndërsa vizualizimi i jobarazimeve lineare behet p.sh në linkun 

https://www.geogebra.org/m/bFcR57tE#material/Huq24Spq 

 

 

 

https://www.geogebra.org/m/bFcR57tE#material/Huq24Spq
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4.7 Zgjidhja e sistemeve të ekuacioneve  në Geogeber 
 

 

Nëse kërkojmë që të gjendet zgjidhja e sistemit të ekuacioneve: 

𝑥 + 2𝑦 = 3 

3𝑥 + 𝑦 = 4 

e realizojmë duke i dhënë fillimisht ekuacionet që i kemi shënuar me f dhe g, pastaj duke shënuar 

komandën Intesect(f,g) me çka fitojmë zgjidhjen (1,1). 
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4.8 Zgjidhja e jobarazimeve trigonometrike përmes Wolphram alpha 
 

Duke klikuar mbi linkun 

https://www.wolframalpha.com/widgets/view.jsp?id=fc84ad56f9f547eb89c72b9bac209312 

Na jepet mundësia të zgjidhim jobarazime trigonometrike 

p.sh. :  nëse e shënojmë jobarazimin 2 sin 𝑥 + tan 𝑥 ≥ 0 fitojmë zgjidhjet 

 

 

Ne vazhdim shohim se inekuacioni cos(𝑥) − 𝑥 ≤ 0 vlenë për 𝑥𝜖(0.739, ∞) 

https://www.wolframalpha.com/widgets/view.jsp?id=fc84ad56f9f547eb89c72b9bac209312
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Zgjidhjen e jo barazimeve të ndryshme mund ta bëjmë duke klikuar mbi linkun  

https://www.wolframalpha.com/widgets/view.jsp?id=f82a944b799eac194ea37a388daa8b19 

 

https://www.wolframalpha.com/widgets/view.jsp?id=f82a944b799eac194ea37a388daa8b19
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4.9 Vizualizimi i disa jobarazimeve të funksioneve trigonometrike përmes 

Geogebres 
 

Jobarazimi i Jordanit 

Le të jetë 0 < 𝑥 <
𝜋

2
. Atëherë: 

2

𝜋
𝑥 < sin(𝑥) < 𝑥. 
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Jobarazimi i dytë i vizualizuar me Geogebres 

Le të jetë 0 < 𝑥 <
𝜋

2
. Atëherë 

𝑥 <
sin(𝑥) + tan (𝑥)

2
 

 

 

 

 

Jobarazimi i tretë i vizualizuar me Geogeber 

Nëse 𝑥 ≥ √3, atëherë: 

 (𝑥 + 1) cos
𝜋

𝑥 + 1
− 𝑥 cos

𝜋

𝑥
− 1 > 0 (1.7.a) 
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Jobarazimi 

(cos𝑥)1/3 <
sin𝑥

𝑥
<

cos𝑥+2

3
,  

për 0 < |𝑥| < 𝜋/2.  
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Jobarazimi  

(cosh𝑥)1/3 <
sinh𝑥

𝑥
<

cosh𝑥 + 2

3
, 

për 𝑥 ≠ 0.  

I vizulizuar përmes geogebres 

 

 

 

 

 

 

  



90 
 

Literatura 
 

 

 

 

[1] Alsina, C., & Nelsen, R. B. (2007). A visual proof of the Erdös-Mordell inequality. In Forum 

Geom (Vol. 7, pp. 99-102). 

[2] Bhayo, B. A., & Sandor, J. (2014). On Carlson’s and Shafer’s inequalities. Probl. Anal. 

Issues Anal, 3(21), 1. 

[3] Dreiling, A. (2013). Mathematical Inequalities. 

[4] Hoxha, I. Matematika per ekonomistë. 

[5] Hassani, M., Bayat, M., & Teimoori, H. (2004). Proof Without Words: Extrema of the 

Function a cos t+ b sin t. Mathematics Magazine, 77(4), 259-259. 

[6] Ferlini, V. (2019). Proof Without Words: sin (cos x)< cos (sin x). Mathematics 

Magazine, 92(4), 296-296. 

[7] Gashi, E. & Pupovci, D. Hapësirat vektoriale. 

[8] Krasniqi, Xh. Gjeogjebra 2019. 

[9] Liu, J. (2011). A new geometric inequality and its applications. Journal of science and 

arts, 14(1), 5-12. 

[10] Neuman, E. and Sándor, J.:  On some inequalities involving trigonometric and hyperbolic 

functions with emphasis on the Cusa-Huygens, Wilker, and Huygens inequalities, Math. Inequal. 

Appl. Vol. 13, Number 4 (2010), 715–723. 

[11] Nelsen, R. B. (1993). Proof Without Words: Aristarchus' Inequalities. Mathematics 

Magazine, 66(1), 65-65. 

[12] Nelsen, R. B. (2006). Proof Without Words: Padoa's Inequality (Alessandro Padoa, 1868-

1937). Mathematics magazine, 79(1), 53. 



91 
 

[13] Mitrinovic, D. S., & Vasic, P. M. (1970). Analytic inequalities (Vol. 1). Berlin: Springer-

verlag. 

[14] Plaza, Á. (2009). Proof Without Words: Bernoulli's inequality. Mathematics 

Magazine, 82(1), 62-62. 

[15] Plaza, Á. (2008). Proof Without Words: Exponential Inequalities. Mathematics 

Magazine, 81(5), 374-374. 

[16] Pratt, R. (2010). Proof Without Words: A tangent inequality. Math. Mag, 8, 110. 

[17] Sándor J and Bencze M.:  On Huygens’ trigonometric inequality, RGMIA Res. Rep. 

Collection, 8 (2005), No. 3, Art. 14. 

[18] Unal, H. (2009). Proof  Without Words: An Arctangent Identity. Mathematics 

Magazine, 82(1), 56-56. 

[19] Yuefeng, F. (1996). Proof  Without Words: Jordan's Inequality. Mathematics 

Magazine, 69(2), 126-126. 

[20]  https://www.cut-the-knot.org/arithmetic/algebra/SitarusInequalityInDeterminants.shtml 

 

 

 

 

https://www.cut-the-knot.org/arithmetic/algebra/SitarusInequalityInDeterminants.shtml

