UNIVERSITETI NENE TEREZA
FAKULTETI | SHKENCAVE TE INFORMATIKES
PROGRAMI STUDIMOR: MATEMATIKE-INFORMATIKE

IN Skpy,

1 NENE TE RE. 4
o> JE
& S
& %,
< G
=
%)
el m
N -~
k“d \;A
7. :.‘
2 A
UNT >
o) 2
) &
s = @
Y3 to R
Loy, 3ruo?

Punim magjistrature

Tema
EFIKASITETI DHE KRAHASUESHMERIA E DISA
METODAVE TE I1ZOLIMI | RRENJEVE TE
POLINOMET

Mentor: Doc. dr. Egzona Iseni Student: Vaid Halidi

Korrik, 2021



Pérmbajtja

LiStA € TADRIAVE ...t r et nee s 4
LSEA € TIQUIAVE ...ttt b bbbttt b bbb b 5
AADSTIAKL ...ttt bbbttt b et bbb r e 6
AADSTTACT ...t b e bbbttt e bbb b n e 7
o Y =SSO 8
1. Polinomet dhe rrénjét € POIINOMEVE .........oiieiiiic e 10
1.1 Polinomet NJEVArIDEISNE ........coiiiii e 10
1.2 Rrénjét e polinomeve NjEVaribISNE ... 10
1.3 Pérafrimi i rrénjéve duke shfrytézuar metoda iterative ..........c.cooveeieienencn s 11
1.3.1  Metoda € PAIGJYSIMIMIT .....ociiieiiieitesiese e 11
1.3.2  Metoda e Newton-it pér pérafrim t& rrénjeve ..........ccccceveevie e 13
1.3.3  Metoda € HallEY-it .....cc.oceiiieeiicie e 17

2. Disa metoda per izolim t8 IMENJEVE ......c.ecviieeie et 19
2.1  Metoda grafike pér izolimin € rrENJEVE. .......c.ccoveieeiie i 21
2.2 Metoda analitike pér lokalizimin € MrENJBVE..........coviiiieieie s 23
0 B (= T W= (] =] | OSSR 24
P V1= (oo F= R Y 1111 T ST 26
2.5 Metoda e Newton-it pér 1okalizimin € MENJEVE ........c.coeiiiiiiiiiiicieeeee s 29
2.6 Rregulla e Descartes-it PEr SNENJAL..........ccceeviiiiiieie i 33

3. Metoda e Sturm-it dhe VINCENT-It.........coviiiiiieiecceee e 34
TR A Y/ [ (oo F- TS (F 11 OSSPSR 34
3.2 MEtOda € VINCENT-IT.. ..ottt ens 38
3.2.1  Metoda e Vincent-Akritas-Strzebonski (VAS) ... 40
3.2.2  Metoda e Vincent-Collins-AKritas (WVCA) ....oooiiiieieeeee e 41

4. Implementimi i Matlab pér izolimin dhe krahasimin e rrénjéve té polinomeve................... 44
4.1  Metoda € PEIGJYSIMIMIT......c.oiiiiiiiiiieiei et b e 44
4.2  Metoda e Newton-it pér pErafrimin € MENJBVE..........ccevviiii i 45
4.3 Metoda € HallEY-IT.........cuiiiie et re e 47
4.4 Metoda € HOIMEI-IE..c..ooiiiieiee et bbbt 49
4.5 Metoda e Newton-it pér lokalizimin € rrENJEVE .........cccevveeiie e 51
4.6 MELOTA € STUMN-TE . eiitiiiiiii ittt sb e e e e 53



A7 MEEOAA € VINCENTI-T ettt oottt e e e e e e e e e et e e e e e e e e e eeeeens

Pérfundimi

[T 1 o] [0 - 1 - USROS



Lista e tabelave

Tabela 2.1: Vlerat pér funksionet P(x) = x3 dhe Q(x) = 8X — 5 .ceevvvveereiiiecee s 22
Tabela 2.2: Vlerat pér funksionet P(x) = x3 dhe Q(x) = —2X + 4 ceeeeeeeeeceeee e 22
Tabela 2.3: Tabela e shenjave pér disa vleraté x> — 8x + 5 dhe 3x% — 8.....cccceevevecrercrcrcrcnnen. 24
Tabela 2.4: Tabela e shenjave pér x3 + 2x — 4 dhe 3X2 + 2 ooovceeeeecee s 24
Tabela 3.1: Tabela e Sturm-it per P(x) = x3 4+ X% — 2 — Luoooieiiireeeeseese s 38
Tabela 3.2: Tabela e zgjeruar e Sturm-it p&r P(x) = x3 + x2 — 2X — Looveceeecevceesiececeenans 38



Lista e figurave

Figura 1.1: Metoda € PAIGJYSIMIMIT.......coiiiiieieieie i 11
Figura 1.2: Paraqitja grafike e metodés sé Newton-it pér pérafrimin e rrénjéve............cccceenee. 17
Figura 1.3: Algoritmi i Metod&s S& NEWLON-IT .........cccoiiiiriiieieie e 17
Figura 2.1: Paragitja grafike € P(x) dNe Q(X) .ooeeveeiieiiee e 22
Figura 2.2: Paraqitja grafike @ P(x) dNe Q(X) ..eoveoeieririiiiieieeese e 23
Figura 2.3: Metoda € MUEI-It..........oiieiiieiecce e sae e 29
Figura 3.1: AlGOritmi i STUMM-It. ..o esre e 36
Figura 3.2: Algoritmi i Sturm-it (gjetja € MENJEVE) .....ccveveieeieee e 36
Figura 3.3: AIGOTITMI VAS ...ttt e st e e e s e e sneeeesneesneete s 41
Figura 3.4: AlGOTITMI VCA ...ttt st e et e e te e e s aeesteeeesneesneente s 43
Figura 4.1: Metoda e pérgjysmores N8 Matlab ... 45
Figura 4.2: Rezultatet € Mmetod&s S& PEIGJYSIMOIES..........oiiiiiiieieieieire sttt 45
Figura 4.3: Paragitja grafike € P(x) = 2x% — 3X — 2., 45
Figura 4.4: Metoda e Newton-it Né Matlab..............cccooveiiiicii i 46
Figura 4.5: Rezultati i Metodés S& NEWLON-It.........c.cccveiiiiiiiieieee e 47
Figura 4.6: Metoda e Halley-it N€ Matlab.............ccccooveiiiii i 49
Figura 4.7: Rezultati i metodés s& Halley-it...........ccooveiiii e 49
Figura 4.8: Kodi i Metodés SE HOMMEI-It .........c.cciiiieiieiice e 51
Figura 4.9: Rezultati i Metodés SE HOMMEI-It.........cooiieiiie e 51
Figura 4.10: Metoda e Newton-it pér lokalizimin € rrENJEVE. .........ccccvveveieeie e 52
Figura 4.11: Rezultati i metodés sé Newton-it pér lokalizimin e rrénjéve ............cccocveveivieieennns 53
Figura 4.12: Paragitja grafike e funksionit P(x) = 3x2 4+ 4x — 5..cceeveeeeviieceeeeeece e 53
Figura 4.13: Kodi | Metodés NE STUMM-It .......cceciiiiiiiiccece e 54
Figura 4.14: Rezultati i metodés SE STUM-IT ........cviiiiiiie et 54
Figura 4.15: Gjetja e rrénjéve me metodén € StUM-it..........ccovveiiiiiciicic e 57
Figura 4.16: Rezultati i rrénjéve sipas metodés S& STUrM-it ...........ccovveieiiciie e 57
Figura 4.17: AlGOTIEMI VCA ...ttt bbb 59
Figura 4.18: Rezultatet @ KOGIt VCA .. ..o 59
Figura 4.19: Paraqitja grafike e P(x) = x* — 10x3 + 35x2 — 50X 4+ 24 ...ccoovererevrcecrereen, 60
Figura 4.20: 1zolimi i rrénjéve me metodén VCA, dhe pérafrimi me metodén e pérgjysmimit... 62



Abstrakti

Né kété punim kemi paragitur njé numér té konsiderueshém metodash pér izolimin e rrénjéve té
polinomeve, edhe até metoda grafike pér izolimin e rrénjéve, metoda analitike pér lokalizimin e
rrénjéve, Skema e Horner-it, metoda e Miller-it, metoda e Newton-it pér lokalizimin e rrénjéve,
metoda e Sturm-it dhe metoda e Vincent-it (metoda e Vincent-Akritas-Strzebonski dhe metoda e
Vincent-Collins-Akritas).

Gjithashtu, pérvec késaj, pér secilén metodé jané zgjidhur shembuyj, té cilét na kané shérbyer pér
té paré konkretisht pérparésité dhe mangésité e secilés metodé. Pér mé tepér, té gjitha kéto metoda
i jané nénshtruar edhe studimit né aspektin softuerik, pérkatésisht pérmes krijimit té€ kodeve né
Matlab, i cili na ka dhéné njé pasqyré té pastér pér secilén prej tyre, madje edhe e ka karakterizuar
shpejtésia dhe saktésia e zgjidhjes, gjé kjo mjaft e réndésishme pér izolimin e rrénjéve té

polinomeve.

Fjalét kyce: polinomet, izolimi i rrénjéve reale, efikasiteti, krahasimi i metodave pér izolim
té rrénjéve, Matlab, metoda e Sturm-it, metoda e Vincent-it, Geogebra.



Abstract

On this thesis have presented a considerable number of root isolation methods such as graphic
method, analytic method, Horner’s scheme, Muller’s scheme, Newton’s localization method,
Sturm’s method and Vincent’s (Vincent-Akritas-Strzebonski method and Vincent-Collins-Akritas
method).

Also, for all the above-mentioned methods we have solved some examples, while solving those
examples we presented some advantages and disadvantages of these methods. Furthermore all
these methods are solved using software methods, more specifically Matlab, where we get a clear
image and we can compare their speeds and their precisions, which is very important while

isolating roots.

Keywords: polynomials, real root isolation, efficiency, isolation method comparison, Matlab,

Sturm’s method, Vincent’s method, Geogebra.



Hyrje

Teoria e polinomeve pérbén njé teorité mé té pérhapura matematike, e gé trajtohet né degé té
ndryshme matematike, si né algjebér, analizé, si dhe né analizén numerike. Me fjalé tjera, ata zéné

njé vend té pazévendésueshém né teoriné e pérafrimeve, dhe jo vetém.

Aplikueshméria e tyre e gjeré ka gené njé ndér motivet kyce gé na shtyri né trajtimin e késaj
problematike. Duke marr né konsideraté se si teori éshté shumé e gjeré, ne u fokusuam vetém né
njé pjesé té saj té vecanté, até té gjetjes sé rrénjéve, mirépo me metoda té analizés numerike. Nuk
po themi se kemi théné gjithcka pér to, po megjithaté, pretendojmé se kemi hedhur né pah pjesé té

réndésishme té késaj Iémie.

Trajtimi i temés éshté béré né katér kapituj edhe até:

Né kapitullin e paré, do té japim njé véshtrim té pérgjithshém mbi polinomet, si pérkufizimet,
teoremat (lexo: vetité) mé themelore qé vlejné né pérgjithési pér polinomet, duke i ilusfruar ato

edhe me ndonjé shembull, ku e kemi paré té nevojshme.

Né kapitullin e dyté, jemi ndalur te disa metoda pér izolim té rrénjéve, gjithsejté gjashté sosh, ku
secila éshté trajtuar si temé mé vete dhe duke paragitur boshtin e idesé sé secilés prej tyre ,

kuptohet edhe duke i ilustruar edhe me shembuj konkret.

Né kapitullin e katérté, i kemi shtjelluar Sturm-it dhe Vincent-it, duke ja bashkangjitur atyre edhe
metodén Vincent-Akritas-Strzebonski dhe Vincent-Collins-Akritas. Pér té cilat, pérve¢ shembujve
gé do té japim duke i zgjidhur me metodat pérkatése, do té japim edhe kode né Matlab pér gjetjen
e rrénjéve té polinoméve pér softuerit té lartécekur, né té cilin jané dhéné kodet né formén qé té

zgjidhin problemin toné me metodat e sipérpérmendura.



Né kapitullin e katérté kemi véné né pah efikasitetin e softuerit Matlab né zgjidhjen e késaj
problematike, ku pérmes kétij programi jané dhéné kode pér secilén nga metodat gé éshté trajtuar
teoritikisht jané dhéné shembuj té zgjidhur pérmes tij, respektivisht metodés gé kemi trajtuar mé
herét.Njéherit, jané béré edhe krahasime né mes té metodave né shpejtésiné dhe saktésiné e

zgjidhjeve.

Le té pérmendim edhe kété se, disa nga grafiget e polinomeve , té cilat kané gené té nevojshme

pér konkretizim té temés jané realizuar me Geogebra.

Nuk marrim pérsipér té themi se kemi béré té pérkryerén, po se kemi dhéné mé té mirén.



1. Polinomet dhe rrénjét e polinomeve

1.1 Polinomet njévaribélshe

Pérkufizim 1.1 [1] Shprehja matematike e formés

PB,(x) =apx"+a;x" 1+ +a,_1x +a, (1.1)

polinom njévariabélsh i fuqisé n, ku a,, a4, ..., a,, jané koeficientét e polinomit, kurse n éshté njé
numér i ploté jonegativ dhe x quhet variabél.

Pérkufizim 1.2 Shkalla e polinomit (1.1) éshté mé e madhja prej n-ve pér té cilén a, = 0 (njé n
e tillé ekziston pasi bashkésia {i|a; # 0} éshté bashkési e fundme), shkallén e njé polinomi P do

ta shénojmé deg P.

Pérkufizim 1.3 Koeficientin prané shkallés mé té madhe e quajmé koeficienti kryesor.
Pérkufizim 1.4 Polinomi (1.1) quhet polinom linear nése deg(P,) = 1.

Pérkufizim 1.5 Njé polinom quhet monik nése koeficienti kryesor éshté 1 pra a, = 1

Pérkufizim 1.6 Nése njé polinom i ka té gjithé koeficientét a; = 0,i = 1,2, ..., n atéheré ky

polinom quhet polinom zero.

Pérkufizim 1.7 Nése pér ¢do a;, 0 < k < n kemi gé a; € R atéheré themi se polinomi (1.1) éshté

polinom real.

1.2 Rrénjét e polinomeve njévaribélshe
Pérkufizim 1.8 Le té jeté (1.1) njé polinom real dhe ¢ € R, atéheré elementin agc™ + a;c™ ! +

-+ a, e quajmé vlera e polinomit pér x = ¢ dhe e shénojmé me P(c).

Duke shfrytézuar mund té krijojmé njé funksion polinomial duke e paraqit ¢do x € R te rezultati

pérkatés P(x) = apx™ + a;x™ 1+ -+ a,_1x + ag [2]

Pérkufizim 1.9 Le té jeté (1.1) njé polinom real dhe ¢ € R. Themi se c éshté rrénjé e polinomit P
nése P(x) = 0 [3]
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1.3 Pérafrimi i rrénjéve duke shfrytézuar metoda iterative

Metodat iterative zakonisht kérkojné njé apo mé shumé pérafrime fillestare pér rrénjén(t) e
kérkuara té polinomit. Kjo shpesh paraget njé problem mé vete dhe ka teknika dhe metoda pér
gjetjen e tyre. Metoda mé e thjeshté pér té gjetur njé supozim éshté duke shikuar grafikun e
polinomit, gjé gé shpesh nuk éshté e mundur (p.sh. kur kemi té béjmé me polinome shumé
komplekse dhe té gjata). Disa nga kéto metoda do té tregohen mé voné dhe késhtu pér kété pjeseé.

1.3.1 Metoda e pérgjysmimit
Metoda mé e thjeshté pér gjetjen e njé pérafrimi mé té miré me njé rrénjé éshté metoda e

pérgjysmimit.

Teoremé 1.1 (Teorema e vlerés sé ndérmjetme [4]) Le té jeté f njé funksion né R. E marrim né
konsideraté intervalin I = [a, b] ashtu gé f éshté i vazhdueshém né até interval I dhe A € R ashtu

qé f(a) < A < f(b), atéheré ekziston njé c € [a, b], ashtu gé f(c) = A.

Supozojmé se funksioni f: R — R éshté i vazhdueshém né [a, b] dhe f(a) - f(b) < 0. Atéheré
sipas teoremés sé vlerés sé ndérmjetme duhet té keté té paktén njé rrénjé né intervalin [a, b].
Intervali mund té zgjidhet mjaftueshém i madh qé té keté mé shumé se njé rrénjé, por kjo nuk
paraget problem, pasi gé algoritmi i pérgjysmores gjithmoné do té konvergjojé né ndonjé rrénjé
a € [a, b] dhe njé interval mé té vogél gé pérmban vetém njé rrénjé. Megenése té gjitha funksionet
polinomiale jané té vazhdueshém [5], mund ta shfrytézojmé kété teoremé pér té krijuar njé

algoritém (shih Figura 1.1) i cili do te testohet né pjesén e katért.

funksion pérgjysmim (f,a, b, €)
a+b
2
nése x — a < c atéheré

1

2

3.

4. kthe ¢

5 nése f(a)f(x) < 0 atéheré

6 kthe pérgjysmim (f, a, x, €)

7 ndryshe

8 kthe pérgjysmim (f, x, b, €)
Figura 1.1: Metoda e pérgjysmimit

Né pjesén e katért té kétij punimi kemi njé shembull té metodés sé pérgjysmimit (shih Shembull
4.1).
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Shpejtésia e konvergjencés, pérderisa ¢cdo iteracion na jep njé pérafrim mé té miré té zgjidhjes sé
vérteté, algoritmi po konvergjon mjaft ngadalé. Né vazhdim do ta shqyrtojmé shpejtésiné e

konvergjencés.

Pérkufizim 1.10 Supozojmé se kemi njé varg numrash real x, x4, ... dhe njé numér real a ashtu
gé Ve € R,e >0 ekziston k € N ashtu qé VI > k,|x; —a| < e. Atéheré themi se vargu

konvergjon né pikén a dhe e shénojmé Igim X, = a. Pér njé varg themi se konvergjon linearisht

nése

lim la — %441 _

n-—o |a - xnl
pér ndonjé 0 < ¢ < 1. ¢ quhet koeficienti konvergjencés lineare té x,, né a.
Le té shénojmé x,, vlerén e n —té té x — it né Figura 1.1 atéheré

a = lim x,

n—-oo

1Tl
Ia—xnls[z] |b — al

I |a_xn+1|_l. 2_(n+1)|b—a|_1
oo |a—x,|  now 2°%b—a] 2

ku |b — a| éshté gjatésia e intervalit fillestar. Duke shfrytézuar Pérkufizim 1.10 themi se algoritmi

te Figura 1.1 konvergjon linearisht me koeficient te konvergjencés lineare % Kjo nuk do té thoté

domosdoshmérish se gabimi zvogélohet pér faktor % por mesatarisht zvogélohet pér faktor % Kjo

do té thoté se nevojiten péraférsisht 3.32 iteracione pér té llogaritur vetém njé shifér (log, 10).

Pengesa kryesore e kétij algoritmi éshté shumé i ngadalté, krahasuar veganérisht me metodat e
tjera té pérshkruara né pjesét vijuese. Nga ana tjetér, metoda e pérgjysmimit ka disa pérparési. E
para prej tyre éshté gé éshté e garantuar té konvergjojé nése plotésohen parakushtet. E dyta éshté
ekzistenca e njé kufiri t& arsyeshém té gabimit. Kjo metodé siguron kufijté e sipérm dhe t& poshtém
té rrénjés né cdo iteracion dhe i pérket klasés sé metodave té quajtura metodat e mbylljes [6].
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1.3.2 Metoda e Newton-it pér pérafrim té rrénjéve

Metoda e Newton-it (nganjéheré e quajtur edhe metoda Newton-Raphson sa pér ta dalluar nga
metoda e Newton-it pér izolimin e rrénjéve), éshté njé tjetér metodé pér té gjetur pérafrim mé té
miré té njé rrénje té njé funksioni real polinomial (ose né pérgjithési, ¢cdo funksion me vlera reale).
Ideja themelore e metodés bazohet né faktin se duke pasur parasysh njé vleré fillestare x,, gé éshté
mjaftueshém afér rrénjés, mund té pérafroni funksionin duke llogaritur tangjenten e tij né pikén
(xo,P(xo)). Pastaj, mund té pérdoret piképrerja e tangjentés me boshtin x, i cili zakonisht ofron
njé pérafrim mé té miré dhe pérsérit kété proces pafundésisht [6] (ose derisa té arrihet saktésia e

déshiruar).

Supozojmé se funksioni real P(x) éshté i diferencueshém né intervalin [a, b] dhe se kemi njé
pérafrim x,. Duke shfrytézuar kalkulusin mund té gjejmé njé pérafrim mé té miré pér x, si né

vazhdim.
NEé fillim e njehsojmé koeficientin e drejtimit m té tangjentés

_ P(x1) — P(xo)
m=
xl_xo

Pasi e kérkojmé piképrerjen e tangjentés dhe boshtit x zévendésojmé te P(x;) me 0 dhe fitojmé

_ P(x0)
m

X1 = Xp

Pasi qé m éshté koeficienti i drejtimit té tangjentés, kété mund ta shénojmé edhe si derivati i P né

pikén x, nga fitojmé

e = o — P(x,)
1 0 PI(XO)
Duke e gjeneralizuar kété proces fitojmé
P (xn)

Xn+1 = Xn — Pl(x ) (12)
n

Megenése té gjithé funksionet polinomiale jané té diferencueshém, ne mund ta aplikojmé kété

formulé pér problemet tona. Metoda e Njutonit éshté jashtézakonisht e fugishme dhe njé nga

13



teknikat mé té njohura pér gjetjen e rrénjéve, pasi éshté mjaft e lehté pér t'u zbatuar dhe konvergjon

shumeé shpejt.

Teoremé 1.2 [6] Supozojmé se P(x), P'(x) dhe P (x) jané té vazhdueshém pér ¢do x né rrethinén
[=[a—¢a+c¢e]ea, ku a éshté njé rrénjé e P dhe P'(x) # Vx € I. Atéheré nése x, éshté

mjaftueshém afér «r, atéheré iteracionet x,,n = 0 te (1.2) do té konvergjojné né a. Gjithashtu

i (&~ Xne1) _ P ()

o —x)? 2P (a)

tregon se konvergjenca éshté kuadratike.
Sidoqofté, kjo metodé ka disa mangési.

Sé pari, vetém duke vézhguar ekuacionin, mund té shohim se nése x,, éshté i maksimum ose
minimum lokal, atéheré x,,,, éshté i papércaktuar, pasi P'(x,) = 0 (gé do té thoté se tangjente

éshté paralele me boshtin x).

Sé dyti, pér ndonjé funksion polinomial, metoda mund té hyjé né njé cikél té pafundém. Kjo ndodh
nése, pér shembull, x; jep si rezultat x, = x,, duke béré gé metoda té alternohet midis kétyre dy

rezultateve pafundésisht.

Sé treti, nése supozimi fillestar nuk éshté mjaft i afért ose derivati i paré nuk sillet miré né aférsi
té njé rrethine specifike, metoda mund ta kalojé kété rrénjé pasi tangjente do ta pret boshtin x afér
njé rrénje tjetér. Kjo mund té paragesé njé problem, nése jemi duke kérkuar njé rrénjé qé gjendet

né njé interval [a, b], por nuk paraget problem nése thjesht kérkojmé ndonjé rrénjé té njé polinomi.

Sé fundmi, nése rrénja ka shuméfishitet mé t& madhe se njé (d.m.th. derivati i paré i funksionit
polinomial né rrénjé éshté gjithashtu zero), atéheré konvergjenca né kété rrénjé éshté lineare, gjé

gé nuk na ndihmon sepse mund ta shfrytézojmé metodén e pérgjysmimit pasi ishte mé e thjeshté

Teoremé 1.3 Nése rrénja e njé polinomi P(x) ka shuméfishitet mé té madh se njé atéheré

konvergjenca éshté lineare

Vértetim: Le té jeté P(x) njé funksion polinomial me njé rrénjé a qé ka shuméfishitet m > 1, pra

P(x) = (x —a)™g(x). Supozojmé se x, éshté mjaftueshém afér a si¢c né Teoremé 1.2 ,atéheré

14



B (xn — @)™ g (xp)
m(x, — )™ 1g(x,) + (x, — a)mg'&n)

Xn+1 = Xn

@9l
mg(xn) + (xn - a)gl(xn)

_xTL

— xn(mg(xn) + (xn - a)g’(xn)) - (xn - a)g(xn)
myg (xn) + (xn - a)g,(xn)

— Xn (mg(xn) - 1) + Xn (xn - a)g’(xn) - ag(xn)
mg (xn) + (xn - a)g’(xn)

qé kur afrohemi afér rrénjés x,, ~ a na jep

m—-1 «a
e e

m-—1
Xpoq = (xp — a)7+ a

prej nga konkludojmé se

. |a_xn+1| m-—1
lim =
n-ow |@ — x,| m

qé sipas Pérkufizim 1.10 kemi se konvergjon linearisht.

Pér té vlerésuar gabimin dhe pér té siguruar kufijté e gabimit té llogaritjes soné, do té duhet té

pérdorim njé variacion té teoremés sé vlerés mesme.

Teoremé 1.4 (Teorema e vlerés sé mesme [7]) Le té jeté P(x) njé polinom real dhe a dhe b dy

numra real ashtu qé a < b. Atéheré ekziston njé ¢ € (a, b) ashtu gé

P =[O I@

—a

Théné ndryshe, teorema thoté se né njé lakore, e cila fillon né pikén a dhe pérfundon né pikén b,
ekziston té paktén njé piké né té cilén tangjenta e tangjenta éshté paralele me sekantén gé lidh dy

pikat e skajshme. Duke pérdorur kété teoremé né njé funksion polinomial =P me njé rrénjé a dhe

njé pérafrim x,, @ < x, marrim
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P(x,) — P(a)
Xp— @

P’((n) =
ku ¢, gjendet né mes a dhe x,,. Pasigé a éshté rrénjé e P ekuacioni i mésipérm mund té shprehet
Si

_P(xn)
()

a—x, =

Ngjashém nése x,, < a do té arrijmé te e njéjta formulé. Nése P’ (x) nuk ndryshon vazhdimisht né

mes x,, dhe «a atéheré P'({,) =~ P'(x,). Duke e kombinuar me pérkufizimin e metodés sé Newton-

it kemi
n P/(xn) n+1 n
gé na jep gabimin absolut
A= Xn = Xnt1 — Xn (1-3)
dhe gabimin relativ
a_xnzxn+1_xn (1.4)

a Xn+1
Duke shfrytézuar formulén (1.2) dhe ekuacionet (1.3) dhe (1.4) mund té krijojmé algoritmin e

metodés sé Newton-it (shih Figura 1.3)
Né pjesén e katért kemi njé shembull té€ koduar né Matlab, (shih Shembull 4.2)

Né
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Figura 1.2: Paragitja grafike e metodés sé Newton-it pér pérafrimin e rrénjéve

funksion pérgjysmim (f, f', a, b, e, max)
2

err <1
péri « 1,max
emeéruesi « f'(x)
nése emeéruesi=0 atéheré
err «1

kthe err, x,
f(x0)

eméruesi

) < e) dhe (Jx; — x,| < ) atéheré

X1 < Xg

nése (

err <0
kthe err, x;
nése x; < a 0se x; > b atéheré
err « 3
kthe err, x;
Xo < X1
kthe err, x;
Figura 1.3: Algoritmi i metodés sé Newton-it

1.3.3 Metoda e Halley-it

Eshté eméruar sipas Edmond Halley, éshté njé metodé gé pérveg derivatit té paré shfrytézon edhe
derivatin e dyté. Pérderisa metoda e Newton-it mund té shprehet gjeometrikisht si njé seri
tangjentash rrénjét e té cilave konvergjojné né rrénjén e funksionit, pér metodén e Halley nuk ka

interpretim kaq té garté. Sidogofté, metoda e Newton-it mund té pérfitohet nga polinomi i rendit
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té paré té Taylor-it, metoda e Halley mund té nxirret pérfitohet nga polinomi i rendit té dyté Taylor-
it [8].

P" (xn)
2!

y(x) = P(xn) + P’(xn)(x - xn) + (x - xn)z

ku x,, éshté njé pérafrim i x ashtu gé P(x) = 0. Pasi qé objektivi éshté té& njehsojmé pikén x,,,,
ku funksioni y e pret boshtin x, e marrim y(x) = 0 pastaj e zgjedhim ekuacionin

P" (xn)

21 (xn+1 - xn)z

0 =P(xp) + P (xp) (Xpy1 — x5) +

Pér x,,.,. Nga [8] kemi dhe nga thjeshtimi i ekuacionit kemi se

. P(x,)
n+l1 — An T
P"(x
P + 280 ()
.. .. _ _ P(xn) .
duke zévendésuar x,,.; — x,, me PO nga (1.2), kemi

. 2PCa)P ()
LT T P G + 2P ()P ()

gé njihet si metoda e Halley-it.

(L5)

Shpejtésia e konvergjencés, metoda e Halley-it konvergjon né rrénjén né ményré kubike [9] [10],
né krahasim me metodén e Njutonit, e cila konvergjon né ményré kuadratike. Vértetimi i
konvergjencés kubike éshté i ngjashém me vértetimin e metodés sé Newton-it, duke pérdorur
zgjerimin e serisé Taylor. Konvergjenca kubike arrihet me koston e llogaritjeve mé komplekse né
cdo iteracion. Pérvec késaj, nése derivati i dyté éshté afér apo saktésisht 0 atéheré shpejtésia e
konvergjencés éshté shumé e ngjashme me até té metodés sé Newton-it. Algoritmi i Halley éshté
I ngjashém me até té Newton-it, ve¢se kemi si funksion (1.4). Né pjesén e katért kemi njé shembull
(shih Shembull 4.3.)
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2. Disa metoda pér izolim té rrénjéve

Pérderisa né kapitullin e méparshém u pérgendruam né arritjen e njé pérafrimi mé té miré té njé

rrénje té vetme, né kété kapitull do té pérgendrohemi né zgjidhjen e funksioneve polinom dhe

izolimin e rrénjéve.

Le té jeté (1.1) njé polinom i shkallés n.

Njehsimi i rrénjéve té tij mund té béhet me metoda té ndryshme té diskutuara mé sipér, por

ekzistojné edhe metoda tjera gé jané mé té pérshtatshme pér polinomet algjebrike. Do té

kufizohemi né njérén prej tyre duke supozuar se koeficientét a,, a4, ..., a,, jané numra real. Do ti

kérkojmé vetém rrénjét reale té€ kétyre polinomeve por edhe rrénjét komplekse mund te gjinden

me pak ndryshime. Sé pari po i kujtojmé disa veti té polinomeve algjebrike:

1

Cdo polinom i fuqisé n i ka gjithsej n rrénjé reale ose komplekse duke numéruar rrénjét e
shuméfishta aq heré sa ¢‘kané shuméfishitetin.
Né qofté se xq,x,, ..., x,, jané rrénjé té polinomit (1.1) me shuméfishitet pérkatésisht

P1, P2, - Pm atéheré ai shkruhet
P,(x) = ag(x — x)P1(x — x,)P2 ... (x — x,,,)Pm
kupl‘l‘ pz-l—--.-l-pm =n

Né qofté se té gjithé koeficientét a,, a4, ..., a,, jané numra realé atéheré rrénjét komplekse
té (1.1) jané dy nga dy té konjuguara.

Polinomi
Qn(x) = apx™ + ap_1x™ 1+ -+ ayx + aq

gé merret duke ndérruar renditje e koeficientéve té (1.1) né té kundért, ka pér rrénjé té

anasjellat e P, (x), domethéné, né qofté se x = x, # 0 éshté rrénjé e B, (x) atéheré xi doté
0

jeté rrénjé e Q,,(x) dhe anasjelltas.
Né qofté se P,(x) i ka rrénjét si tek vetia 2, atéheré polinomi
R,(x) = ag(x — x )P (x — x,)P27 1 .. (x — x,,)Pm 1
Eshté pjesétuesi mé i madh i pérbashkét i P,(x)dhe P’,,(x). Né kéto kushte polinomi
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_ kM

T = 2.0

ka koeficient realé dhe rrénjét x,, x, ..., x,, té thjeshta.

Le té jené P(x) dhe Q(x) polinome té fugisé té shumtén n. Né qofté se xy, x5, ..., x,, Ku

m > n, jané numra té ndryshém dhe
P(x;)) =Q(x;)) péri=1,2,..,m
atéheré
P(x) = Q(x)
pér té gjitha vlerat e x-it.
Le té jené x4, x5, ..., X, n rrénjét e (1.1), atéheré jané té vérteta kéto barazime

p

n
a, = —aq Z X;
i=1
< n
a, = aoz xi, % = ao(X122 + X123 + -+ XX 4 0+ X1 Xy)
i<
\ a, = (=D"ayx1x3 ... Xp,

. Shénojmé A = max{|a,|, |a;|, ..., |a,|}, B = max{|a,|, |a4], ..., |a,_1|} atéheré té gjitha
rrénjét ex,té P, (x) plotésojné kushtin
1 A
r=—-—p <l <1+ —=R

1+ l2
|ax

. Vetia e Lagrange-it. Supozojmé gé a;,i =0,1,2,...,n jané numra realé dhe a, >

0,a_k(k = 1) éshté koeficienti i paré negativ i polinomit B, (x) atéheré numri

ku C éshté koeficienti negativ mé i madh né vleré absolute, shérben si kufi i sipérm pér

rrénjét pozitive
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10. Vetia e Newton-it. Né qofté se x =C polinomi P(x) e derivatet e tij
P'(x),P" (x), ..., P™ (x) jané jonegativé dhe P™(C) > 0, atéheré C mund t& merret si kufi
sipérm pér rrénjét pozitive P(x).

11. Vetia e Descartes-it. Numri i rrénjéve pozitive té (1.1) 8shté sa numri i ndérrimit té shenjave
né vargun e koeficientéve ay,aq, ..., a,. Rrénjét e shuméfishta numérohen aq heré sa

shuméfishiteti i tyre dhe koeficientét e barabarté me zero nuk numérohen.

Pér té gjetur rrénjét reale té ekuacionit me njé saktési té déshiruar, me ané té ndonjérés metodé

iterative sé pari duhet té gjejmé njé pérafrim.

Njé pérafrim fillestar gjendet zakonisht duke lokalizuar rrénjén me ndonjérén nga metodat té cilét

mundésojné até.

Si metoda té tilla njihen:

2.1 Metoda grafike pér izolimin e rrénjéve,

Shpeshheré kjo metodé éshté mé e pérshtatur pér gjetjen e intervalit né té cilén gjenden zerot e
funksionit. Kjo metodé bazohet né faktin gé rrénjé e funksionit éshté pikérisht pika ku grafiku i
funksionit e pret boshtin x. Né rastin kur té vizatuarit e grafikut &shté mé e komplikuar, atéheré
funksionin P(x) = 0 e shkruajmé né trajtén P;(x) = P,(x) dhe duke studiuar grafikét e

funksioneve y; = P,(x) dhe y, = P,(x) gjejmé intervalin né té cilén gjenden rrénjét e funksionit.

Shembull 2.1 Té lokalizohen rrénjét e ekuacioneve me metodén grafike

a) x>—8x+5=0
b) x> +2x—-4=0
Zgjidhje:
a) NEé bazé té asaj qé e cekém mé larté, ekuacionin x3 — 8x + 5 = 0 mund ta shénojmé né
formén x3=8x—5 . Né kété rast ne duhet t& vizatojmé né sistemin kénddrejté

koordinativ lakoren e funksionit P(x) = x3 dhe drejtézén e funksionit linear Q (x) = 8x —

5. Vlerat pér funksionet P(x) dhe Q(x) jané paraqitur né Tabela 2.1
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Tabela 2.1: Vlerat pér funksionet P(x) = x3 dhe Q(x) = 8x — 5

x -3 -2 -1 0 1 |2 3
P(x) = x3 27 | -8 -1 0 1 |8 27
Q(x) =8x—5 29 |21 13 5 3 |11 19

Né Figura 2.1 jané paraqitur grafikisht funksionet P(x) dhe Q(x)

P(z) =a*

.7} P(x) =8x—3

-25
-26
=27

-28

-28

-30

-3

-32

Figura 2.1: Paragitja grafike e P(x) dhe Q(x)
Nga grafiget e funksioneve shohim se ekuacioni x> — 8x + 5 = 0 ka tre rrénjé dhe ato ndodhen
né intervalet (—3.5,—3), (0,1) dhe (2,3).

c) Ngjashém si shembullin paraprak, ekuacionin x3 + 2x —4 = 0 mund ta shénojmé né
formén x3 = —2x + 4. Vizatojmé tani né sistemin kénddrejté koordinativ lakoren e
funksionit P(x) = x> dhe drejtézén e funksionit linear Q(x) = —2x + 4. Vlerat pér

funksionet P(x) dhe Q(x) jané paragitur né Tabela 2.2

Tabela 2.2: Vlerat pér funksionet P(x) = x3 dhe Q(x) = —2x + 4

X -2 -1 0 1 2
P(x) = x3 -8 -1 0 1 8
Qx) = —2x+4 8 6 4 2 0
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Né Figura 2.2 jané paraqitur grafikisht funksionet P(x) dhe Q(x)

8

4

Figura 2.2: Paragitja grafike e P(x) dhe Q(x)

Nga grafiku shohim se ekuacioni x3 + 2x — 4 = 0 ka njé rrénjé reale né intervalin (1, 2) dhe dy

rrénjé komplekse té konjuguara (megé D > 0).
2.2 Metoda analitike pér lokalizimin e rrénjéve

Né gofté se funksioni P(x) = 0 éshté funksion i vazhdueshém né intervalin (a, b) dhe né qofté se
né skajet e intervalit meré vlera me shenja té kundérta, d.m.th P(a)Q(b) < 0, atéheré intervali
(a,b) pérmban té paktén njé rrénjé té P(x). Né qofté se P'(x) ruan edhe shenjén né intervalin

(a, b) atéheré rrénja éshté e vetme.

Shembull 2.2 Té lokalizohen rrénjét e ekuacioneve me metodén analitike

a) x>—8x+5=0
b) x3+2x—4=0

Zgjidhje:
a) Meqé ekuacioni x3 — 8x + 5 = 0 éshté ekuacion polinomial ai éshté edhe i vazhdueshém i cili

ka derivat P'(x) = 3x2 — 8. Shgyrtojmé shenjat né tabelén né Tabela 2.3.
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Tabela 2.3: Tabela e shenjave pér disa vlera té x3 — 8x + 5 dhe 3x% — 8

X -4 -3 -2 -15 -1 0 1 15 2 g 4
Sgn (x3 —8x+5) - + + + + P - - + +
Sgn (3x% — 8) + + + N - _ + + -

Nga tabela shihet se ekuacioni x> — 8x + 5 = 0 ka rrénjé né intervalet (—4, —3), (0, 1) dhe (2, 3).
Megé P’'(x) = 3x? — 8 ruan edhe shenjén né kéto intervale, atéheré konstatojmé se né kéto

intervale ka rrénjé té vetme.

b) Meqé ekuacioni x3 + 2x — 4 = 0 éshté ekuacion polinomial ai éshté edhe i vazhdueshém i cili

ka derivat P'(x) = 3x2 + 2. Shqyrtojmé shenjat né tabelén né Tabela 2.4.

Tabela 2.4: Tabela e shenjave pér x3 + 2x — 4 dhe 3x2 + 2

X -3 -2 -1 0 1 2 3
Sgn (x3 + 2x — 4) - - - - + +
Sgn (3x% + 2) + + + + + +

Nga tabela shihet se ekuacioni x3 + 2x — 4 = 0 ndron shenjén né intervalin (1,2), prandaj né
kété interval ai ka rrénjé. Megé P'(x) = 3x2 + 2 ruan edhe shenjén né kété interval, atéheré

konstatojmé se né kété interval ka rrénjé té vetme.

2.3 Skema e Horner-it

Metoda e Horner-it mbéshtetet né até gé njihet si themelore teorema e algjebrés.

Teoremé 2.1 (Teorema themelore e algjebrés [11]) Pér ¢cdo n>1 dhe pér ¢cdo polinomi
njévariabélsh P me koeficienté komplekse té tillé gé shkalla e P éshté n, polinomi P ka té paktén

njé rrénjé komplekse.
Prej késaj teoreme kemi disa rrjedhime, si:
Rrjedhim 2.1 Cdo polinom njévariabélsh P i shkallés n > 1 ka saktésish n rrénjé

Rrjedhim 2.2 Cdo polinom njévariabélsh P i shkallés n > 1 mund té faktorizohet si P =

(x—2z)(x—2z) ...(x — z,) kKU 24, 2, ..., z, jané rrénjét komplekse té P

Rrjedhim 2.3 Cdo polinom real njévariabélsh P i shkallés n > 1 mund té faktorizohet si P =
(x—z)(x—2zy) ... (x — z,)g(x) kKU 24, 2, ..., Z,,, jané rrénjét reale t€ P, m < n dhe g(x) éshté

I pazbérthyeshém né R.
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Implikimi i Rrjedhim 2.3 éshté se ne mund té fillojmé duke gjetur ndonjé rrénjé a té P(x), pastaj
pjesétojmé P(x) me faktorin (x — a) pér té fituar P;(x) i tillé gé P(x) = (x — a )P, (x) dhe
pérséritni procesin pér P, (x) derisa té arrijmé né B, (x) té tillé qé té jeté i pazbérthyeshém né R
(d.m.th. té mos keté rrénjé reale). Pér shkak se pas ¢do hapi pjesétojmé me njé faktor linear, mund
té shfrytézojmé njé tekniké efikase pér pjesétim qé njihet si Metoda e Horner-it e pérshkruar né
[12].

Pérparésité e algoritmit t€ metodés sé Horner-it jané efikasiteti i pjesétimit dhe thjeshtésia, té cilat
né kombinim me metodén e Newton-it rezultojné né njé algoritém té shpejté. Nga ana tjetér,
pjesétimi né secilin iteracion prodhon njé gabim vogél né precizion, gé pas disa iteracioneve mund

té shkaktojé mospérputhje mé té madhe né rrénjét méfundme sesa gé déshironim.

Né qofté se kérkohet vlera e polinomit né njé piké x ajo mund té njehsohet drejtpérdrejté duke
shfrytézuar metodén e tangjentés (Metoda e Newton-it pér pérafrimin e rrénjéve) [1], duke kryer
2n — 1 veprime shumézimi dhe n veprime mbledhjeje gjithsej 3n — 1 veprime. Pér té pakésuar
numrin e veprimeve, gjé e cila ka réndési sepse vlera e polinomit njehsohet shumé heré, B, (x)

vihet né trajtén:
P,(x) =(.(apx+a)x+a)x+ +a,_1)x+a,

Po té shénojmé me b, = a, dhe by, b,, ... b,,_; pérkatésisht kllapat e vogla, nga mé e brendshmja

tek mé e jashtmja, kemi

b, =a, + b,_1x

dhe b,-ja jep vlerén e polinomit né pikén x. P&r pérdorim praktik algoritmi i mésipérm paragitet

né trajtén:
bo = aO

b, =a; +b_1x pér k=12, ...,n
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Ky algoritém quhet edhe skema e Horner-it, pér njehsimin e vlerés sé polinomit me kété metodé
duhen kryer n shumézime dhe n mbledhje, pra gjithsej 2n veprime qé éshté g e numrit té veprimeve

té kryera me metodén klasike.

Skema e Horner-it, mund té pérdoret edhe pér pjesétimin e njé polinomi me njé faktor linear x —

a. Le ta zémé se (1.1) pjesétohet me x — a atéheré
Py(x) = (x —a)Qn-1(x) + R
ku Q,,_1(x) éshté polinom i fugisé n — 1 dhe R konstante.
Né qofté se shénojmé by, b, ..., b,,_, koeficientét e Q,,_, (x) atéheré
apx™ + a;x™ t+ -t a g x+a, = (x —a)(box™ 1t + byx" 2+ -+ by_ox+by_1) +R
Barazojmé koeficientét prané kufizave me fuqi té njéjté
ap = by

a, = bl _boa

Ap-1 = by—1 —bya
a, =R —b,_qa

Shénojmé tani R = b, dhe nxjerrim b; né funksion té a; fitohet pérséri skema e mésipérme e

Horner-it pér njehsimin e by (k = 1,2, ...,n — 1) dhe R-sé.

2.4 Metoda e Maller-it
Kjo metodé éshté né njé faré kuptimi, pérgjithésimi i asaj té preréses sepse vargu i pérafrimeve té
rrénjéve ndértohet duke marré prerjen e njé parabole gé kalon nga tri pika me boshtin e x-ve, né

vend té preréses gé kalonte né dy pika.
Supozojmé se njihen tri pika té vijés y = P(x)

(xi—Z' Pi—Z)’ (xi—1; Pi—l) dhe (xi' Pl)
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ku P; = P(x;) pér i = 1,2,... dhe P(x) éshté polinomi (1.1) por me koeficient ndoshta edhe

kompleksé.
Le té jeté

y=ax?+bx+c (2.1)
ekuacioni i parabolés gé kalon népér tri pikat e dhéna. Atéheré kané ven barazimet

ax?, +bx? ,+c=P_,
ax? ,+bxt,+c=P_4 (2.2)
ax? + bx? +c =P

Ky sistem ekuacionesh ka njé zgjidhje té vetme, sepse pércaktori i tij (determinanta) éshté e tipit

té Vandermond-it pra i ndryshém nga zero
Det = (x;—1 — x;2)(x; = x;2)(Xi—1 — %) # 0

Duke zgjidhur (2.2) me rregullat e Kramer-it, gjejmé:

4 (Crimy = x)Pi_y + (; — x;-2)Pig + (Xi—y — %1 P;)
B Det

((xiz — X7 )Piq + (6} = xP)Pig + (6P, — xiz—z)Pi)
Det

2 2 2 2 2 2 2
((xi—l = X Xi—1)Pip + (X7 Xi—p — X7 5)Pioq + (XX — Xi_q — xi—lxi—Z)PL‘)

Det

Cc =

Zévendésojmé a, b, c tek (2.1)

_ (x —x)(x — x;-1) P .4 (x —x;-2) (x — x;)

(i1 = xi-2) (G — xi22) 2 (img — xi—2) (tig — X;)
(x — x;—2)(x — x;_1)
(g — x-2) (6 — xi-1)

Béjmé kéto shénime me u dhe q:

P4
2.3)

P;

_ (x —x;)
B (x; — Xi—1)

27



(x; — xi-1)

7= (Xi—1 — Xi—3)
gé nga
(x —x;-1)
1+4u=——"-—
(x; — x-1)
(x; — x-2)
1+4g=———"
1 (Xi—1 — Xi—2)
Dhe mé tej

(x—x)x—x-1) ul+wq?

(g —x) (g —x5)  1+¢q
(x-f : il:gglx—l)x) =—u(l+q+uq) (2.9)
(c—x2)(x—x4) 1+q+uq
O —xi) O — Xiq) (1+u) 1+gq

| zévendésojmé shprehjet (2.4) tek ekuacioni (2.3)

y =u?(q*Pi; —q(1 — )Py + (1 + 2q)P) + u(q®Pi; — (1 + @)*Piy + (1 + 2q)P)

Si pikeé té re x;,; do marrim prerjen e késaj parabole me boshtin Ox.
Duke shénuar atéheré me
A=(q?Pi2—q(1 — )Py + (1 +2q)P)
B =(q°Pi-; — (14 q)*Pi-y + (1 + 2q)P)
C=1+q)P
merret metoda e Muller-it ose ndryshe e njohur si metoda e parabolave:

2C
3Ci+1=9fi—(xi—xi—1)Bi BZ = 4AC

(2.5)
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Shenja prané rrénjés katrore zgjidhet né ményré té tillé qé eméruesi té keté veré absolute mé té
madhe. Kjo zgjedhje shmang gabimin e fshirjes dhe siguron gé x;,, té jeté mé afér vlerés x;.
Procesi vazhdon duke ndértuar njé parabolé, tani me ané té pikave x;_,, x;, x;;, dhe vlerave
pérkatése té polinomit (1.1). Duket gé metoda e Muller-it éshté trehapéshe dhe kérkon tre vlera
fillestare pér té filluar. Zakonisht si té tillamerren x, = —1,x; = 1 dhe x, = 0 dhe vlerat pérkatése
té polinomit (1.1) d.m.th.

P(x9) = ap_y — Qn_q + an, P(x1) = an_p + an_y + ay, P(xz) = a,
Késaj zgjedhjeje i pérgjigjet parabola prerése:

Py(x) = ap_yx? + ap_1x + a,

Figura 2.3: Metoda e Miiller-it

Metoda e Miiller-it éshté e pérshtatshme pér polinome me shkallé té larté, por ajo mund té pérdoret
me sukses edhe pér funksione gé nuk jané polinome, né rastin kor derivatet njehsohen me

véshtirési, mbasi kéto té fundit nuk ndérhyjné né formulén (2.5).

2.5 Metoda e Newton-it pér lokalizimin e rrénjéve
Bazé e késaj metode éshté pohimi i méposhtém:

Pohim 2.1: Né& qofté se pér njé vleré x = a, polinomi P(x) dhe té gjithé derivatet e tij
P'(x),P" (x), ..., P (x) jané pozitive atéheré numri x = a éshté kufi i sipérm i rrénjéve pozitive

té polinomit P(x).
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Pér té caktuar kufirin e poshtém té rrénjéve pozitive té polinomit P(x) e shfrytézojmé

z8vendésimin x = > nga ku fitojmé

P(x) =apx"+ax" 1+ +a,_1x+a,

n-1

g (%> - o (%)n T (%) Tt ana (%) +a, /- ym

1
y*-f (;) =atay+ -t a1y +ay” = Q)

Né gofté se b éshté kufi i sipérm i rrénjéve pozitive té polinomit Q(y) atéheré % éshté kufi i

poshtém i rrénjés pozitive té polinomit P(x) pra rrénjét pozitive do té shtrihen né intervalin (% a).

Nése né polinomin P(x) zévendésojmé x = — i atéheré fitojmé polinomin

h(z) =z"-P (—;)

Né qofté se d éshté kufi i sipérm i rrénjéve reale pozitive té polinomit h(z) atéheré —% éshté kufi
i Sipérm i rrénjés negative té polinomit P(x).

Nése né polinomin P(x) zévendésojmé x = —u atéheré fitojmé polinomin k(u). Né qofté se ¢
éshté kufi i sipérm i rrénjéve reale pozitive té polinomit k(u) atéheré —c éshté kufi i poshtém i

rrénjés negative té polinomit P(x). Késhtu rrénjét negative do té shtrihen né intervalin (—c, — %).

Shembull 2.3 Té lokalizohen rrénjét e ekuacionit P(x) = x3 + 2x? — 5x — 6 me metodén e

Newton-it.
Zgjidhje:
Gjejmé derivatet e f(x)
P'(x) =3x*>+4x -5
P"(x) =6x+4

P (x) = 6
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Gjejmé njé vleré té x pér té cilén do té vlejé P(x) > 0, P'(x) > 0, P""(x) > 0 dhe P"""(x) > 0.
Pérx =1kemi P(1) <0
Pérx =2kemi P(2) =0

Pérx = 3 kemi P(3) > 0,P'(3) > 0,P"(3) > 0dhe P""'(3) > 0, nga rrjedhé se x = a = 3, pra

kufi i sipérm i rrénjéve reale pozitive té polinomit P(x) éshté 3.
Pér té caktuar kufirin e poshtém té rrénjéve pozitive té polinomit f(x) zévendésojmé x = % pra:
P()=G) +2() -5() - -y
y y y y Y

1
3P<_
Y y

~——
Il

1+ 2y —5y*—6y3 /- (—1)

3 1 3 2
-y P(;)=6y +5y“ -2y —-1=0Q()

Q) =6y*+5y*—2y—1
Gjejmé derivatet e Q(y)
Q'(y) =18y% + 10y — 2
Q"(y) =36y + 10
Q" (y) =36
Péry =1kemiQ(1) >0,Q'(1)>0,Q"(1) >0dhe Q""(1) > 0ngarrjedhése y = b =1, pra
kufi i poshtém i rrénjéve reale pozitive té polinomit P(x) éshté% = % =1.

Pra rrénjét pozitive do té shtrihen né intervalin (% a) = (1,3).

Pér té gjetur rrénjét e sipérme negative té polinomit P(x) sé pari duhet t€ marrim zévendésimin

x = —idhe kemi

(D= () a2 o)



P(——)z—l+£+g—6 /- (=2%)

z3  z2

1
—Z3'P<—E) =6z3—5z2-2z+1=h(2)

h(z) =6z3—-5z2-2z+1
Gjejmé derivatet e h(z)
h'(z) = 18z2 — 10z — 2
h''(z) =36z —10
h'"'(z) =36
Pérz=1kemi h(1) =0
Pérz =2 kemi h(2) > 0,h'(2) > 0,h"(2) > 0dhe h"""(2) > 0 ngarrjedhése z =d = 2, pra

kufi i sipérm i rrénjéve reale negative té polinomit P(x) éshté —% = —% :

Pér té gjetur rrénjét e poshtém negative té polinomit P(x) sé pari duhet t¢ marim zavendésimin

x = —u dhe kemi
P(—u) = (—u)® 4+ 2(—u)? —-5(-u) — 6
P(—u) =—-u*+2u®>+5u—=6 /(1)
P(—u) =u®—2u® —5u+ 6 = k(u)
k(w)=u3—-2u®>-5u+6
Gjejmé derivatet e k(u)
k'(u) =3u®?—4u—>5
k"(u)=6u—4
K" (1) = 6
Péru=1kemik(1) =0
Péru =2 kemi k(2) <0
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Péru =3 kemik(3) =0

Péru = 4 kemi k(4) > 0, k'(4) > 0, k"' (4) > 0 dhe k""" (4) > 0 ngarrjedhé se u = ¢ = 4. Né
qofté se ¢ éshté kufi i sipérm i rrénjéve reale pozitive té polinomit k(u) atéheré - c = —4 éshté

kufi i poshtém i rrénjés negative té polinomit P (x)

1

Késhtu rrénjét negative do té shtrihen né intervalin (—4, - E)' (shih Shembull 4.5)

2.6 Rregulla e Descartes-it pér shenjat
Rregulli i Descartes-it pérdoret pér té pércaktuar numrin e zerove reale té njé funksioni polinom.
Kjo rregull na tregon se numri i zero pozitive reale né njé funksion polinomial P(x), qé éshté i
njéjté me numrin e ndryshimeve té shenjave té koeficientéve ose mé i vogél se ajo vleré pér njé
numér ¢ift. Numri i zerove reale negative té€ P(x) éshté i barabarté me numrin e ndryshimeve né

shenjén e koeficientéve té termave té P(—x) ose mé pak se kjo pér njé numér cift.
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3. Metoda e Sturm-it dhe Vincent-it

Né kété pjesé, do té paragesim tre algoritme gé synojné té izolojné rrénjét né intervale mé té vogla
té ndara, secili pérmban saktésisht njé rrénjé. Pastaj, duke pérdorur kombinimin e algoritmeve té
paragitur né kapitullin e méparshém, do té pérafrojmé rrénjét me tolerancén e lejuar, duke arritur

késhtu rezultatin e déshiruar.

3.1 Metoda e Sturm-it
Pérkufizim 3.1 Zinxhir i Sturm-it apo varg i Sturm-it i njé polinomi P éshté njé varg i fundém i

polinomeve P,, P;, ... B,, me shkallé rénése, me veti:

P =P,
P ka rrénjé té thjeshté(pra té njéfishté)

Nése P(a) = 0 atéheré sgn(P;(a)) = sgn(P’(a))

V0 < i <m, nése f;(a) = 0 atéheré sgn(Pi_l(a)) = —sgn(PHl(a))

o H W D P

sgn(PBy,(x)) éshté konstante pér ¢do x € R.

Vargu i Sturm-it mund té krijohet duke e shfrytézuar algoritmin e Euklid-it pér P(x) dhe P’ (x) si

mé poshté
Py(x) = P(x)
P,(x) = P'(x)
Py(x) = —1(Po, P1) = P1(x)qo(x) — Py (x)

Py (x) = =1 (P, P;) = Pr(x)q;(x) — P;(x)

Pr(x) = =1(Pp—2, Pm-1) = P (X) G2 (x) — Py (x)
0 =—71(Pp_1,Bn)

ku r(P;, P;,,) paraget mbetjen dhe g;(x) paraget herésin gjaté pjesétimit té polinomeve P;(x) =
q;(X)Piy1(x) + 7(P;, Piyy) Pér ¢do 0 < i < m. Pasi gé shkalla mé e madhe deg(r(P;, Piy1)) <

deg(P;,,) — 1, kemi qé gjatésia maksimale e vargjeve té Sturm-it m < deg(P,).
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Pérkufizim 3.2 Le té jeté 1y, A4, 45, ... njé varg real i fundém apo i pafundém. Supozojmé gé a <

b; a, b € N dhe kushtet e méposhtme mbajné

sgn(dq) = —sgn(4p)
dhe
Via<i <b:/1i =0

quhet njé ndryshim shenje mes a dhe b.

Pér ta formuluar teoremén e Sturm-it le té jeté o (P, {) funksion i cili paraget numrin e ndryshimeve

té shenjave né vargun Py({), P;({), ..., B,,({) ku Py, Py, ..., B,, éshté vargu i Sturm-it pér P.

Teoremé 3.1 (Sturm [13]) Le té jeté P(x) njé polinom real pa rrénjé té shuméfishta dhe a,b € R
ashtu qé a < b,P(a) # 0,P(b) # 0 atéheré numri i rrénjéve reale (a, b] éshté i barabarté me
o(P,a) —o(P,b).

Shénim: Teorema mund té pérforcohet (si né [14]) pér ¢cdo polinom, pérfshiré e dhe ato me rrénjé
té shuméfishta. Atéheré pérséri numri i rrénjéve o(P,a) — o(P, b) na jep numrin e rrénjéve té

ndryshme gé shtrihen né intervalin (a, b].

Duke e shfrytézuar Teoremé 3.1 me metodén e Newton-it dhe pérgjysmimit mund té krijojmé njé
algoritém. (shih Shembull 4.6.)
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1 funksion Sturm(P, P', a, b)

2 0, <0

3 Op < 0

4, Py < P

5. P, « P’

6 nése sgn(Py(a)) # sgn(P,(a)) atéhereé

7 Oq < 0,+1

8 nése sgn(Py(b)) # sgn(P,(b)) atéheré

9. oy < 0y + 1

10. derisa P, # 0

11. r = Pymod P;

12 P, =P,

13. P, =—r

14, nése sgn(Py(a)) # sgn(P,(a)) atéheré
15. Oq <0, +1

16. nése sgn(Py (b)) # sgn(Py(b)) atéheré
17. Op < Oy +1

18. kthe o, — gy,

Figura 3.1: Algoritmi i Sturm-it

Gjithashtu kemi edhe njé algoritém (t& Sturm-it) pér gjetjen e rrénjéve

1. funksion Gjetja_e_rrénjéve_Sturm(P,P', a, b, &, max)

2. rrénjét « @

3. numérimi i rrénjéve « Sturm(P,P’, a, b)

4. nése numérimi i rrénjéve > 0 atéheré

5. nése numérimi i rrénjéve = 1 atéheré

6. error,rrénjé « Newton(P,P',a, b, &, max)

7. nése error = 0 atéheré

8. rrénjét « rrénjét U rrénjé

9. kthe rrénjét

10. c=22

11. rrénjét « rrénjét U Gjetja_e_rrénjéve_Sturm(P,P',a, c, &, max)
12. rrénjét « rrénjét U Gjetja_e_rrénjéve_Sturm(P,P’,c, b, e, max)
13. kthe rrénjét

Figura 3.2: Algoritmi i Sturm-it (gjetja e rrénjéve)
(shih Shembull 4.7.)
Algoritmi ka disa disavantazhe. Dobésia kryesore e kétij algoritmi éshté kompleksiteti kohor i
llogaritjes sé polinomeve té vargut té Sturm-it né pikat a dhe b pér té llogaritur numrin e ndryshimit
té shenjave. Megenése mund té keté deri né n polinome né varg, ku n éshté shkalla e P, kjo mund

té rezultojé deri né 0(n?) shumézime dhe mbledhje né ¢do iteracion té pérgjysmores.
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Njé céshtje tjetér &shté se gjaté krijimit té vargut té Sturm-it, né varésisht nga zbatimi, nése kemi
njé gabim gjaté pjesétimit té polinomeve, kjo do té na krijonte efektin e topit té borés né pjesétimet
pasuese, gjé gé mund té rezultojé né njé numér té ndryshém té polinomeve né vargun e llogaritur
sesa numri aktual i polinomeve né varg. Kjo mund té ndodhé nése koeficientét paragiten si
floating-points me saktési té caktuar, né vend gé t'i pérfagésojné ato si thyesa té numrave té ploté
(e cila shpesh éshté jopraktike). Kjo mund té rezultojé gé numri i ndryshimeve té shenjave o ({)té
jeté i pasakté, duke cuar né numrin e rrénjéve té vendosura né interval (a, b) té jeté i gabuar dhe
té shkaktojé qé disa rrénjé té mos gjenden. Megjithaté, kjo mund té shmanget duke zvogéluar

tolerancén e gabimit né ményré té mjaftueshme.

Metoda e Sturm-it merret si metodé teorikisht e pérkryer pér pércaktimin e numrit té rrénjéve reale

dhe izolimin e tyre népér interval.

Shembull 3.1 Me ané té metodés sé Sturm-it té caktohet numri i rrénjéve reale dhe té vecohen ato

né interval me gjatési jo mé té madhe se 1, pér polinomin P(x) = x3 + x? — 2x — 1.
Zgjidhje: Formojmé vargun e funksioneve té Sturm-it P(x), P'(x), P;(x) dhe P,(x).
P(x)=x3+x?>—-2x—-1

P'(x) =3x%+2x—2

Né bazé té algoritmit té Euklidit kemi:

Pi(x)=2x—-1

P(x)=1

Me metodén e Newton-it gjejmé se rrénjét reale té polinomit P(x) = x3 + x? — 2x — 1 ndodhen
né intervalet (—2, —%) dhe (1,2) d.m.th. rrénjét gjenden né intervalin (—2,2).

Pér té caktuar numrin e rrénjéve reale té polinomit né kété interval pérpilojmé Tabela 3.1.

Nga Tabela 3.1 konstatojmé se polinomi i dhéné i ka té gjitha rrénjét reale (sepse 6 (—2) — a(2) =

3).
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Tabela 3.1: Tabela e Sturm-it pér P(x) = x3 + x2 — 2x — 1

x P(x) P'(x) P4(x) P,(x) W (x) 0(=2) - o(2)
-2 - T - + 3
2 + + + + 0 2!

Me géllim gé t’i vecojmé rrénjét né intervalet e vecanta, tabelén e mé sipérme e zgjerojmé né kété

menyre:

Tabela 3.2: Tabela e zgjeruar e Sturm-it pér P(x) = x3 + x> — 2x — 1

x P(x) P'(x) P4(x) P, (x) o(x) |0 (xk)- 0 (Xks1)
-2 —~ + — + 3 3-2=1
1 n — — n 2 2-1=1

0 — — - n 1 1-1=0

1 - + 1 1-0=1

2 + + 0

Nga shtylla e fundit e késaj tabele shohim se polinomi i ka rrénjét né intervalet (—2,—1), (—1,0)
dhe (1,2).

3.2 Metoda e Vincent-it
Vincent-i e botoi teoremén e tij né shekullin e XIX, por pér shkak té publikimit té teoremés sé
Sturm-it, ajo u harrua deri né fund té shekullit t& XX, kur u soll pérséri nga. Kjo ¢oi né krijimin e

njé versioni té dyté té teoremés né.

Teoremé 3.2 (e Vincent-it, versioni me thyesa té vazhdueshme [15] [16]) Le té jeté P(x) njé
polinom me koeficient racional dhe pa rrénjé té shuméfishta né qofté se i o kryejmé kéto

zévendésime

1 1 1
X +—,x—a,+—,x<az;+—,..
X X X

ku a; = 0 éshté njé numér i ploté jonegativ arbitrar, dhe a,, a3, ... jané numra pozitiv arbitrar a; >

0,i > 1 atéheré polinomi i fituar ose nuk ka asnjé ndryshim shenje (shih Pérkufizim 3.2) ose vetém
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njé ndryshim shenje. Né rastin e paré s’ka asnjé rrénjé pozitive kurse né rastin e dyté ka vetém njé

rrénjé pozitive, gé si thyesé e vazhdueshme paragitet

1
o+

a, +

az + -

Rrénjét negative mund té gjinde né té njéjtén ményre thjeshté duke marré zévendésimin x « —x
né polinomin P. Kushti gé polinomi nuk duhet té keté rrénjé té shuméfishta nuk e kufizon
gjeneralitetin e teoremés, né raste se polinomi ka rrénjé té shuméfishta mund ta pjesétojmé P me
P.M.P(P,P") qgé do ti sillte t& gjitha rrénjét e shuméfishta né rrénjé té njéfishta dhe pastaj t’i

izolojmé rrénjét.

Teoremé 3.3 (Teorema e Vincent-it(me pérgjysmim) [17]) Le té jeté P(x) njé polinom real i
shkallés n gé ka vetém rrénjé té thjeshta(pra té njéfishta). Eshté e mundur gé té pércaktojmé njé
& > 0 ashtu gé pér cdo cift numrash real a,b ku |b — a| < &, ¢do polinom i transformuar né

formén

a+bx)

B0 = (142" (T

ka saktésisht zero ose njé ndryshim shenje. Rasti i dyté éshté i mundur nése dhe vetém nése P(x)

ka rrénjé té vetme né intervalin (a, b).

Ngjashém si me metoda e mésipérme, rrénjét negative mund ti fitojmé nése e marrim zévendésimin
x « —x, kurse problemin me rrénjét e shuméfishta mund ta zgjedhim si paraprakisht né raste se
polinomi ka rrénjé té shuméfishta mund ta pjesétojmé P me P. M. P(P, P") qé do ti sillte t& gjitha

rrénjét e shuméfishta n€ rrénjé té njéfishta dhe pastaj t’i izolojmé rrénjét.

Duke shfrytézuar kété teoremé mund té krijojmé njé test pér kufirin e sipérm té rrénjéve pozitive

brenda intervalit (a, b)

b
Stam(P) = 0 ((1 + )P (“f:x )) = 00y (P) 3.1)

ku g ({) éshté numri i ndryshimeve té shenjave té vargut té numrave a,, a4, ... a, né .
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Kemi dy algoritme té bazuar né versione té ndryshme té késaj teoreme, si¢ jané té pérshkruar né

vazhdim.

3.2.1 Metoda e Vincent-Akritas-Strzebonski (VAS)

Transformimi i MObius-it

_ax+b

MG =24

,a,b,c,d € Nad —bc # 0
+d

paraget thyesén e vazhdueshme té fundme gé zévendéson x né P(x), ashtu gé zévendésimi

rezulton né polinomin e transformuar

Q(x) = (cx + d)deePp (ax + b)

cx +d
qé ka vetém njé ndryshim shenje. Atéheré rrénja pozitive e P(x) korrespondon me rrénjén e Q (x)
né (min (%,S),max (%S)) Késhtu, pér té izoluar rrénjét pozitive, duhet té njehsohen a, b, c, d

tillé gé ato té rezultojné né polinom Q(x) me njé ndryshim shenje. Rregulli i Dekartit pér shenjat,
thoté se numri i rrénjéve pozitive t€ P(x) éshté i barabarté me numrin e ndryshimeve té shenjave
té koeficientéve o (P) ose mé pak se ajo me njé numér ¢ift. Ne mund ta pérdorim kété test té
thjeshté pér té pércaktuar nése P ka saktésisht zero ose njé rrénjé pozitive ose nése ka mé shume.
Nése ka mé shumé, ne sé pari transformojmé polinomin duke zhvendosur rrénjé me te vogeél
pozitive mé afér 0 dhe pastaj e ndajmé polinomin né dy polinome té transformuar, i pari pérfagéson
intervalin midis (0, 1) dhe i dyti pérfagéson intervalin (1, o). Sa heré gé kryejmé njé zévendésim
né P, kryejmé zévendésimin pérkatés né M. Kjo na mundé€son qé né ményré sukseseive t’i

njehsojmé intervalet né polinomin origjinal.

Késhtu gé algoritmi VAS na jep intervale té tillé qé ¢cdo interval pérmban vetém njé rrénjé pozitive.
Pérséri njéjté si tek metodat e mésipérme, rrénjét negative do t’i izolojmé duke shfrytézuar
zévendésimin x « —x, pas késaj mund ta ekzekutojmé edhe njé heré algoritmin dhe né fund e
gjejmé unionin e intervaleve. Kurse pér pérafrim té rrénjéve mund té shfrytézojmé ndonjérén nga

metodat e shénuara mé sipér(p.sh metoda e Newton-it, pérgjysmores) pér ¢do interval.

Kufiri i poshtém i P (do ta shénojmé kp) mund té njehsohet duke llogaritur kufirin e sipérm (do ta

shénojmé ks), Q(x) = x9e8Pp (%) dhe pastaj kpp = % [18].
0
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Nga [18] kemi edhe dy algoritme pér kufij e sipérm

1. funksion VAS (P, e)

2 nése o(P) = 0 atéheré

3. kthe @

4, nése o(P) = 1 atéheré

5 a < min(M(0), M()) ku M (o) = % nése c # 0
6

kufi i sipérm i rrénjéve pozitive

7 kthe (a, b)

8. kp < njé kufi i poshtém i rrénjéve pozitive té P
9. nése kp > 1 atéheré

10. P « P(x + kp)

11. M « M(x + kp)

12. Py« (x+1)%8"P ()

x+1
13, My < M(—)

x+1
14. P <« P(x+1)
15. My « M(x+ 1)
16. m=M(1)
17. nése P(1) # 0 atéheré

18. kthe VAS(Py1, Mg1) U VAS(Pyco, Myc)
19. pérndryshe
20. kthe VAS(Py1, My1) U VAS (P10, M10) U {(m, m)}

b < max(M(0), M()) dhe nése ¢ = 0 atéheré M (o) éshté njé

Figura 3.3: Algoritmi VAS

3.2.2 Metoda e Vincent-Collins-Akritas (VCA)

Pérderisa algoritmi i méparshém kérkonte llogaritjen e kufirit té sipérm dhe té poshtém té rrénjéve

pozitive, ky algoritém lejon gé té fusim intervalin e déshiruar té kérkimit (a, b). Kjo nuk ishte e

mundur né rastin e méparshém, pasi rregulli i Dekartit jep kufirin e sipérm e té gjitha rrénjét

pozitive. Gjithsesi testi (3.1)(i njohur si testi i Budan-it), na lejon ta specifikojmé intervalin né té

cilin jemi t€ interesuar t’i kérkojmé rrénjét.

Testi i Budan-it éshté njé version i testit (3.1) ku a = 0, b = 1 nga kemi se

X
oon(P) =0 ((1 +x)"P (m)>
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Nése o 1)(P) = 0 do té thoté se nuk kemi rrénjé né intervalin (0,1), nése o, 1)(P) =1 do t&
thoté se kemi saktésisht njé rrénjé né intervalin (0,1). Por pér ¢do vleré mé té madhe se 1, testi na
jep kufirin e sipérm té numri té rrénjéve qé gjenden né intervalin (0,1) ashtu qé numri i vérteté i
rrénjéve gé gjenden né até interval éshté i barabarté me o, 1)(P) ose éshté mé paké pér ndonjé
numér ¢ift, d.m.th nése kufiri i sipérm éshté ¢ift ka mundés gé té mos kemi asnjé rrénjé né

intervalin (0,1).

Atéheré hapi i paré gé duet té béjmé éshté gé té sigurohemi gé té gjitha rrénjét gé duam ti izolojmé
jané né intervalin (a, b). Sé pari e marrim zévendésimin x « x + a né P dhe fitojmé P,, mé pas
zBvendésojmé x « x(b — a) né P, pér té fituar P, kjo na jep njé bijeksion té intervalit (a, b) té

P né intervalin (0,1) té Pg,.

Mé pas e aplikojmé testin e Budan-it pér P,;,. Né qofté se ka zero ose njé rrénjé kérkimi ka mbaruar,

ashtu gé ka njé bijeksion né mes

pérndryshe polinomin P,;, e ndajmé né dy polinome P 1 dhe P1,

té intervaleve (0%) dhe (%1) té Py, dhe intervaleve (0,1)t€ dy polinomeve P . dhe P

1
=1
2 2

respektivisht. Pastaj mund t’i shfrytézojmé kéto polinome n€ ményre rekursive.

Nése polinomi fillestar P ka rrénjé té shuméfishta, kjo, teorikisht, do té shkaktojé pérséritje
pafundme té algoritmit, pasi testi i Budan-it do té kthejé gjithmoné njé numér mé té madh se njé.

Sidoqofté, ekzistojné 2 zgjidhje pér kété problem:

1. Njéjté€ si te ményrat e mésipérme, duhet t’i largojmé katrorét duke pjesétuar P me
P.M.P(P,P"), ose ndonjé metodé tjetér pér ménjanimin e rrénjéve té shuméfishta.

2. Mund té caktojmé ndonjé tolerancé ¢ ashtu gé |a — b| < &, qé do ta ndaloj algoritmin

Megenése zgjidhja e dyté éshté shumé mé e thjeshté dhe né pérputhje me faktin se po i pérafrojmé
rrénjét me njé precizitet té caktuar, ne e zbatojmé até pér té fituar algoritmin é vazhdim. Nése kufiri
I sipérm éshté i tek, ekzistojné ose rrénjé té shuméfishta ose njé rrénjé e vetme me shuméfishitet
tek. Nése ka rrénjé té shuméfishta, atéheré kjo nuk ndikon né rezultat, pasi ato jané mé afér njéra-
tjetrés sesa toleranca e déshiruar dhe késhtu nuk jemi né gjendje t'i dallojmé ato. Nése kufiri i
sipérm éshté cift, atéheré nuk ka asnjé garancion se intervali pérmban rrénjé. Pér té provuar nése
ka njé rrénjé, mund té provojmé té ekzekutojmé algoritmin e Newton-it né kété interval. Sidoqofté,

nése funksioni afrohet 0 shumé afér (d.m.th. mé afér se €), kjo mund té rezultojé té jeté e rreme.
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Késhtu, duhet té kemi kujdes gjaté pérdorimit té Kkétij algoritmi né polinome me rrénjé té

shuméfishta.

1. funksion VCA (P,a, b, e)
2. budan <o ((1 + x)degPp (ﬁ))
3 nése budan = 0 atéheré
4, kthe @
5.  nése budan = 1 atéheré
6 kthe {(a, b)}
7 nése |a — b| < € atéheré
8 kthe {(a, b)}

degP x
9. Py e 2087p (2)

x+1

10. Py, «20%7P (%)

11. nése P (%) + 0 atéheré

12.  ktheVCA (Pol, 0%, e) UVCA (Pll,%, b, s>
2 2’

13. pérndryshe

14, kthe VCA (Pol, 0,22, e) UVCA (Pgl,a—:b, b, s) U {(E2, 5}
2 2’

Figura 3.4: Algoritmi VCA
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4. Implementimi i Matlab pér izolimin dhe krahasimin e rrénjéve té
polinomeve

Té gjitha metodat e paragitura mé sipér jané implementuar né Matlab.
4.1 Metoda e pérgjysmimit
Shembull 4.1 Gjeni njé rrénjé a té
P(x) =2x*—3x -2
me precizitet e = 0.000001

Zgjidhje: Mé marrim njé interval fillestar p.sh 1 < a < 2 pasi P(1)P(2) = —-3-24 <0
Mé poshté kemi kodin né Matlab pér metodén e Halley-it Figura 4.4

o)

% metoda e pergjysmimit ne MATLAB

clear;

a =1;%= input ('Jepe vleren e a="'");

b =2;%= input ('Jepe vleren e b="');

e =0.000001;%= input ('Jepe vleren e tolerances e=");
numri i1 iteracioneve = 0;

[rrenja, numri 1 iteracioneve] = pergjysmorjaf(a, b, e,
numri i iteracioneve);

rrenja

numri 1 iteracioneve

function y = P(t)
y = 2*t™4-3*t-2;
return

end

function [x, numri i iteracioneve] = pergjysmorja(a, b, e,
numri 1 iteracioneve)
x = (atb)/2;
numri 1 iteracioneve = numri 1 iteracioneve + 1;
if (x-a)<=e
return
end
if P(a)*P(x)<0
[x, numri i1 iteracioneve] = pergjysmorja(a, X, e,
numri 1 iteracioneve);
return
else
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[x, numri i1 iteracioneve] = pergjysmorja(x, b,
numri 1 iteracioneve);
return
end
end

€

Figura 4.1: Metoda e pérgjysmores né Matlab

e cila pas ekzekutimit fitojmé rezultatin e méposhtém, si né Figura 4.2

rrenja =

1.3127

numri i iteracioneve =
20

Figura 4.2: Rezultatet e metodés se pérgjysmores

Figura 4.3: Paragitja grafike e P(x) = 2x* — 3x — 2

4.2 Metoda e Newton-it pér pérafrimin e rrénjéve

Shembull 4.2 Gjeni njé rrénjé « té

P(x)=2x*—-3x—-2

me precizitet e = 0.000001 duke shfrytézuar metodén e Newton-it pér pérafrimin e rrénjéve.

Zgjidhje: Mé marrim njé interval fillestar p.sh 1 < a < 2, njéjté si te metoda e pérgjysmimit pasi

P(P(2)=-3-24<0
Mé poshté kemi kodin né Matlab pér metodén e Halley-it Figura 4.4
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% metoda e Newton-it ne MATLABR

clear;

a =1;%= input ('Jepe vleren e a="');

b =2;%= input ('Jepe vleren e b="');

e =0.000001;%= input('Jepe vleren e tolerances e="');

max = 20;

[err, x 0, numri 1 iteracioneve] = newton(a, b, e, max);
err;

x 0

numri 1 iteracioneve

function y P(t)
y = 2*tM4-3*%t-2;
return

end

function y = P der (t)
y = 8*t"3-3;

return
end
function [err, x 1, numri i iteracioneve] = newton(a, b,
e, max)
numri 1 iteracioneve=0;
err = 1;
x 0 = (atb)/2;
for i=1l:max
numri i1 iteracioneve = numri i iteracioneve + 1;
emeruesi = P der(x 0);
if emeruesi == 0
x 1 =1x0;
break;
end
x 1 =x0 - P(x 0)/emeruesi;
if (abs((x 1-x 0)/x 1)<=e)&&(abs(x 1-x 0)<=e)
err = 0;
break;
end
if x 1I<a || x 1>b
err = 3;
break;
end
x 0 =x1;
end
end

Figura 4.4: Metoda e Newton-it né Matlab
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Pasi e ekzekutojmé kodin e mésipérm ftojmé rezultatin si né Figura 4.5

>> metoda njutnit kodi
x 0=

1.3127

nunri_i_iteracioneve =
5
Figura 4.5: Rezultati i metodés sé Newton-it
Shih Figura 4.3 paragitja grafike e funksionit P(x) = 2x* — 3x — 2
Me pérafrimin e sakté gé éshté a = 1.31265975467417, gabimi pas iteracionet té fundit éshté
|a — x5 | =0.00000024532583 (€ éshté brenda saktésisé sé lejuar. Pérderisa algoritmi i
Newton-it zgjidh disa nga mangésité e metodés sé pérgjysmimit, disa mbeten. Metoda ndonjéheré

mund té déshtojé (kur derivati i paré i x,, &shté zero) dhe konvergjenca pér rrénjét e shuméfishta

lineare.

Si¢ shihet garté pas ekzekutimit té kodit metoda e Newton-it &shté shumé mé e shpejté se sa metoda
e pérgjysmimit pasi fituam saktési té njéjté pér 5 iteracione kurse me metodén e pérgjysmimit na
nevojiteshin 20 iteracione. Kjo e bén metodén e Newton-it superiore prané metodés sé

pérgjysmimit né té shumtén e rasteve.

4.3 Metoda e Halley-it
Shembull 4.3 Gjeni njé rrénjé a té
P(x) =2x*—3x -2
me precizitet e = 0.000001 duke shfrytézuar metodén e Halley-it pér pérafrimin e rrénjéve.

Zgjidhje: Mé marrim njé interval fillestar p.sh 1 < @ < 2, njéjté si te metoda e pérgjysmimit, dhe

e Newton-it pér ti krahasuar.

Mé poshté kemi kodin né Matlab pér metodén e Halley-it Figura 4.6
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% metoda e Halley-it ne MATLAB

clear;

clc;

a =1;%= input ('Jepe vleren e a=");

b =2;%= input ('Jepe vleren e b=");

e =0.000001;%= input('Jepe vleren e tolerances e='");
max = 20;

[err, x 0, numri 1 iteracioneve] = halley(a, b, e, max);
err;

x 0

numri 1 iteracioneve

function y = P (t)
y = 2*tM4-3*%t-2;
return

end

function y = P der (t)
y = 8*t"3-3;
return

end

function y = P der2(t)
y = 24*t"2;
return

end

function [err, x 1, numri i iteracioneve] = halley(a, b,
e, max)
numri 1 iteracioneve=0;
err = 1;
x 0 (a+b) /2;
for i=1l:max
numri 1 iteracioneve = numri i iteracioneve + 1;
emeruesi = 2* (P der(x 0))"2-P(x 0)*P der2(x 0);
if emeruesi == 0
x 1 =1x0;
break;
end
x 1 =x 0 - (2*P(x_0)*P der(x 0))/emeruesi;
if (abs((x 1-x 0)/x 1)<=e)&&(abs(x 1-x 0)<=e)
err = 0;
break;
end
if x 1<a ||
err = 3;

x 1>b
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break;
end
x 0 =x 1;
end
end

Figura 4.6: Metoda e Halley-it né Matlab

Pas ekzekutimit té kodit té mésipérm fitojmé rezultatin Figura 4.7

x 0 =

1.3127

numri i iteracioneve =

3
Figura 4.7: Rezultati i metodés sé Halley-it

Shih Figura 4.3 paragitja grafike e funksionit P(x) = 2x* — 3x — 2

Algoritmi pérfundon me té njéjtin rezultat si rezultati i fituar nga algoritmi i pérgjysmores dhe
algoritmi i Newton-it ndérsa pérfundon né vetém 3 iteracione, pér dallim nga 20 dhe 5 nga
algoritmet e pérgjysmores dhe Newton-it respektivisht. Algoritmi i Halley ka té njéjtat
disavantazhe si algoritmi i Newton-it, ndérsa mundéson njé shpejtési mé té larté té konvergjences,
me koston e shtimit té kohés sé llogaritjes pas ¢do iteracioni. Nése shkalla e funksionit polinomial
éshté shumé e larté, njehsimi i P(x,), P'(x,), P"'(x,) merr njé kohé té konsiderueshme. Kjo, e
kombinuar me llogaritjet e tjera shtes€ mund té rezultojé qé koha totale e llogaritjes té jeté e
ngjashme ose edhe mé e madhe se te metoda e Newton-it. Pér mé tepér, nése derivati i dyté éshté
shumeé afér 0, shkalla e konvergjencés éshté shumé e ngjashme me Newton-in. Késhtu, nuk siguron
avantazh té konsiderueshém mbi metodén e Njutonit (dhe madje mund té rezultojé né mé shumé

kohé pér llogaritje).

4.4 Metoda e Horner-it

Shembull 4.4 Gjeni njé rrénjé « té

P(x)=2x*—-3x—-2
me precizitet e = 0.000001 duke shfrytézuar metodén e Halley-it pér pérafrimin e rrénjéve.
Zgjidhje:

Mé poshté kemi kodin né Matlab pér metodén e Horner-it Figura 4.8.
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% metoda e Horner-it ne MATLAB
clear;

a =1;%= input ('Jepe vleren e a=");

b =2;%= input ('Jepe vleren e b="');

e =0.000001;%= input ('Jepe vleren e tolerances e=");
max = 20;

rrenjet = [];

mbetja = 0;

error = 0;

PO=10200-3-2];

while mbetja == 0 && error ==
[error, rrenje] = newton(a, b, e, max);
if error ==
rrenjet = [rrenjet, rrenje];
[P 1, mbetja] = horner(P 0, rrenje);
end
if P 1 ==
break
end
PO0O="P1;

end

function y = P(t)
y = 2*t"M4-3*%t-2;
return

end

function y = P _der (t)
y = 8*t"3-3;
return

end

function [err, x 1] = newton(a, b, e, max)
err = 1;
x 0 = (atb)/2;
for i=1l:max
emeruesi = P der(x 0);
if emeruesi ==
x 1 =x0;
break;
end
x1=x0-f(x
if (abs((x 1-x
err = 0;
break;

~0) /emeruesi;
0)/x 1)<=e)&&(abs(x 1-x 0)<=e)
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end

if x_1<a || x_1>b
err = 3;
break;

end

x 0 =x1;

end
end

function [P_1, mbetja] = horner(f 0, rrenja)
n = length(P 0);
rezultati = P 0(1)*ones(1l,n);
for j = 2:n
rezultati(j) = rrenja * rezultati(j-1) + P 0(3);

end
mbetja = rezultati(n);
P 1 = rezultati(l:n-1);

end

Figura 4.8: Kodi i metodés sé Horner-it

Pas ekzekutimit té kodit t& mésipérm fitojmé rezultatin Figura 4.9

>> horner code
ans =
1.312659754674166
Figura 4.9: Rezultati i metodés sé Horner-it
Shih Figura 4.3 paragitja grafike e funksionit P(x) = 2x* — 3x — 2
4.5Metoda e Newton-it pér lokalizimin e rrénjéve

Shembull 4.5 Gjeni njé interval pér rrénjét pozitive té polinomit P(x) = 3x? + 4x — 5

Zgjidhje: Mé poshté kemi kodin né Matlab pér metodén e Newton-it pér lokalizimin e rrénjéve
(Figura 4.10) , ku p éshté polinomi dhe i kérkojmé rrénjét né intervalin (0, 20), ky interval éshté
marré né ményré arbitrare, ne mund t€ merrnim njé interval mé té madh pastaj ta zvogélojmé

gradualisht, po ashtu edhe kufiri i poshtém pér rrénjét pozitive.

% Metoda e Newton-it pér lokalizimin e rrénjéve
clear;

clc;

p = 1[34 -5];

q = -fliplr(p);

X linspace (0, 3, 4000);
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if sum(polyval (p,x)>0)>0
x pozitive = polyval (p,x)>0;
rezultati = newton lok(p, x, x pozitive);
else
disp('ska rrenje pozitive')
end
if sum(polyval (g, x)>0)>0
xq pozitive = polyval (q,x)>0;
rezultati g = newton lok(g, x, xg pozitive);
else
disp('ska rrenje pozitive')
end
for i = 1l:1length (x)
if rezultati(i) == 1
kufiri siperm = x(1);
break
end
end
for i = 1l:1length(x)
if rezultati g(i) == 1
kufiri poshtem = 1/x(1i);
break
end
end
disp (
disp (kufiri siperm)
disp('Kufiri 1 poshtem:'")
disp(kufiri poshtem)

'"Kufiri i Siperm:')

function rezultati = newton lok(p, x, X pozitive)
rezultati = x pozitive;
p_der = polyder (p);
if sum(polyval (p der, x)<=0)==length (x)

return;

else
X pozitive = rezultati .* sign(polyval(p der,x));
rezultati = newton lok(p der, x, X pozitive);

end

end

Figura 4.10: Metoda e Newton-it pér lokalizimin e rrénjéve

Pas ekzekutimit té kodit té mésipérm fitojmé rezultatin
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Kufiri i Siperm:
0.786%

Kufiri i poshtem:
0.7860
Figura 4.11: Rezultati i metodés s& Newton-it pér lokalizimin e rrénjéve

Figura 4.12: Paragitja grafike e funksionit P(x) = 3x? + 4x — 5

4.6 Metoda e Sturm-it

Shembull 4.6 Gjeni numrin e rrénjéve té

P(x) =2x*—3x -2
duke shfrytézuar metodén e Sturm-it né intervalin (—8,4).
Zgjidhje:
Intervali (—8,4) éshté marré né ményré arbitrare pasi gé mund té merret ¢farédo intervali, kété

interval mund ta gjejmé duke shfrytézuar .

Mé poshté kemi kodin né Matlab pér metodén e Sturm-it, Figura 4.13

% metoda e Sturm-it ne MATLAB

clear;

clc;

a = -8; $kufijt e rrenjeve
b = 4; skufijt e rrenjeve
s a=0;
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s b =20;
g = 0;
mbetja = 0;
P=10200 -3 -21; %shenojme vlerat e koeficienteve te
polinomit P
P der = polyder (P); %jep derivatine e polinomit P
PO =P;
P 1 = P der;
if sign(polyval(P 0,a)) ~= sign(polyval(P 1,a))
s a=sa+t1;
end

if sign(polyval(P 0,b)) ~= sign(polyval(P 1,b))
s b=sb+ 1;
end
while sum(abs (P 1)) ~= 0
[g, mbetja] = deconv(P 0, P 1);
P 0 = pa zero(P 1);
P 1 = -pa zero(mbetja);
if sign(polyval(P_0,a)) ~= sign(polyval(P 1,a))
s a=sa+t1;
end
if sign(polyval(P_0,b)) ~= sign(polyval(P 1,Db))
s b=sb+ 1;
end
end
numri 1 rrenjeve = s a - S Db

function new = pa zero (vektor)
if sum(abs(vektor)) ~= 0
i=1;
L = length (vektor);
while (vektor (i)==0)
vektor = vektor (2:L);
L = L-1;
end
end
new = vektor;
end

Figura 4.13: Kodi i metodés né Sturm-it
Pas ekzekutimit té kodit té mésipérm fitojmé rezultatin Figura 4.14
numri i rrenjeve =
2
Figura 4.14: Rezultati i metodés sé Sturm-it
Shih Figura 4.3 paragitja grafike e funksionit P(x) = 2x* — 3x — 2
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Shembull 4.7 Gjeni rrénjét e

P(x) =2x*—3x -2
duke shfrytézuar metodén e Sturm-it né intervalin (—2,3).

Zgjidhje: E shfrytézojmé kodin e méposhtém né Figura 4.15

%gjetja e rrenjeve metoda e Sturm-it

clear;
clc;
a = -2; tkufijt e rrenjeve
b = 3; skufijt e rrenjeve
e = 0.001;
max = 10;
P=10200 -3 -=-21; %shenojme vlerat e
koeficienteve te polinomit P
P der = polyder (P); %jep derivatine e polinomit P
rrenjet = rrenjet sturm(P, P der, a, b, e, max);
function rrenjet = rrenjet sturm(P, P der, a, b, e, max)
rrenjet = [];
numerimi i rrenjeve = sturm(P, P der, a, b);

if numerimi i rrenjeve > 0
if numerimi i rrenjeve ==

[error, rrenje] = Newton(P,P der, a, b, e,
max) ;
if error ==
rrenjet = [rrenjet, rrenje];
end
else
c = (atb)/2;
rrenjet = [rrenjet, rrenjet sturm(P, P _der, a,
c, e, max)];
rrenjet = [rrenjet, rrenjet sturm(P, P der, c,
b, e, max)];
end
end
end
function numri i rrenjeve = sturm(P, P _der, a, b)
s a = 0;
s b =20;
PO =P;
P 1 =P der;
if sign(polyval(P 0,a)) ~= sign(polyval(P 1,a))
s a=sa+t1;
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end
if sign(polyval (P _0,b))
s b=sb+ 1;

Q
Il

sign(polyval (P _1,Db))

end
while sum(abs (P 1)) ~= 0
[g, mbetja] = deconv(P 0, P 1); %#0k<ASGLU>
P 0 = pa zero(P 1);
P 1 = -pa zero(mbetja);
if sign(polyval(P 0,a)) ~= sign(polyval(P 1,a))
s a=sa+t1;
end

if sign(polyval(P 0,b)) ~= sign(polyval(P 1,Db))
s b=sb+ 1;

end
end
numri 1 rrenjeve = s a - S _Db;
end
function [err, rrenje] = Newton(P,P der, a, b, e, max)
err = 1;
x 0 = (atb)/2;

for i=1:max
emeruesi = polyval (P der, x 0);
if emeruesi ==

x 1 =x 0;
rrenje = x 0; %#0k<NASGU>
break;
end
x 1 =x 0 - polyval(P,x 0)/emeruesi;
if (abs((x 1-x 0)/x 1)<=e)&&(abs(x 1-x 0)<=e)
err = 0;
rrenje = X 1; S$#0k<NASGU>
break;
end
if x I<a || x 1>b
err = 3;
rrenje = X 1; S$#0k<NASGU>
break;
end
x 0= x 1;
end
rrenje = x 1;

end
function new = pa zero (vektor)
if sum(abs (vektor)) ~= 0

i=1;
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L = length (vektor);
while (vektor (i)==0)
vektor = vektor (2:L);
L = L-1;
end
end
new = vektor;
end

Figura 4.15: Gjetja e rrénjéve me metodén e Sturm-it

Pas ekzekutimit té kodit té mésipérm fitojmé rezultatin Figura 4.16

>> rrenjet
rrenjet =

-0.5873 1.3127

Figura 4.16: Rezultati i rrénjéve sipas metodés sé Sturm-it

Shih Figura 4.3 paragitja grafike e funksionit P(x) = 2x* — 3x — 2

4.7 Metoda e Vincent-it

Shembull 4.8 Izoloni rrénjét e polinomit
P(x) = x* —10x3 + 35x%2 — 50x + 24
duke e shfrytézuar algoritmin VAC

Zgjidhje: E shfrytézojmé kodin e méposhtém né Figura 4.17

Q

% gjetja e rrenjeve metoda e VCA

clear;

clc;

a = 0.2; skufijt e rrenjeve

b =16.1; skufijt e rrenjeve

e = 0.000001; %toleranca e saktesise
P = [1 -10 35 -50 24]; %shenojme vlerat e

koeficienteve te polinomit P

rrenjet = 1./VCAfunc(P, a, b, e);
rrenjet fliplr(rrenjet);
disp("rrenjet gjenden ne intervalet")
disp("ne cdo interval kemi vetem nga nje rrenje")
for i = 1:2:1ength(rrenjet)
disp(rrenjet (i:i+1))
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end

function rrenjet = VCAfunc (P, a, b, e)
rrenjet = [];

budan = numri rrenjeve (fliplr(P), a, b);
if budan == 0
return
end
if budan == 1
rrenjet = [rrenjet, a, b]l;
return
end
if abs(a-b)<e
rrenjet = [rrenjet, a, bl;
return
end

if polyval(P, 1/2) ~= 0

rrenjet = [rrenjet, VCAfunc(P, a, (a+tb)/2, e)l;
rrenjet = [rrenjet, VCAfunc(P, (a+b)/2, b, e)l;
return
else
rrenjet = [rrenjet, VCAfunc(P 012, a, (atb)/2, e)l;
rrenjet = [rrenjet, VCAfunc(P 121, (atb)/2, b, e)l;
rrenjet = [rrenjet, ((at+b)/2), ((a+b)/2)];
return
end
end
function numri i rrenjeve = numri rrenjeve (P, a, b)
P der = polyder (P);
s a = 0;
s b =0;
P O =P;
P 1 = P der;
if sign(polyval(P_0,a)) ~= sign(polyval(P_1,a))
s a=sa+t1;
end

if sign(polyval(P_0,b)) ~= sign(polyval(P_1,Db))
s b=sb+ 1;

end

while sum(abs(P_1)) ~= 0
[g, mbetja] = deconv(P 0, P 1); %#0k<ASGLU>
P 0 = pa zero(P 1);
P 1 = -pa zero(mbetja)

if sign(polyval(P _0,a)) ~= sign(polyval(P 1,a))
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s a=sa+t1;
end
if sign(polyval (P _0,b))
s b=sb+ 1;
end
end
numri i1 rrenjeve = s a - s by

Q
Il

sign(polyval (P _1,Db))

end

function new = pa zero(vektor)
if sum(abs (vektor)) ~= 0
i=1;
L = length (vektor);
while (vektor (i)==0)
vektor = vektor (2:L);
L = L-1;
end
end
new = vektor;
end

Figura 4.17: Algoritmi VCA

Pas ekzekutimit té kodit té né Figura 4.17 fitojmé rezultatin

rrenjet gjenden ne intervalet

ne cdo interval kemi vetem nga nje rrenje
0.5970 1.0667
1.7582 2.6016

2.6016 3.4225

3.4225 5.0000

Figura 4.18: Rezultatet e kodit VCA

Le té shénojmé rrénjét e polinomit té dhéné me a;, 1 < i < 4, atéheré nga rezultati i fituar kemi se

rrénjét shtrihen
0.5970 < a; < 1.0667
1.7582 < a, < 2.6016
2.6016 < a3 < 3.4225
34225 < a, <5

Pér ta konfirmuar rezultatin e arritur polinomin e dhéné né Shembull 4.8 do ta paragesim grafikisht
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Figura 4.19: Paragitja grafike e P(x) = x* — 10x3 + 35x2 — 50x + 24

Shembull 4.9 Pérafroni rrénjét e polinomit

P(x) = x* —10x3 + 35x%2 — 50x + 24

duke shfrytézuar metodén e pérgjysmimit, dhe intervalet e fituara nga metoda e VCA (Shembull
4.8)

Zgjidhje: Duke marré né kombinim kode e metodés VCA dhe metodés sé pérgjysmimit mund té

formojmé kodin e méposhtém

%gjetja e rrenjeve metoda e VCA

clear;

clc;

a = 0.2; skufijt e rrenjeve

b =6.1; skufijt e rrenjeve

e = 0.000001; %toleranca e saktesise
P = [1 -10 35 =50 247]; %shenojme vlerat e

koeficienteve te polinomit P
rrenjet = 1./VCAfunc(P, a, b, e);
rrenjet = fliplr(rrenjet);
rrenja = [];
disp("rrenjet e polinomit jane™)
for i = 1:2:1length(rrenjet)
A = rrenjet (i);
B rrenjet (i+1);
rrenja = [rrenja pergjysmorja(P, A, B, e)l;
end

disp(rrenja)

function rrenjet = VCAfunc (P, a, b, e)
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rrenjet = [];

budan = numri rrenjeve (fliplr(P), a, b);
if budan == 0
return
end
if budan == 1
rrenjet = [rrenjet, a, b]l;
return
end
if abs(a-b)<e
rrenjet = [rrenjet, a, bl;
return
end

if polyval(P, 1/2) ~= 0

rrenjet = [rrenjet, VCAfunc (P, a, (atb)/2, e)l;
rrenjet = [rrenjet, VCAfunc(P, (a+b)/2, b, e)l;
return
else
rrenjet = [rrenjet, VCAfunc(P 012, a, (atb)/2,
rrenjet = [rrenjet, VCAfunc(P 121, (atb)/2, b,
rrenjet = [rrenjet, ((atb)/2), ((atb)/2)1;
return
end
end
function numri i rrenjeve = numri rrenjeve (P, a, b)
P der = polyder (P);
s a = 0;
s b =0;
P O =P;
P 1 = P der;
if sign(polyval(P_0,a)) ~= sign(polyval(P_1,a))
s a=sa+tl1;
end

if sign(polyval(P_0,b)) ~= sign(polyval(P_1,Db))
s b=sb+ 1;

end
while sum(abs(P_1)) ~= 0
[g, mbetja] = deconv(P 0, P 1); %#0k<ASGLU>
P 0 = pa zero(P 1);
P 1 = -pa zero(mbetja);
if sign(polyval(P _0,a)) ~= sign(polyval(P 1,a))
s a=sa+t1;
end

if sign(polyval(P 0,b)) ~= sign(polyval(P 1,Db))
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s b=sb+ 1;
end
end
numri 1 rrenjeve = s a - s by
end

function new = pa zero(vektor)
if sum(abs (vektor)) ~= 0
i=1;
L = length (vektor);
while (vektor (i)==0)
vektor = vektor(2:L);
L = L-1;
end
end
new = vektor;
end

function x = pergjysmorja (P, a, b, e)
x = (a+b)/2;
if (x-a)<=e
return
end
if polyval (P, a) *polyval (P, x)<0
X = pergjysmorja(P, a, x, e);
return
else
X = pergjysmorja(P, x, b, e);
return
end
end

Figura 4.20: Izolimi i rrénjéve me metodén VCA, dhe pérafrimi me metodén e pérgjysmimit
Shih Figura 4.19 paragitja grafike e funksionit P(x) = x* — 10x3 + 35x? — 50x + 24

Zgjedhja e metodés sé pérgjysmimit ishte né ményre arbitrare pasi gé kishim mundési té merrnim

ciléndo nga metodat pérafruese té pérshkruara né pjesén e dyté.
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Pérfundimi

Né kété pjesé té punimit do té béjmé njé rezyme mbi até qé éshté paraqitur gjaté hartimit té temés.

Fillimisht, gjegjésisht né kapitullin e paré, dhamé disa koncepte dhe veti themelore pér polinomet,

duke i konkretizuar ato pérmes shembujve.

Pastaj, pér té vazhduar né kapitullin e dyté dhe té treté me trajtimin e disa metodave mé té
pérhapura né studimin, pérkatésisht izolimin e rrénjéve té polinomeve. Ajo gé éshté me réndési té
potencohet éshté se bémé njé studim komparativ mes metodave, duke i véné né pah pérparésité
dhe mangeésité e tyre, duke treguar se né cilat raste cila éshté mé efikase. Pérve¢ ményrés teorike,
kéto jané déftuar edhe pérmes shembujve, ku mund té arrihet deri te njé konceptim mé i qarté i

asaj (é éshté trajtuar teorikisht.

Kapitulli fundit, né fakt ky éshté kapitulli gé , né njé faré ményre, déshmon se roli i softueréve
matematik né zhvillimin e matematikés éshté krucial, pasi qé pérvec zgjidhjeve me saktési té larté,
na kursejné mund dhe kohé, me njé fjalé ndikon né zhvillimin e teorisé né fjalé, né veganti, e

matematikés né pérgjithési.

Mund té konkludojmé se ¢donjéra metodé e pérshkrua mé sipér ka pérparésité dhe mangésité e
veta té cilat jané té shqyrtuara né kapitujt korrespondues mund té themi se metoda mé efikase pér
pérafrimin e rrénjéve do té ishte metoda e Newton-it por pér raste specifike kjo metodé mund té
hyj né cikél té pafundém apo edhe mund té divergjoj, késhtu gé do té ishte mé e sigurte nése do té
shfrytézonim njé kombinim té metodés sé pérgjysmimit dhe metodés sé Newton-it gé na jep
rezultat né mé pak iteracione dhe pér kohé té shkurtér, né té shumtén e rasteve. Pérséri e cekim pér

ndonjé problem mund té ishte mé efikase té shfrytézojmé ndonjérén nga metodat tjera.

Poashtu edhe metodat pér izolimin e rrénjéve kishin pérparésité dhe dobésité e tyre, shpesh duhej
té zgjidhnim mes metodés mé té shpejté po e cila nuk na jep si rezultat té gjitha rrénjét e polinomit,
pra nuk na jep intervale ku gjinden vetém nga njé rrénjé dhe metodave té cilat na jepnin mé shumé
ose té gjitha rrénjét e poilinomit por nevojiten forcé mé e madhe kalkuluese. Pérséri dukej té
kémbenim mes shpejtésisé dhe “kualitetit”. Nése duhej té izolonim rrénjét e njé polinomi té
shkallés relativisht té vogél do té ishte mé e lehté pér ne qé té shfrytézonim metodén e Vincent-it,

pasigé na jepte intervale né té cilat shtrihen vetém nga njé rrénjé, qé mé pas mund té kombinohet

63



me metodén e Newton-it ose me metodén e pérgjysmores pér té fituar njé pérafrim té kérkuar té té

gjitha rrénjéve.

Pérmes softuerit Matlab, kemi gjetur, respektivisht izoluar rrénjét e njé polinomi, por me té gjitha

metodat gé jané dhéné paraprakisht, duke dhéné njé véshtrim kritik pér secilén prej tyre.

Le té jeté e ardhmja, koha kur do té shohin dritén edhe shumé punime tjera té kétij lloji, késhtu do

té zgjerojmé diapazonin e njohurive mbi kété 1émi sa té réndésishme, aq interesante.
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